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CIRCUITE ELECTRICE ÎN REGIM 
VARIABIL 


REGIMUL CVASISTAŢIONAR 
AL CIRCUITELOR ELECTRICE FILIFORME 


əl 


Circuitele electrice de curent variabil în timp au o impor- 
tanță practică foarte mare. Studiul lor constituie și astăzi principalul capitol 
de aplicații ale electrodinamicii, adică principalul capitol de electrotehnică. 
Deşi rezolvarea riguroasă a oricărei probleme de electrodinamică revine în 
cele din urmă la rezolvarea ecuatiilor lui Maxwell, pentru cîmpul electromag- 
netic (v. par. 29.2. vol. I), studiul circuitelor se poate face cu metode mai 
simple, specifice, suficient de exacte pentru aplicații, dacă sînt îndeplinite anu- 
mite condiţii destul de generale. 

Prima condiţie este caracterul filiform al conductoarelor care alcătuiesc 
circuitul : secţiunea lor transversală trebuie să aibă dimensiuni liniare sufi- 
ient de mici, pentru ca intensitatea curentului să poată fi repartizată uniform 
pe această secţiune. Realizarea acestei condiţii depinde de natura conductorului 
şi de frecvenţă. Dacă a este o dimensiune liniară a acestei secţiuni (de ex. raza 
ei), o conductivitatea materialului conductor, u = pọ, permeabilitatea lui 
magnetică şi f = w/2n frecvenţa, studiul cîmpului electromagnetic alternativ 
în conductoare masive (par. 55.2) arată că se poate considera conductorul fili- 
form, dacă 


a | = 5, (31.1) 


Su 


mărimea ð, caracteristică materialului la o frecvenţă dată, numindu-se adîn- 
cimea de pătrundere a undelor în conductor. 

A doua condiţie e caracterul cvasistaţionar (v. cap. 25, vol. I) al regimului 
de variaţie în timp a mărimilor de stare ale cîmpului electromagnetic. Aceste 
variaţii trebuie să fie suficient de lente pentru ca peste tot, cu excepţia die- 
lectricului condensatoarelor, să se poată neglija curentul electric de deplasare 
iv. par. 21.3., vol. I). În dielectricul condensatoarelor, atît intensitatea cîmpului 
electric, respectiv inducția electrică, cît şi suprafaţa străbătută de fluxul electric 
ide arie egală cu a armăturilor) sînt suficient de mari pentru ca intensitatea 
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curentului de deplasare — egală cu intensitatea curentului de conducţie absor- 
bit de armături — să poată avea valori comparabile cu ale curenților din cele- 
lalte ramuri ale circuitului. Studiul undelor electromagnetice, care se pun 
în evidență atunci cînd aproximaţia regimului cvasistaționar nu mai e apli- 
cabilă (v. par. 573), arată că regimul cvasistaționar este practic realizat, dacă 
cea mai mare dimensiune liniară Z a întregului circuit e foarte mică față de 
lungimea de undă cea mai mică à (corespunzătoare celei mai mari frec- 
venţe f), care intervine în problema considerată 


li = off, (31.2) 


unde cp = 3 : 108 m/s e viteza de propagare a undelor electromagnetice în vid. 

Condiţiile (31.1) și (31.2) arată că într-o problemă dată posibilitatea apli- 
cării metodelor de studiu specifice circuitelor depinde de frecvenţă. Presupunînd 
că frecvenţa f creşte de la zero, există un domeniu 0 < f < fı, în care ambele 
condiţii sînt realizate, adică circuitul e filiform şi regimul e cvasistaţionar, 
Există apoi un domeniu f, < f < fa, în care numai condiţia (31.2) este realizată, 
adică circuitul nu mai poate fi considerat filiform, dar regimul este cvasista- 
ționar. Cu anumite precauţii și limitîndu-ne la un regim periodic sinusoidal, 
se pot extinde și în acest caz unele metode specifice circuitelor, operindu-se 
cu parametri dependenţi de frecvenţă. În sfîrşit, pentru f, < f nici regimul 
nu mai poate fi socotit cvasistaţionar și metodele specifice circuitelor nu mai 
pot fi aplicate. 


31.1. Recapitularea legilor eiectromagnetismului, 


Legile teoriei macroscopice a cîmpului electromagnetic, prezentate în vol. I şi discutate 
în par. 29.1, se exprimă în forma lor cea mai generală cu ajutorul mărimilor de stare locală a 
cîmpului electromagnetic — intensitatea cîmpului electric E, inducția electrică D, intensi- 
tatea cîmpului magnetic H, inducția magnetică B — şi cu ajutorul mărimilor de stare electrică 
şi magnetică a corpurilor — sarcina electrică q şi densităţile ei, intensitatea curentului electric 
de conducţie i şi densitatea ei J, polarizaţia electrică P și magnetizaţia M. In scrierea raționali- 
zată folosită în acest curs, aceste legi sînt ; 


— Legea inducției electromagnetice : 
å 
4 Eds = — A BdA. 1) 
at 
E Sr 
— Legea fluxului electric : 


— Legea legăturii dintre intensitatea cîmpului electric, inducția electrică şi polarizaţia electrică : 
D = &E + P. (GID 
— Legea polarizației electrice temporare (lege de material caracterizînd dielectricii liniari) : 


P = coxeE, (Y) 
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din care, cu relaţia III, în dielectricii liniari fără polarizaţie permanentă, rezultă : 

D= E, (Y^) 
unde e= D/E e permitivitatea dielectricului, x, susceptivitatea electrică a lui, iar 
eo = (1/367) 10-% F/m e permitivitatea vidului. 


— Legea circuitului magnetic : 


d re 
$ Häs = (| JA + (| DdA V} 
t 
T Sr Sr 
(al doilea termen din membrul drept fiind curentul de deplasare, care se neglijează în regim 


cvasistaționar). 
— Legea fluxului magnetic : 


(| BdA = 0. (VD 
2 
— Legea legăturii dintre inducția magnetică, intensitatea cîmpului magnetic şi magnetizaţie : 
B= uH + pM. (VID 
— Legea magnetizaţiei temporare (lege de material caracterizînd material magnetic liniar) : 


M = Xa, (VIII) 


din care, cu relaţia VII, în materiale magnetic liniare și fără magnetizaţie permanentă, rezultă : 
B = pH, (VIII) 


unde u = B/H e permeabilitatca magnetică a materialului, x, susceptivitatea magnetică a 
lui, iar pọ = 4r 10-7 H/m e permeabilitatea vidului. 
— Legea conservării sarcinii electrice : 


(| JăA = — = s (GX) 


— Legea conducției electrice (lege de material pentru conductoare electrice liniare, repre- 
zentind formularea locală generalizată a legii lui Ohm) : 


J = o (E + E;), (X) 


în care o = 1/p e conductivitatea electrică a materialului, p rezistivitatea lui, iar E; intensi- 
tatea cîmpului electric imprimat (diferită de zero numai în regiunile de neomogenitate sau acce- 
lerate ale conductoarelor). 

— Legea transformării energiei în conductoare (formularea locală generalizată a legii 
Joule-Lenz) : 


P; =E), (XI) 


in care Py e densitatea de volum a puterii cedate de cîmpul electromagnetic conductorului în 
procesul de conducţie a curentului electric. Alte legi privind fenomenele electrice și magnetice 
mai puţin importante din punctul de vedere al cîmpului electromagnetic și al circuitelor elec- 
trice (de ex. legea eleetrolizei — v. par. 15.2., vol. I), nu mai sînt amintite. 

În expresiile integrale ale legilor, sensul de integrare pe curbele închise I', adică sensul 
=srrentelor de arc ds = t. ds, este asociat după regula burghiului drept sensului de integrare 
pa suprafeţele deschise Sr , sprijinite pe aceste curbe, adică sensului elementelor de arie dA = 
= n. d4 ale acestor suprafețe; în cazul suprafeţelor închise 2, sensul lui dA e sensul normalei 


ZET Oare, 
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În studiul circuitelor electrice (v. şi cap. 13, vol. I) şi magnetice (v. cap. 26, vol. I), aceste 
legi sau consecințele lor se exprimă cu ajutorul mărimilor de stare ale circuitelor, definite de 
integrale de linie sau de suprafaţă ale mărimilor de stare locală, și anume : 


— Tensiunea electrică : 


u= (Eas (31.3) 
C 


— Tensiunea electromotoare (t.e.m.) de contur £: 


e= $ E+ E;). ds. (31.37) 
T 
— Fluxul electric: 
v = ÎI D.aaA 31.4 
| (31.4) 
Sr 


— Intensitatea curentului electric de conduciie ? (curentul electric) : 


i = (hsa. (31.5) 
ST 
— Tensiunea magnetică : 
Um = | H. ds (31.6) 
C 


Umm = $H -ds (31.6) 
T 
— Fluxul magnetic: 
(E 
= jj B. dA (31.7) 
Sr 


Observaţie: Ori de cîte ori se utilizează aceste mărimi integrale, care sînt mărimi 
scalare algebrice (putînd fi pozitive sau negative), trebuie să se precizeze sensul în care se efec- 
tuează integrarea (adică sensul lui ds, respectiv dA), numit sens de referință al mărimii respec- 
tive. Fără această precizare, simbolurile acestor mărimi și relaţiile scrise cu ele nu au o inter- 
pretare unică. De aceea, sensurile de referință se precizează pe scheme cu săgeți, aşa cum s-a 
procedat şi la studiul circuitelor de curent continuu (v. par. 13.1., vol. I). 


1 Integrala de contur a lui E se numește tensiune electromotoare indusă, iar aceea a lui E; 
tensiune electromotoare imprimată. 

2 De obicei, termenul de intensitate a curentului e folosit atunci cînd Sr e secțiunea trans- 
versală a unui conductor sau o parte a ci; dacă Sr e o suprafață înțepată de mai multe conduc- 
toare, integrala (31.5) e egală cu suma algebrică a intensităţilor curenților ce străbat suprafața 
în sensul ales, se notează cu Q şi se numeşte solenaţie (v. par. 17.6.1.). 
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31.2. Relaţii fundamentale pentru studiul circuitelor 


În teoria circuitelor electrice de curent variabil în regim cvasistaţionar 
se folosesc multe dintre aceste legi, anumite forme particulare ale lor sau anu- 
mite consecinţe ale lor, exprimate sub formă integrală cu ajutorul mărimilor 
de stare definite prin relaţiile (31.3)... (31.7). Cele mai importante dintre aceste 
relaţii sînt următoarele : 

a) Legea inducției electromagnetice : Tensiunea electromotoare indusă în 
lungul unui contur T este egală cu viteza de scădere a fluxului magnetic prin 
orice suprafaţă Sp sprijinită pe această curbă : 


dðsp 


$ Eds = er =— ~y; (31.8) 
T 


b) Legea conducţiei electrice (Ohm): Suma dintre tensiunea electrică în 
lungul unui fir conductor şi tensiunea electrică imprimată în lungul firului 
este proporţională cu intensitatea curentului de conducţie din fir : 


je + E;) ds = u; + &; = Ri. |. (31.9) 
C 
Aici 


c c 


u = | Eds, e; = | E;ds, i= i JdA, 


curba C fiind luată în lungul axului firului conductor între două puncte oarecare 
ale lui, iar suprafaţa S fiind o secţiune transversală a lui. Dacă pe porţiunea 
de fir, considerată tensiunea imprimată, e nulă (nu există pile electrice), legea 
lui Ohm se scrie: 

u = Ri. (31.9) 


În aceste relaţii, mărimile au acelaşi sens de referință (ds || dA), iar Rt e rezis- 
tența electrică a porțiunii considerate a conductorului (v. par. 12.3., vol. I). 

c) Teorema continuității curentului electric de conducţie : În regim cvasi- 
staționar, intensitatea totală a curentului electric de conducție printr-o supra- 
faţă închisă Z care nu străbate dielectricul vreunui condensator e nulă : 


(| JIA = in =0 (81.10) 


1 Se va nota adesea în cele ce urmează rezistenţa unei porţiuni conductoare de circuit 
z litera mică r, spre a o deosebi de rezistenţa circuitului definită în curent alternativ, 
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În adevăr, membrul doi al legii conservării sarcinii (IX), egal cu curentul de 
deplasare prin aceeaşi suprafaţă închisă, ca urmare a legii fluxului electric (II), 
e nul în regim cvasistaţionar. 

d) Legea conservării sarcinii elecirice : Tâțeieitatei i a curentului electric 
de conducţie, care intră în (iese din) suprafaţa închisă 5, ce conţine armătura 
unui condensator electric, este egală eu viteza de ereștere (scădere) a sarcinii 
q a acestei armături (v. mai departe fig. 31.4.0): 


Eai (31.11) 


Semnul (+) corespunde cazului cînd sensul de referință al curentului i 
intră în armătura de sarcină q, iar semnul (—) cazului contrar. De data aceasta, 
curentul de deplasare printr-o suprafaţă È care trece prin dielectricul conden- 


satorului, ip = — = — = i, nu mai poate fi neglijat, fiind egal cu curen- 


tul de conducţie ce alimentează condensatorul. 

e) Teorema capacităţii electrostatice (consecinţă a legilor (II), (III) şi (IV) — 
— v. par. 1.2, vol. I): Raportul dintre sarcina q a armăturii unui condensator 
şi tensiunea electrică uç dintre această armătură și cealaltă de sarcină —g e 
o mărime de material numită capacitate electrostatică 


C = qluc > 0, , (31.12) 


independentă de mărimea sarcinii q (şi deci de a tensiunii uç) pentru dielectricii 
liniari şi determinată de configurația geometrică a condensatorului și de natura 
dielectricului. 

f) Teorema inductivităţii (consecinţă a legilor (V)— fără curent de deplasare—, 
(VID) şi (VIII) — v. par. 27.1, vol. I): Raportul dintre fluxul O, (produs de 
curentul circuitului s prin conturul circuitului filiform r) și curentul i, care 
îl produce, e o mărime de material numită induciivitate (sau inductanţă). 


(31.13) 


independentă de mărimea fluxului $,, (şi deci de a curentului i,) pentru material 
magnetic liniar şi determinată de configuraţia geometrică a sistemului de 
circuite şi de natura materialelor învecinate. Relaţia de mai sus definește induc- 
tivitatea proprie dacă r = s 


b= | [sete E | (31.14) 


și inductivitatea mutuală dacă r + s. În cazul a n circuite filiforme situate 
într-un mediu liniar din punct de vedere magnetic, fluxul rezultat ,, produs 
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de toate circuitele prin conturul circuitului r, e suma fluxurilor produse 
de fiecare în parte: 


= Do, = Ð L,i, (r = Leon). (31.15) 
s=1l 


s=r 
Acestea sînt relaţiile lui Maxwell privitoare la inductivităţi. 
g) Teorema energiei electrice (v. par. 8. 1, vol. I): Energia acumulată în 


cîmpul electric al unui condensator electric cu dielectric liniar este : 


pr = = du + æC 2 > ag. (31.16) 


h) Teorema energiei magnetice (v. par. 28.1, vol. I): Energia acumulată 
în cîmpul magnetic al unui sistem de n circuite situate într-un mediu magnetic 


liniar este : 


n] 
Wim =J 7 Pi = 2 a L, ii, (31.17) 
s=1 


n=l 
Fiecare dintre termenii cu indici egali ai acestei sume 


n = = al 95, 
wí Vi, = 2 (31.18) 


este energia magnetică proprie a circuitului r, iar fiecare pereche de termeni 
cu aceiași indici distincţi 
(m) Less Leii ui . i 
WE = Bibi Dii — Li, = ip = Ori, (31.18) 


este energia magnetică de interacțiune a circuitelor r şi s. 

i) Legea transformării energiei în conductori (v. par. 12.4, vol. I): Puterea 
disipată sub formă de căldură într-un conductor de rezistenţă R străbătut 
de curentul i este 


| 
| Pr = = RE > 0 | (legea Joule-Lenz), (31.19) 


iar puterea cedată circuitului de un generator de tensiune electromotoare e este 


Pe = ezi Z0, (31.20) 


dacă sensurile de referință ale mărimilor e, și i coincid (puterea cedată negativă 
e efectiv preluată din circuit). 

j) Teorema transferului de putere la borne: Puterea p, primită instantaneu 
pe la borne de o rețea cu N borne de acces, ale cărei laturi nu sînt cuplate 


2— 1668 
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magnetic cu exteriorul, este egală cu suma produselor dintre potenţialele 
instantanee v, ale bornelor și curenţii instantanei if* absorbiți din exterior : 


N 
Po = 2 vila | > 


(31.21) 


În adevăr, dacă J, e o suprafață închisă care conține rețeaua, intersectînd 
cele IV borne, puterea primită din exterior este egală (conform teoremei energiei 
electromagnetice, v. par. 29.4, vol. I) cu fluxul vectorului lui Poynting prin 
acea suprafață 


p = pr = || (Œ x Baa, 
PX 


(calculul se face cu normala interioară pentru a obţine puterea primită), Dacă 
rețeaua nu are laturi cuplate inductiv cu exteriorul, cîmpul electric indus e 


neglijabil în punctele suprafeţei 3, și se poate pune E = — grad v. Cu 
rot [=J (regim cvasistaţionar) se obţine: 
P= -|j (grad v x H)dA; „= —( [rot (vH) — v rot H] dA; = (| v JdAs,, 
J. ); J 


deoarece fluxul unui rotor printr-o suprafaţă închisă e identic nul (div rot = 0). 
Ultima integrală are integrandul nul în punctele din dielectric, iar în dreptul 
fiecărei borne fo» JIA; = v | f JIA, = vile. Se obţine deci relaţia (31.21). 

În particular, în cazul unei reţele cu două borne de acces, prin care intră 
curenții if — i şi if™ = — i, puterea primită pe la borne are expresia : 

Pi = oil” + vai” = (v, — va)ir 

Introducînd tensiunea la borne u, = vı — v, cu sensul de referință aso- 
ciat sensului curentului după regula de la receptoare, puterea primită pe la borne 
din exterior de un dipol are expresia : 


| |. 

| Po = Up (31.21 ) 
Aceeaşi relație exprimă puterea cedată pe la borne spre exterior, dacă 

sensurile de referință ale mărimilor u, şi i sînt luate după regula de la generatoare. 
Observaţii: |. În relaţiile de mai sus am folosit litere mici, u, i, v, p, pentru a desemna 


valorile instantanee-funcțiuni de timp — ale mărimilor respective (v. par. 33.1.), în acord cu 
convenţia uzuală. 


2. În măsura în care nu există ambiguitate, indicii inferiori nu se mai pun şi puterea la 
borne se notează p, iar tensiunea la borne u. 


31.3. Elementele de circuit 


Studiul circuitelor electrice filiforme în regim cvasistaţionar arată că fiecare 
latură a unui asemenea circuit poate fi privită ca o asociaţie de elemente de 
circuit ideale (sau pure) — rezistoare, bobine, condensatoare etc. — fiecare 
element fiind caracterizabil prin cîte un singur parametru de circuit — rezis- 
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tență, inductivitate, capacitate etc. Proprietăţile circuitelor apar astfel locali- 
zate în puncte distincte ale lor, ceea ce justifică denumirea de circuite cu para- 
meiri concentrați (sau cu constante concentrate), dată acestor circuite. În ele 
cîmpul magnetic e luat în considerare numai prin inductivităţile bobinelor 
din laturile lor, iar cîmpul electric numai prin capacităţile condensatoarelor 
din aceste laturi, Desigur, elementele reale de circuit au proprietăţi mai complexe, 
care nu sînt caracterizabile printr-un singur parametru. Înfășurarea unei bobine 
de exemplu, prezintă nu numai o inductivitate, ci şi o anumită rezistenţă. 
În măsura în care circuitul e filiform şi regimul e cvasistaţionar, se poate găsi o 
schemă echivalentă, aicătuită din elemente ideale de circuit, care să ducă la ace- 
leași ecuaţii ca şi în cazul elementului de circuit real. Fără a da o demonstraţie 
generală a acestei afirmații, o vom verifica în cîteva exemple în capitolul urmă- 
tor (cap. 32), după ce mai înainte vora fi studiat elementele ideale de circuit 
necesare compunerii unor astfel de scheme echivalente. 

În afară de rezistoare, bobine şi condensatoare, circuitele electrice mai 
conţin şi surse de energie eleciromagnetică (surse de curent), care sînt sediul 
unor tensiuni electromotoare — adică aduc o contribuţie nenulă la tensiunea 
electromotoare de contur din circuitul închis în care sînt conectate. Ele se mai 
numesc generatoare electrice. 

O reţea electrică cu parametri concentrați este o asociaţie de generatoare, 
zezistoare, bobine, condensatoare și conductoare de legătură conectate într-un 
anumit mod. O reţea electrică cu un număr mic de borne de acces și de genera- 
toare (de obicei unul sau nici unul), îndeplinind o funcţiune determinată în insta- 
laţia sau în reţeaua mai complexă din care face parte, e numită circuit eleciric. 
Această accepţie a termenului de circuit e astăzi din ce în ce mai utilizată, ală- 
turi de accepţia iniţială (aceea de sistem de medii prin care se poate închide 
curentul electric). Un circuit electric cu două borne de acces şi ale cărui laturi 
nu au cuplaje magnetice cu alte laturi din exterior se numeşte _dipgl electric. 
Un circuit electric în ale cărui laturi se găsesc generatoare se numește activ, 
iar un circuit fără generatoare se numeşte pasiv. Bobinele şi condensatoarele 
se mai numesc elemente de circuit reactive. - - 

Calculul- circuitelor și reţelelor electrice consistă în rezolvarea unor ecuaţii 
diferenţiale obţinute prin aplicarea legilor și teoremelor menţionate în para- 
graful precedent cum și a altor legi de material (de exemplu caracteristici de 
elemente de circuit.) Variabila independentă e timpul, iar funcțiunile necunoscute 
sint de obicei curenţii din laturi. Dacă parametrii circuitului sînt constanţi, ecua- 
tiile obţinute sînt ecuaţii diferenţiale ordinare liniare, cu coeficienţi constanţi, 
iar circuitul e numit liniar. Dacă parametrii circuitului sînt funcțiuni date 
de timp (cum e, de exemplu, rezistenţa unui microfon cu cărbune care variază 
in ritmul impus de oscilaţiile sonore ale aerului), ecuaţiile obţinute sînt ecuaţii 
diferențiale ordinare liniare cu coeficienţi variabili, iar circuitul e numit 
parametric. În sfîrşit, dacă parametrii circuitului depind de valorile curenților 
și tensiunilor din circuit (cum e inductivitatea unei bobine cu miez 
de fier), ecuaţiile obţinute sînt ecuaţii diferenţiale ordinare neliniare, 


Teoria matematică a ecuaţiilor diferenţiale liniare cu coeficienţi constanţi este astăzi, 
crie completă, și de aceea circuitele liniare se pot studia sistematic în cadrul cursurilor de 
“Zatehnică, Studiul circuitelor parametrice, și mai ales a celor neliniare, prezintă dificultăți 
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matematice considerabile, deși prezintă un interes practic foarte mare, prilejuit în special de 
dezvoltarea electronicii. De aceea, aceste circuite se studiază dezvoltat la discipline de specia- 
litate, cu mijloace teoretice și empirice. 

Aşa cum am precizat la început, cu cit frecvența e mai înaltă, cu atît — pentru un circuit 
dat — aproximaţia regimului cvasistaţionar e mai puţin bună și, odată cu ea, caracterizarea 
ca circuit cu parametri concentrați e mai puțin adecvată. De aceea, pentru circuite de lungime 
comparabilă, cu lungimea de undă sau cu o fracțiune a ei, s-a dezvoltat o teorie aparte, în care 
se ia în considerare repartiţia continuă a caracteristicilor circuitului, care se numește atunci 
circuit cu parametri repartizaţi (v. cap. 53. Liniile electrice lungi), 

n cele ce urmează se vor studia elementele ideale de circuit, cu scopul principal de a stabili 
relaţiile dintre tensiunea la borne şi curent. La rezistor, bobină şi condensator, care sînt dipoli 
pasivi, se va folosi regula de asociere a sensurilor de referinţă de la receptoare (săgeata tensiunii 
la borne pleacă de la aceeaşi bornă cu săgeata curentului) ; dipolii la care se aplică această regulă 
se mai numesc dipoli receptori. La generatoarele care debitează energie electromagnetică, care 
sînt dipoli activi, se va folosi regula de asociere a sensurilor de referinţă de la generatoare (săgeata 
tensiunii la borne pleacă din borna în care intră săgeata curentului); dipolii la care se aplică 
această regulă se numesc dipoli generatori. Trebuie însă să subliniem că, pentru orice dipol, se 
poate aplica oricare dintre aceste reguli, cu condiţia de a menţiona care regulă se aplică, sau de 
a indica explicit sensurile de referință în scheme. Altfel, relaţiile obţinute nu au o interpretare 
univocă (v. şi par. 13.1, vol. I). Uneori, cînd se folosește regula de la receptoare, curentul se mai 
numeşte curent absorbit, iar tensiunea la borne, tensiune aplicată (v. și par. 34.4); iar cînd se 
folosește regula de la generatoare, curentul se mai numește curent debitat, şi tensiunea la borne, 
tensiune produsă. La aplicarea legii conducției electrice vom ţine seama de faptul că intensi- 
tatea cîmpului electric imprimat e peste tot nulă, cu excepţia surselor (pilelor electrice), 


31.3.1 Rezistorul ideal. Un rezistor ideal de rezistență R are inductivitatea 
neglijabilă (v. par. 27.3, vol. I). Fie o curbă închisă I[, care trece în lungul firu- 
lui conductor și se închide pe la borne în sens opus sensului tensiunii la borne u, 
(fig. 31.1, a). Tensiunea electromotoare er calculată în lungul acestei curbe, 
egală cu suma dintre tensiunea în lungul firului u, şi tensiunea la borne cu 
semn schimbat (— u,), este nulă, deoarece o dată cu inductivitatea se negli- 
jează şi fluxul magnetic, respectiv variaţia lui în timp, dată de relația (31.8): 

$ Eds = er = EEE Ea e 0. 
dt 
r 

Pentru rezistorul ideal, tensiunea la borne este deci egală cu tensiunea 

în lungul firului, dată de relația (31.97): 


u, = y = Ri. 


În circuite mai complexe, căderea de tensiune la bornele unui rezistor ideal 
se mai notează ug. Se obține astfel expresia căderii de tensiune rezistive (numită 
impropriu şi cădere de tensiune 
ohmică) : 


În regim variabil, tensiunea la bor- 
nele unui rezistor ideal rămîne pro- 
porțională cu intensitatea curentului, 
adică legea lui Ohm îşi păstrează 
a. b. forma uzuală din cazul curentului 

Fig. 31.1. continuu, în care apare tensiunea la 
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borne în locul tensiunii în lungul firului din forma generală (31.9'). Rezistorul 
ideal e singurul element de circuit cu această proprietate. 

Înmulţind ambii membri ai relației (31.22) cu i, se obține bilanţul puterilor 
instantanee : 


P=ugi = Ri? >0. (31.23) 


Puterea instantanee primită pe la bornele unui rezistor ideal e egală cu aceea 
disipată prin efect Joule-Lenz în conductor (31.19). 
În figura 31.1,b se indică simboluri grafice folosite pentru rezistoare. 
31.3.2. Bobina ideală. O bobină ideală are inductivitatea L și rezistenţa 
conductorului neglijabilă. Tensiunea electromotoare er, calculată în lungul 
firului în sensul curentului și închisă pe la borne în sens opus tensiunii la borne u, 
(Ag. 31.2,a), este cu relaţia (31.6): 


$ Eds = er = uj — u, = — s (31.24) 


unde D= 04, e fluxul magnetic al bobinei, calculat printr-o suprafață Sr spri- 
jinită pe curba închisă r. 


Observaţie: Riguros vorbind, acest flux, ca și inductivitatea bobinei, e determinat 
univoc numai prin precizarea liniei tensiunii la borne care închide curba I. Cum alegerea acestei 
linii are un caracter destul de arbitrar, rezultă şi o anumită nedeterminare în definirea induc- 
tivităţii unei bobine (care constituie în fond un circuit deschis). Practic, cîmpul magnetic e 
intens numai în interiorul spirelor. Numărul spirelor fiind de obicei mare (cîteva sute sau cîteva 
mii), fluxul magnetic Ösp e determinat în principal de porțiunile suprafeței Sr sprijinite de 
spire, adică e practic egal cu fluxul fascicular (printr-o spiră), multiplicat cu numărul spirelor. 
Porțiunea din suprafața Sr, sprijinită pe linia tensiunii la borne, are deci o contribuție negli- 
jabilă la fluxul total cu atît mai mică, cu cît conductoarele de legătură şi bornele sînt mai apro- 
piate. De aceea, nedeterminarea care ar interveni în alegerea liniei tensiunii la borne — luată 
de obicei pe drumul cel mai scurt — nu afectează inductivitatea decît la frecvenţe foarte înalte, 
unde bobinele au puţine spire. Numai în acest caz precizarea exactă a liniei tensiunii la borne 
e necesară, 


Dacă rezistenţa bobinei e neglijabilă, și tensiunea în lungul firului e ne- 
alijabilă : ; 

uj = Ri æQ. 
Nu există deci cădere de tensiune în lungul firului conductor al unei bobine ideale. 
Există însă o cădere de tensiune în lungul liniei tensiunii la borne, care rezultă 
imediat din relația (31.24) : 


m = —er =T (31.25) 


Cînd bobina nu e cuplată mag- 
zetic cu alte bobine (adică inducti- 
“îtățile ei mutuale cu aceste bobine 
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iar cînd inductivitatea L e constantă (material magnetic liniar şi configurație 
geometrică invariabilă), simbolul L se poate scoate de sub semnul de derivare. 
În circuite mai complexe, căderea de tensiune la bornele unei bobine ideale 
se mai notează uz. Se obține astfel expresia căderii de tensiune inductive : 


u za i di 
iR A (31.26) 


ultima egalitate fiind valabilă pentru 
bobine de inductivitate invariabilă 
L,R necuplate magnetic cu altele. 

u, L AAA Dacă rezistența  bobinei nu se 
poate neglija (fig. 31.2,a cu R Æ 0) 
sau dacă se consideră un rezistor bobi- 

a b. nat cu inductivitate nenulă, în relația 
Fig. 31.3. (31.24) trebuie pus u; = Ri și, cu 
O = Li, rezultă ecuația : 


d9 E di l 
up aj e Ep Se Up ge 


Se observă că tensiunea la borne nu mai este proporțională cu intensitatea 
curentului, dacă L Æ 0: în regim variabil legea lui Ohm nu se mai poate 
formula ca în curent continuu. Se mai observă că în acest caz tensiunea la borne 
e suma dintre căderea de tensiune (31.22) de la bornele unui rezistor ideal şi 
căderea de tensiune (31.26) de ia bornele unei bobine ideale. Bobina reală (cu 
R =Æ 0) şi rezistorul real (cu L =£ 0) admit deci o schemă echivalentă, compusă 
din elemente ideale R, L, conectate în serie (fig. 31.3,a). 

Înmulţind ambii membri ai relaţiei (31.26) cu i, rezultă bilanţul puterilor 
instantanee la bobina ideală liniară (de inductivitate invariabilă) : 


Pp 


| 

[= 

£ 

me 

| 
&| a 
Bea 


Puterea instantanee primită pe la borne de o bobină ideală e egală cu viteza 
de variație a energiei magnetice (31.18) a bobinei. Dacă p > 0, energia e pri- 
mită efectiv pe la borne și se acumulează în cîmpul magnetic al bobinei. Dacă 
p < 0, energia cîmpului magnetic scade și puterea e, în fond, cedată în exte- 
rior; această situaţie se realizează în orice moment în care, numai pentru una 
dintre mărimile u, =u; sau i, sensul instantaneu real e opus sensului de referință 
corespunzător regulii de la recepioare. 

În figura 31.2,b şi figura 31.3,) se indică simboluri grafice folosite pentru 
bobine ideale (cu R = 0), respectiv pentru bobine şi înfășurări reale 
(cu R=£0). 

31.3.3. Condensatorul ideal. Un condensator ideal de capacitate C are 
rezistența conductoarelor de legătură, inductivitatea circuitului constituit de 
aceste conductoare şi de armături și conductanţa dielectricului, neglijabile. 
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Fie q sarcina armăturii în care intră curentul i, în sensul de referinţă ales, cea- 
laltă armătură avînd sarcina — q. Considerăm o curbă închisă T (fig. 31.4,a), care 
străbate dielectricul în sensul de referinţă al tensiunii uç a condensatorului 


şi se închide pe la borne în sens opus lui up. Cu relaţia (31.8), tensiunea electro- 
motoare er indusă în lungul 
acestei curbe este: 


Deoarece  inductivitatea 
circuitului  condensatorului e 
presupusă neglijabilă er = 


=— = La ~ 0, şi de- 


oarece rezistența acestui circuit e 
presupusă neglijabilă u; = Ri 240. Rezultă că tensiunea la bornele unui conden- 
sator ideal e egală cu tensiunea dintre armături, dată de relația (31.12): 


Fig. 31.4. 


Up = Ug = T l (31.28} 


Analiza precedentă pune în evidență faptul că schema echivalentă a unui 
condensator real ar trebui să conțină în serie cu condensatorul un rezistor 
ideal şi o bobină ideală, în măsura în care parametrii acestora nu ar putea fi 
nepglijaţi. 


Deoarece conductanța dielectricului e presupusă neglijabilă, acesta nu e străbătut de 
curent de conducţie, şi curentul de conducţie total care intră În suprafaţa închisă Z (ce conține 
armătura de sarcină q) e egal cu curentul i din conductorul conectat la acea armătnră. Din legea 
conservării sarcinii, relația (31.11), rezultă că acest curent e diferit de zero în regim variabil în 
timp, asigurând încărcarea sau descărcarea condensatorului. Totodată, acest curent e egal cu 
curentul care iese din armătura de sarcină — q, deoarece suma curenților printr-o suprafaţă 
închisă ce conţine ambele armături e nulă în regim cvasistaționar (v. 31.10). Acest rezultat se 
exprimă figurat, spunînd că în regim variabil curentul electric „trece“ prin condensator, în 
opoziţie cu curentul de regim staționar (curentul continuu). 

Dacă nu ar fi neglijabilă conductanţa dielectricului, schema echivalentă a condensato- 
raiui real ar mai conţine, în paralel cu un condensator ideal, un rezistor ideal de rezistență 
egală cu valoarea reciprocă a conductanţei dielectricului, 


Cu relaţiile (31.28) şi (31.11) rezultă relația dintre curent și tensiunea 
la borne u, = uç pentru condensatorul ideal (cu sensurile de referinţă alese) : 


duc 
di 


A d 
i = -q (Cuc) =C ? (31.29) 


-ltima egalitate fiind valabilă pentru condensatoare de capacitate invariabilă 
-a dielecte liniarir şi configuraţie geometrică invariabilă). Integrînd relaţia 
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(31.11) — în care se ia semnul (+), deoarece curentul i intră în armătura de 
sarcină q — între momentul t = 0, cînd q = q(0) şi momentul curent t, re- 


zultă : 
Li 


q= (idt + 90), 


iar cu relația (31.28), notînd uc(0) = q(0)/C, se obține expresia căderii de ten- 
siune capacitive : 


uc = > idt + uc(0). (31.30) 


Oi n 


În măsura în care condiţiile iniţiale nu prezintă interes în problema considerată, 
această relaţie se scrie ca integrală nedefinită (funcţie primitivă) : 


iii Ł | idt, (31.30') 


subîntelegîndu-se o constantă arbitrară aditivă. 

Înmulţind ambii membri ai relației (31.28) cu tensiunea la borne u, = uç, 
se obţine egalitatea ce exprimă bilanțul puterilor instantanee la condensato- 
rul ideal de capacitate invariabilă: 


- fra! (Gu) >0. (31.31) 


Puterea instantanee primită pe la borne de un condensator ideal e egală cu vi- 
teza de variaţie a energiei electrice (31.16) a condensatorului. Dacă p >Q, 
energia e primită efectiv pe la borne și se acumulează în cîmpul electric al 
condensatorului. Dacă p < 0, energia cîmpului electric scade şi puterea e, 
în fond, cedată pe la borne; această situație se realizează în orice moment în 
care numai pentru una dintre mărimile u, = uç sau i, sensul instantaneu real 
e opus sensului de referință corespunzător regulii de la receptoare. 

În figura 31.4,b se indică simboluri grafice folosite pentru condensatoare. 

31.3.4. Generatorul ideal de tensiune. O sursă de energie electromagnetică 
care introduce în circuitul din care face parte o tensiune electromotoare eg 
dată, independentă de structura reţelei în care e conectată și între ale cărui 
borne căderea de tensiune interioară e neglijabilă, se numeşte generator ideal 
de tensiune. Considerînd o curbă închisă T (fig. 31.5,a), care trece prin generator 
în lungul conductorului și în sensul tensiunii lui electromotoare și se închide 
pe la borne în sensul tensiunii la borne u;, luată după regula de la generatoare, 
tensiunea electromotoare (imprimată, dacă sursa e o pilă electrică, sau indusă) 
în lungul acestei curbe este prin ipoteză: 


er = SE + E)ds = e, 
T 
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Totodată, această integrală se poate descompune pe porţiuni în suma dintre 
o integrală luată în lungul conductorului de la l’ la 1 — care e dată de relaţia 
(31.9) şi e prin ipoteză neglijabilă — și o integrală luată în lungul liniei tensiuni 
la borne prin dielectric (unde 
E; = 0), care rezultă egală cu ten- 7 7 7 
siunea la borne. Se obţine: 


(31.32) 


i 
] 
) 


=) 


[XI 
i 
i 
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Tensiunea electromotoare a unui 
generator ideal (luată în sensul 
curentului) e egală cu tensiunea la 
borne (luată după regula de la 
generatoare). Se observă că, în 
acest caz, faţă de cele două borne 1 b 
şi 1’, sensurile săgeților mărimilor g l 
eg şi u, de mai sus sînt diferite. 
Dacă mărimile ar fi astfel defi- 
nite, încît faţă de cele două borne 
sensurile lor să coincidă (de ex. 


DS ae ae an am m O 
STII e e e mm m e 


de la l’ la 1, v. fig. 31.5,b)— oricare e Ă = : % 
ar fi sensul ales pentru curent — 3 a3 F 
am avea: 
e, = — Up 31.32 
g b ( ) a d Fi 


Generatoarele reale au cădere 
de tensiune interioară, datorită în 


7 


cel mai simplu caz rezistenței conductorului [care determină o valoare nenulă 


i 

şi egală cu Ri pentru integrala | (E+-E)3s) şi inductivităţii proprii (care adaugă 
i 

i dzis Ş stea 5 

un termen de forma — qed la e, pentru a da pe er). Dacă t.e.m. e, e independentă 


de curentul i, iar inductivitatea interioară şi rezistența interioară sînt invaria- 
bile, generatorul real e liniar și admite o schemă echivalentă alcătuită dintr-un 
generator ideal de tensiune în serie cu un rezistor ideal şi cu o bobină ideală. 

În figura 31.5, c se indică simbolul utilizat în acest curs, pentru generatoare ideale de 
tensiune. Acest simbol e simplu și are în interior săgeata ce precizează sensul de referință al 
t.e.m., corespunzător localizării exacte a acestei mărimi. Pentru ‘generatoare electrice se mai 
utilizează simbolurile din figura 31.5, d (generatoare de curent alternativ) şi din figura 31.5, e (gene- 
xatoare de curent continuu). Și la ultimele, în locul indicării polarității prin (—) şi (+) (ştiind 
că t.e.m. e dirijată de la — la + ) s-ar putea preciza sensul t.e.m., cu o mică săgeată dispusă 
alături, ca în figura 31.5, d. Indicarea sensului de referință cu o astfel de săgeată dispusă în 
exteriorul simbolului de generator nu e recomandabilă, deoarece poate prilejui confuzii cu săgeata 
ze precizează sensul tensiunii la borne și care — de obicei (fig. 31.5, a) — are sens opus. 

31.3.5. Generatorul ideal de curent. Există generatoare reale, al căror 
curent debitat în exterior e practic independent de reţeaua la care sînt conec- 
tate. O sursă de energie electromagnetică care are proprietatea de a debita 
zz curent dat i; (t), independent de reţeaua conectată la bornele ei, se numește 
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generator ideal de curent sau injector de curent. O astfel de sursă e complet carac- 
terizată de curentul ei ip, iar tensiunea ei electromotoare, ca și tensiunea ci 
la borne, depind de condiţiile exterioare și pot fi calculate numai după rezol- 
varea reţelei în care sursa e conectată. În acest curs vom folosi pentru genera- 
toare ideale de curent simbolul din figura 31.5,f. 


32, 


32.1. Regimul tranzitoriu de stabilire a curentului 


CIRCUITE SIMPLE ÎN REGIM TRANZITORIU 


într-o bobină (circuit RL) 


Se consideră un circuit conținînd în conexiune serie : o bobină de inducti- 
vitate L, un rezistor, o sursă de t.e.m. constantă E, și un întreruptor, rezistența 
totală a circuitului (a rezistorului; a bobinei, a sursei și a conductoarelor de 
legătură) fiind R. Circuitul e la început deschis, iar în momentul t = 0 se 
închide cu ajutorul întreruptorului. Tensiunea electromotoare er calculată 
în sensul curentului, în lungul conductorului circuitului închis, e egală cu suma 
dintre t.e.m. a generatorului și t.e.m. indusă în bobina de inductivitate 
invariabilă (bobină liniară): 

x : 
E je T gi 2 00 Fig Le 
Z dt dt 


De altă parte, conform legii conducției electrice, integrala de mai sus e egală 
cu Ri (curba T fiind peste tot conținută în conductor). Rezultă : 


sau, separînd în dreapta termenii care conțin funcțiunea necunoscută i: 
; di 
E,=Ri+ L T (t >0). (32.1) 
t 


S-a obținut o relație de aceeași formă cu aceea care s-ar obține dacă un 
generator ideal de t.e.m. E, ar aplica tensiunea la borne u, = Ep unui circuit 
compus dintr-un rezistor ideal de rezistenţă R şi o bobină ideală de inducti- 
vitate L. De aceea, circuitul nostru admite schema echivalentă cu parametrii 
concentrați din figura 32.1, a și ecuaţia lui s-ar fi putut scrie direct, însumînd 
tensiunile la borne ale elementelor ideale de circuit din această schemă. Trebuie 
însă să se sublinieze că în circuitul real, tensiunile la bornele diferitelor elemente 
diferă de tensiunile la borne din schema echivalentă (datorită căderilor de ten- 
siune din rezistenţele lor interioare); echivalența există numai din punctul de 
vedere al ecuaţiei circuitului și poate fi folosită ia rezolvarea lui. 

Relaţia (32.1) e o ecuaţie diferenţială liniară cu coeficienţi constanţi neomo- 
genă (de ord. 1). Rezolvînd această ecuaţie, vom reaminti totodată metoda 
generală de rezolvare a acestui tip de ecuaţii. 
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Soluția generală se caută sub forma unei suprapuneri de două alte soluţii : 

i(t) = i(t) + i(t). (32.2) 

Regimul liber : Primul termen e soluţia generală (cuprinzînd atîtea con- 

stante arbitrare cît e ordinul ecuaţiei) a ecuaţiei omogene asociată ecuaţiei date, 
obţinută anulînd termenul liber al acesteia; în cazul studiat: 


E di _ 
Ryti" . 


Fig. 32.1. 


Soluția acestei ecuații omogene (care nu mai conține decît parametri circuitu- 
lui) are o formă care nu depinde de factori exteriori, e determinată complet 
de condițiile inițiale şi se numeşte soluția de regim liber. Forma ei generală e o 
sumă cu coeficienţi arbitrari de funcțiuni exponenţiale de timp, în număr egal 
cu ordinul ecuației, factorii de la exponent fiind rădăcinile ecuaţiei caracteris- 
tice, care se obţine din ecuaţia omogenă, înlocuind formal derivata de ordinul k 
a funcţiunii necunoscute cu puterea k a unei variabile auxiliare r. În cazul 
nostru, ecuaţia caracteristică este R-- L r=0, cu o singură rădăcină 
= — R/L, şi soluţia generală de regim liber are forma : 
t 


-zi zi 


i=Ke ` = Ke (32.3) 


în care am notat cu 


|+- (3.42) 
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o mărime caracteristică circuitului numită constanta de timp ! a lui. Constanta 
arbitrară K urmează a fi determinată din condiţiile iniţiale pe care trebuie să 
le satisfacă soluţia completă (32.2). Se observă că regimul liber e un regim 
amortizat, care se stinge treptat cînd timpul creşte : 


lim i(t)=0. (32.5) 
>00 
Această proprietate caracterizează circuitele liniare obişnuite, ai căror para- 
metri R, L, C sînt toți pozitivi, astfel că rădăcinile ecuației caracteristice au 
partea reală pozitivă. 
Regimul forţat : Al doilea termen din (32.2) e o soluţie particulară (complet 
„ determinată) a ecuaţiei neomogene date și se numește soluția de regim forțat, 
deoarece forma ei e impusă de funcțiunea de timp, reprezentată de termenul 
liber al ecuaţiei, adică de condiţiile exterioare. Ori de cîte ori această funcţiune 
e o constantă, o exponențială, o sinusoidă sau o combinaţie liniară a unor astfel 
de funcțiuni, soluţia de regim forţat se găseşte sub forma unei funcțiuni de timp 
de acelaşi fel cu termenul liber, ai cărei parametri se determină complet prin 
substituție în ecuaţie și identificare. În problema noastră, termenul liber Ep 
fiind constant, se caută o soluție constantă i¿(t) = I) care, înlocuită în 
relaţia (32.1), conduce la relaţia E = R I, de unde: 


i, (t) = E/R. (32.6) 


Regimul permanent : Se numeşte soluție de regim permanent 2 expresia asim- 
ptotică, pentru t tinzînd către infinit a soluției generale (32.2) a ecuației. Ori 
de cîte ori termenul liber e constant sau e o funcțiune periodică de timp (care 
deci nu se anulează la t—> œ), iar regimul liber e un regim amortizat (care deci 
se anulează la t— œ), soluţia de regim forţat îşi păstrează forma la valori oricât . 
de mari ale timpului și se confundă cu soluţia de regim permanent : 


i(t) > i(t), dacă t>». (32.7) 


Aceasta este situația cea mai întîlnită în circuitele liniare uzuale alimentate cu 
. m m . > . . Å a . 
tensiuni periodice. În aceste circuite, regimul forțat se confundă cu regimul 
permanent şi, de aceea, în cele ce urmează, nu vom mai face distinctie între ele. 


Dacă însă termenul liber nu e o constantă sau o funcțiune periodică de timp, nu există 
un regim permanent al circuitului. Soluția de regim forțat se găseşte atunci prin procedee mai 
complicate, studiate la cursurile de matematici. 


Regimul tranzitoriu şi punerea condițiilor iniţiale : În circuitele cu regim 
liber amortizat, se numeşte regim tranzitoriu regimul variabil de trecere de la 
o anumită stare inițială (rezultată de obicei în urma unei perturbații — cum ar 
fi închiderea unui întreruptor) la un anumit regim permanent. Soluția de regim 


1 Se verifică ușor că mărimea 7 are dimensiunea timpului : 
[7] = [L] [R] > = [0] H [R] = (0) [U] = T] 


2 Uneori se spune impropriu regim staționar, ceea ce prilejuieşte confuzii cu regimul în 
care mărimile nu variază în timp. 
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tranzitoriu a ecuaţiei circuitului e, în acest caz, soluția generală (32.2), 
în care constantele arbitrare cuprinse în expresia soluţiei generale de regim liber 
se determină cu ajutorul condiţiilor iniţiale. 

Înlocuind relaţiile (32.3) şi (32.6) în relaţia (32.2), soluţia generală a ecua- 


tiei circuitului studiat este : 
Li 


o. tosk ae 


R 


Condițiile inițiale se stabilesc în felul următor : Înainte de închiderea între- 
ruptorului, și deci și imediat înainte de această operaţie, adică la t = 0 — e€ 
(unde e e o mărime pozitivă arbitrar de mică), curentul în circuit era nul 
i (0—e) = 0; în momentul iniţial din punctul de vedere al ecuaţiei (32.1), adică 
imediat după închiderea întreruptorului, la t = 0 + e, curentul are valoarea 
iniţială į (0 + e), a cărei cunoaştere e necesară pentru determinarea constantei K 
din relaţia (32.8). Valoarea curentului din circuit nu poate avea însă salturi, 
deoarece acestora le corespund viteze de variaţie infinite incompatibile cu ecua- 


L 
Graz" (32.8) 


ţia circuitului u, = Ri + L di/dt (în care toți ceilați termeni sînt finiți şi deci 
și di/dt). Curentul trece deci continuu prin momentul t = 0, adică: 
i (0 — £) = i (0 + e). (32.9) 


În exemplul studiat i(0 — £) = 0, așa încît valoarea inițială a curentului după 
închiderea fntreruptorului este nulă : 


i (0) =i (0+=K+RĘ/R=0. 


Rezultă de aici K = — E,/R şi se obține soluția căutată pentru curentul din 
circuit în regimul tranzitoriu care urmează închiderii întreruptorului : 


i(0) = = ze, ysi: (32.10) 


În figura 32.1, b se reprezintă variaţia în timp a funcţiunilor u; (t), i (t), i, (t) 
și ù (t). 

Observaţii: 1. Teoretic, regimul tranzitoriu durează infinit de mult, deoarece i; =0 
numai pentru t—>co. Practic, dacă i; < 10-ip, se poate considera că i 2 ip, şi cum această 
situație se realizează după un timp de ordinul a 4...57, rezultă că regimul tranzitoriu durează 
un timp relativ scurt de la închiderea întreruptorului, și anume de acelaşi ordin de mărime cu 
constanta de timp a circuitului. 

Dacă, de excmplu, L = 0,5 H și R = 5 Q (valori uzuale pentru bobine de inductivități 
mari), se obține 7 = 0,1 s şi regimul tranzitoriu durează practic o jumătate de secundă, adică 
regimul permanent se stabilește relativ repede şi instrumentele de măsură obişnuite nu-l pot 
pune în evidență. Constante de timp apreciabile pot apărea numai la bobinele cu miez de fier, 
care pot avea inductivități mari, realizate cu spire puține, ca rezistența să fie mică. Astfel, la 
infäşurările de excitație ale alternatoarelor mari, constanta de timp atinge cîteva secunde. 
Pentru bobinele cu miez de fier, calculul precedent e numai aproximativ, deoarece inductivi- 
tățile acestor bobine depind de valoarea curentului (în special la saturația miezului) și circuitul 
e neliniar, 

2. În general, pentru circuite cu regim liber aperiodic (lipsit de oscilaţii) și monoton des- 
>escător, constanta de timp se poate defini în două feluri : — a) prin timpul în care curentul 
ar atinge valoarea de regim permanent, dacă și-ar păstra viteza iniţială de variaţie, — b) prin 
eria suprafeţei cuprinsă între asimptotă și curbă, raportată la diferenţa dintre valoarea ini- 


galà şi cea de regim permanent, 
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În cazul circuitului studiat — şi, în general, ori de cîte ori regimul liber are o variaţie 
exponențială — ambele definiţii duc la același rezultat, și anume la mărimea 7 din relația (32.3) 
Li 


În adevăr, conform primei definiții, dacă soluţia de regim tranzitoriu i = I, (l—e 7) 


di F L 

A ȘI P Poara EET o A o... : 

şi-ar păstra viteza iniţială de variație a = — ar avea forma i = — tşi ar atinge valoarea 
0 T T: 


ip = Jo pentru t = T, Segmentul interceptat pe asimptotă de tangenta la curbă și de ordonata 
corespunzătoare se mai numeşte subtangentă şi este egal în orice punct cu constanta de timp 
(vw. fig. 32.1, b), Conform celei de-a doua definiții, cîtul prin ip = i (0) = M al ariei menţionate 
este : 


[=] o Li t 
1 ei E: 
zjada- |e Srle 
D 

ô 0 


e 


32.2. Regimul tranzitoriu de încărcare a unui condensator (circuit RC) 


Se consideră un circuit conținînd în conexiune serie: un condensator de 
capacitate C, un rezistor, o sursă de t.e.m. constantă Eù şi un întreruptor, rezis- 
tenţa totală a circuitului (a rezistorului, a sursei şi a conductoarelor de legătură) 
fiind R, iar inductivitatea neglijabilă. Circuitul e la început deschis cu 
condensatorui descărcat, iar în momentul t= 0 se închide cu ajutorul 
întreruptorului. 

Urmînd aceeaşi metodă de rezolvare ca în exemplul precedent, indicăm 
pe scurt etapele rezolvării, alegînd ca funcțiune necunoscută căderea de ten- 
siune uç din condensator. T.e.m. în lungul unei curbe închise I luată prin conduc- 
tor şi închisă prin dieleciricul condensatorului e dată numai de sursă (induc- 
tivitatea fiind neglijabilă) : 


as |E + E) ds = E, 


Descompunînd integrala pe porțiuni și folosind pentru partea din conductor 
legea lui Ohm, rezultă ecuația circuitului : 


E= Ri + uc (32.11) 


Relația obținută corespunde schemei echivalente din figura 32.2, a în care 
un generator ideal de t.e.m. E, aplică tensiunea la borne u, = E, unui rezistor 
ideal de rezistență R în serie cu un condensator ideal de capacitate C. 

Cu relația (31.29) se obține ecuația diferențială liniară cu coeficienți con- 
stanți (de ord. I): 


E=RC g Luc (t >0). (32.12) 
t 
Soluția generală a acestei ecuații rezultă : 


uc=Ke RE ab E (9223) 


CIRCUITE SIMPLE ÎN REGIM TRANZITORIU 31 


În această expresie, tensiunea de regim liber este 


uc, = Ke ', (32.14) 


cu constanta de timp : 


=R f (32.15 


Fig. 32.2. 


iar tensiunea de regim permanent este : 


uc, = Ea. (32.16) 


Constanta arbitrară K se determină din condițiile inițiale, observînd că în 
acest caz nu poate avea salturi tensiunea condensatorului uç, a cărei derivată 
trebuie să rămînă finită pentru a rămîne compatibilă cu ecuaţia (32.12) a circui- 
tului : 

uc(0 -= 2) =: uc(0 -+ e). (32.17) 
Cum presupunem condensatorul descărcat înainte de închiderea întreruptoru- 
lui uc(0 — e) = 0, şi deci condiţia iniţială pentru ecuaţia circuitului e uc(0)=0, 
de unde rezultă K = — E, şi soluţia de regim tranzitoriu : 


t 
N li ze) | 2>0. (32.18) 


=z relația (31.29) se obține curentul de încărcare a condensatorului : 


iage PRR e (32.19) 
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În figura 32.2, b sînt reprezentate grafic variațiile în timp ale mărimilor u, (t), 
uc(t) şi i (t). Se observă că în regim permanent (t—> œ), curentul se anulează : 
o tensiune continuă nu poate determina un curent continuu printr-un 
condensator. 


Și în cazul circuitelor RC uzuale, constantele de timp sînt foarte mici. Dacă un conden- 
sator de mare capacitate, de exemplu, cu C = 100 uF se încarcă prin rezistența R = 100 Q, 
constanta de timp rezultă t = 0,01 s. În acest caz însă se pot obţine relativ uşor constante 
mari de timp dacă se aleg rezistenţe foarte mari, ceea ce nu prezintă dificultăți. Acelaşi conden- 
sator încărcat printr-o rezistență R = 10 MO are t = 16,7 min cu un curent de încărcare 
foarte slab. În sehimb, dacă rezistenţa de încărcare e foarte mică (de ex. dacă se reduce la rezis- 
tenţa — de ordinul fracţiunilor de ohm — a conduetoarelor de legătură), valorile inițiale i (0) = 
= E IR ale curenților de încărcare pot fi foarte mari, perielitînd securitatea instalaţiilor. De aceea, 
bateriile mari de condensatoare industriale au rezistoare (sau alte dispozitive) pentru limitarea 
curentului de încărcare. Dacă după încărcarea unui condensator se deschide întreruptorul, 
condensatorul rămîne încărcat la tensiunea (eventual înaltă), care îi era aplicată înainte de 
deschiderea întreruptorului, un timp îndelungat (dacă nu se iau măsuri speciale de descărcare 
pentru a evita pericolul electrocutării, instalaţia fiind aparent scoasă de sub tensiune). În adevăr, 
în circuit deschis, condensatorul se poate descărca lent, numai prin rezistența foarte mare a 
dielectricului său. Aceasta putînd atinge valori de sute şi mii de megohmi, constanta de timp 
corespunzătoare poate fi de cîteva ore şi chiar de cîteva zile. Măsurarea acestei constante de 
timp (prin măsurarea subtangentei la curba de descărcare) permite să se deducă din formula 
(32.15) rezistenţa dielectricului. 


În studiul acestui circuit s-ar fi putut alege ca funcțiune necunoscută curen- 
tul, înlocuind în relaţia (32.11) pe uç dat de relaţia (31.30'); se obţine ecuaţia 
integro-diferenţială : 


E =Ri +3 ți dt. (32.20) 


Astfel de ecuații se reduc la ecuații diferențiale prin derivare. Rezultă, pentru 
curent, ecuația omogenă : 


di I 4 
= R — +> i, 
ate“ 


a cărei soluţie de regim permanent de identic nulă și a cărei soluţie de regim 
liber este: 


t 
i= K'e FC, 


Cu condiția inițială uc(0) = 0, din relația (32.11) rezultă i(0) = K /R = K', 
adică soluția (32.18). De observat că în cazul acestui circuit valoarea curentului 
are un salt în momentul inițial : 


i(0 + e) — i(0 — e) = i(0) = 


wjp 


Condensatorul fiind inițial descărcat și deci fără tensiune (care poate apărea 
treptat numai pe măsura încărcării lui) cînd se închide întreruptorul, întreaga 
tensiune a sursei e preluată de căderea de tensiune rezistivă, ceea ce determină 
valoarea iniţială nenulă a curentului. Derivata curentului neapărind în ecuaţia 
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circuitulvi, saltul de curent e compatibil cu această ecuație. Dacă însă s-ar lua 
în considerare şi inductivitatea circuitului, curentul ar fi nul în momental ini itial, 
aşa cum se arată în exemplu următor. 


32.3. Regimul tranzitoriu al unui circuit serie RLC 


sub teñsinne aplicată constantă 


Se consideră un circuit analog celui precedent (par, 32.2), cu singura deoss- 
bire că i se adaugă în serie o bobină de inductivitate L. T.e.m. în lungul son- 
tarului F e acum : 


ep = §. (E -+ H E) ds = Bo J Z, 


astfel încît în locul ecuaţiei (31.43) se obține ecuația : 
di 
d 


E = Ri+ LË + uc = Ri+ L + ghid (32.21) 
Relaţia obţinută corespunde schemei echivalente din figura 32.3, a, în care 
un generator ideal de t.e.m. E, aplică tensiunea la borne u, = Ep unui grup 
de elemente ideale R, L și C, conectate în serie, astfel încât u, = ug + uz -+ uc. 
Cu relaţiile (31.22), (31.26) şi (31.39) rezultă relaţia (32.21). 
Cu velaţia (31.29), alegînd ca variabilă independentă pe uc, rezultă ecuaţia 
diferențială liniară cu coeficienţi constanti (de ord. Îl): 


= k. So (32.22) 
Eo = L C si d + RC “ae E Ug { La] 
Folosind notatţiile ; 
R 1 Io R 1 sa ; p 
z= a w= a Ba V o o jo je V, (32.23 
a AN e [ea a, LI tie 


se 


E i 


ST 
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soluţia generală are forma : 
uc(t) = uc (t) + uct) = Ec + uc lt) (32.24) 


deoarece tensiunea de regim permanent é uç, = Ep Pensiunea de regim liber uc, e 
soluția ecuației omogene 


duc, duc; i a E 
a aa 2 y- z + (Oguc = 0, (32.25) 
cu rădăcinile ecuaţiei caracteristice : 
CaS E i: E 
Tia = — ETA $ a m a t Va — oi = — a-t fB=—04j Op 


Tensiunea de regim liber poate avea trei forme distincte, dupä relațiile care 

există între parametrii circuitului, respectiv după natura rădăcinilor ecuației 

caracteristice. Se disting astfel trei clase de circuite, fiecare clasă find carac- 

terizată de un anumit tip de regim liber, după cum rezistența R a circuitului 

e mai mică, egală sau mai mare decît o anumită valoare critică: RZ 2 VLJC. 
1. Regim liber oscilatoriu amortizat : În acest caz, 


R<2 |: ; adică $ — TITE = sau g< ww (32.26) 


gi circuitul e subamortizat, numindu-se circuit oscilant, deoarece e capabil de 
oscilaţii proprii cu pulsaţia 


I Re ee RC i 
= = E l aga Az ——— | A mg = p! . 
a, îi n = sa] o% g = | o= ypa: (82.27) 


respectiv, cu frecvența 


4 = se =a |: Ee ae p[i EC) A e m (8228) 


2r am yE 


numită frecvența oscilaţiilor proprii (sau libere), ultimele valori fiind cu atît mai 
exacte, cu cît R e mai mic faţă de 2 |L/C. 
Soluţia de regim liber, cu două constante arbitrare, se poate scrie 


Ara +tiapit 


ut E Ae + Ae a—jop! ge ™ sin (ot 4- k) (32.29) 


şi reprezintă o oscilație amortizată cu factorul exponențial e“, numită osci- 


laţie pseudoperiodică. Constantele arbitrare K şi k se determină din condiţiile 
iniţiale, care se obţin prin acelaşi raţionament folosit în exemplele precedente : 


uc(0) = uc(0 + £) = uc(0— £) = 0 
ic(0) = ic(0 -+ 6) = îc(0— e) = 4. 


Ultima condiţie introdusă în (31.29) impune | ae | = Q. 


t = 


(32.30) 


CIRCUITE SIMPLE IN REGIM TRANZITORIU 25 


Se obţine astfel expresia tensiunii uc, pentru regimul oscilatoriu amortizat : 


| EXP iti STA A 
ue = Efi c — e sin(wt -+ »)] (@ > 0), (32.31) 


1) 
im ce SE n ee 


ft o e 
E g È; (32.32) 
i TA sin w, ( ) 


Evoluția tensiunii condensatorului și a curentului sint reprezentate în figura 
. t) 
32.3, b pentru cazul particular x == zi ; 
TT 
2. Regim liber aperiodic critic : În acest caz, 


R=2 E „ adică 
C 


R 1 
sa VIE sau g = tw (32.33) 


iar B= œ, = 0. Ecuația caracteristică are o rădăcină dublă negativă 
- Pa e . 
Tı = — a soluția de regim liber fiind de forma : 


ue = (K, + Ka) e ™. (32.34) 
Constantele arbitrare K, şi K, se determină cu condiţiile iniţiale (32.30) intro- 


duse în soluţia generală (32,24). Se obține astfel expresia tensiunii uç pentru 
regimul aperiodic critic, 


ud = E [E — (1 + at) e] | (t >0), (32.35) 


reprezentată grafic în figura 32.3, b. 
3. Regim liber aperiodic (supra-amortizat) : În acest caz 


R >2 E „ adică R 5 sau a > Og, (32.36) 


> = 

2L VIC 

iar rădăcinile ecuaţiei caracteristice sînt reale, distincte și negative (mărimea f 
fiind reală și mai mică decît ¢) r; = — g + B. Circuitul e supra-amertizat 


şi se numește circuit aperiodic. Soluţia de regim liber este de forma 


us, = Ajet Ap el = K'e” sh (Bt + k’) (32.37) 
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şi nu schimbă de semn, Constantele K’ și & se determină cu condițiile inițiale 
(32.30), introduse în soluţia generală (32.24), Se obține astfel expresia tensi- 
unii uç pentru regimul aperiodic, 


D Poea l 
lu = Eo k e sh (Bt + )] (>) (32.38) 
i shk i| 
în care aa n N 
2C x 
he ataa C je ch li = coba Æ ezite 
O9 4L tg FA 


Evolutia tensiunii condensatorului în acest regim se tace mai fent decît în regimul 
aperiodie critic, care e cel mai rapid dintre toate regimurile aperiodice. Această 
evoluţie e reprezentată grafic în figura 32.3, b. 


Exemplele studiate în acest paragra! permit să se formuleze citeva concluzii cu caracter 
general: i 

a) Cireuitele electrice filiforme în regim cvasistaţionar pot fi studiate pe scheme echiva- 
lente cu parametri concentrați, compuse din elemente ideale de circuit: rezistoare, bobine, 
condensatoare, generatoare !, ă 

b) La circuitele liniare (eu parametri invariabili) mărimile de stare satisfac ecuaţii dife- 
xenţiale liniare cu coeficienţi constanţi, de ordin egal cu numărul elementelor de circuit reactive 
(bobine și condensatoare) din circuit. În cazuri mai complexe se obţin sisteme de asemenea 
ecuaţii. În regim. tranzitoriu, funcțiunile de timp care reprezintă aceste mărimi au o compo- 
mentă de regim liber — soluţie generală a ecuaţiei omogene, conținînd un număr de constante 
arbitrare egal cu numărul elementelor de circuit reactive (bobine şi condensatoare), din cir- 
cuit — şi o componentă de regim forțat — soluție particulară a ecuaţiei neomogene. 

c) Regimul liber e un regim amortizat, eventual oscilatoriu, care în circuitele obişnuite 
se stinge în cîteva fracțiuni de secundă. Constantele arbitrare din soluţia generală de regim liber 
se determină prin condiţiile inițiale deduse din continuitatea valorilor unor mărimi, ale căror 
derivate apar în ecuaţiile diferenţiale ale circuitului. De obicei, aceste mărimi sînt : 

— fluxurile rezultante ale bobinelor și, ca urmare, curenţii acestor bobine; 

— sarcinile condensatoarelor şi, ca urmare, tensiunile acestor condensatoare. 

(În cazuri speciale, mărimile ale căror valori trec continuu prin momentul iniţial se iden- 
tifică, stabilind incompatibilitatea salturilor lor cu ecuaţiile circuitelor.) Numărul ecuaţiilor 
care stabilesc condiţiile iniţiale e egal cu numărul mărimilor de acest fel, respectiv cu numărul 
elementelor de circuit reactive din reţea. Acest număr e deci egal cu al constantelor arbitrare 
care trebuie determinate. 

d) Regimul forţat coincide cu regimul permanent pentru circuitele uzuale, alimentate 
cu tensiuni constante sau periodice, şi se determină substituind în ecuaţiile neomogene soluții 
particulare de acceaşi formă cu termenii liberi. 

În practică, regimul permanent al circuitelor electrice prezintă o importanţă foarte mare, 
deoarece, îu majoritatea utilizărilor, se produc tensiuni periodice alternative şi în particular 
sinusoidale. De aceea, regimul permanent sinusoidal constituie principalul obiect de studiu în 
teoria circuitelor de curent alternativ şi pentru acest regim s-au elaborat metode rapide de 
calcul care vor fi prezentate în capitolele următoare, 


1 Pentru simplificare vom spune uneori: „un circuit compus dintr-o sursă Ep În serie 
cu o rezistenţă R ete., în loc de „un circuit compus dintr-o sursă ideală de t.e.m. Ey în serie 
cu un rezistor ideal de rezistență R etc.“. Această exprimare — în fond improprie —- e foarte 
răspîndită în tehnică, 
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AI, 


REGIMUL PERMANENT SINUSOIDAL 


Se numesc circuite de curent alternativ circuitele electrice 
alimentate cu tensiuni electromotoare alternative, adică cu tensiuni periodice 
de valoare medie nulă. Aceste circu'te prezintă o importanţă deosebită în 
tehnică, atit în producerea, transmisiunea și utilizarea energiei electromagne- 
tice cft şi în ejectrocomunicaţii, semmnalizări și automatizări, datorită numeroa- 
selor lor avantaje. a 

Cele mai simple mașini electrice generaioare sînt acelea de curent PE 
tiv, deoarece nu pretind dispozitive suplimentare de comutație pentru redre-" 
sarea curentului, necesare maşinilor obișnuite de curent continuu; prin simpla 
rotire a unui cadru bobinat într-un cîmp magnetic (v. par. 22.5.3. vol. Tg si 
poate produce o tensiune electromotoare alternativă. Transmisiunea la distanţ 
a energiei electromagnetice se face cu linii electrice, ale căror pierderi de putere 
prin efect Joule sînt invers proporționale cu pătratul tensiunii (v. par. 33.4.5, 
aplicaţia 2), care — luînd în considerare și investiţiile pentru construcţia liniei — 
are o anumită valoare optimă din punct de vedere economic cu atît mai înaltă, 
cu cît distanţa şi puterea transmisă sînt mai mari; transmisiunea optimă 
a energiei cere deci să fie posibilă transformarea după voie a tensiunii, ceea ce 
se poate obţine comod cu ajutorul transformatoarelor (v. par. 22.5.4. vol. I} 
numai în curent alternativ. Aceasta permite adaptarea optmă a parametrilor 
transmisiunii de energie și la necesităţile consumatorilor. Cele mai simple și 
mai robuste motoare electrice sint motoarele asincrone de curent alternativ. 
Semnalele care fac obiectul iransmisiunilor de telecomunicaţii, cum sînt semna- 
lele corespunzătoare vorbirii, muzicii etc., sînt practic suprapuneri de semnale 
alternative. Producerea şi utilizarea undelor radiaelectrice necesită. de asemenea, 
curenţi alternativi de frecvenţă înaltă. 

Curenţii alternativi sînt produşi, de obicei, în circuite liniare, cu constante 
de timp suficient de mici, pentru ca, practic, imediat după aplicarea tensiunilor 
alternative de alimentare, să se stabilească regimul permanent. Dacă aceste 
tensiuni alternative sînt sinusoidale, curenţii de regim permanent din toate 
laturile circuitului sînt de aceeași formă — adică sînt și ei sinusoidali şi de aceeași 
trecvență, Condiţionată de caracterul liniar al ecuaţiilor diferenţiale ale circui- 
tului, această situaţie decurge din proprietatea funcțiunilor sinusoidale de a 
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A singurele funcțiuni alternative renle care își păstrează forma prin derivare. 
Pentru orice altă variaţie în timp — alternativă —- a tensiunilor de alimentare, 
curenţii au altă formă, în cazul general diferită de la o latură a circuitului la 
alta, adică prezintă distorsiuni. Totodată, utilizînd analiza armonică a func- 
ţiunilor periodice (Fourier), regimul periodic nesinusoidal al reţelelor electrice 
liniare poate fi studiat ca o suprapunere de regimuri periodice sinusoidale de 
diferite frecvenţe. Aceste împrejurări explică întîietatea pe care o are funcțiunea 
sinusoidală de timp printre toate formele posibile de funcțiuni, care să repre- 
zinte tensiuni periodice aplicate circuitelor în regim permanent — cum şi impor- 
tanţa practică a studiului circuitelor electrice liniare în regim permanent sinu- 
soidal (numit și regim permanent armonic). 


Dbservaţie: Rețelele electrice pentru producerea, transmisiunea şi distribuția ener- 
giei electromagnetice sint astăzi — cu foarte puţine excepţii — reţele de curent alternativ 
sinusoidal cu frecvența standardizată de 50 Hz (în America 60 Hz), numită frecvență indus- 
trială, 

Această valoare a frecvenţei a fost aleasă cît mai joasă (dificultăţile producerii: şi trans- 
misiunii energiei fiind —— în linii generale —- cu atît mai mari, cu cît frecvenţa e mai înaltă), 
dar suficient de mare pentru ca variațiile intensității luminoase a lămpilor cu incandescen pă 
folosite în iluminatul public să nu fie sesizabile vederii. 


33.1. Mărimi variabile şi mărimi sinusoidale. Terminologie 


În cele ce urmează vom reaminti unele definiţii cunoscute din teoria osci- 
laţiilor şi vom prezenta unele proprietăţi și concepte utilizate în electrotehnică, 
pentru caracterizarea mărimilor alternative și sinusoidale (funcțiuni de timp). 


33.1.1. Mărimi variabile 


Valoare instantanee: valoarea pe care o mărime variabilă o are într-un 
moment oarecare f; se notează cu litera mică a simbolului stabilit prin con- 
venție pentru mărimea respectivă, 

Notă : În exemplele care urmează se va folosi simubolul i al curentului, deși proprietăţile 
pxemplificate pot f ale oricărei alte mărimi. 


„Mărime periodică : mărime variabilă a cărei succesiune de valori se repro- 
duce în aceeaşi ordine, după trecerea unor intervale de timp egale (fig. 33.1). 
Valoarea instantanee a unei mărimi periodice e o funcțiune periodică de timp i (t) 
care, prin definiţie, satisface condiția 


ii T), l (33.1} 


pentru orice t, în care T e o constantă, numită perioadă, egală cu cel mai mic 
interval de timp, după care se reproduc în aceeași ordine caracteristicile feno- 
menului periodic. Rezultă imediat că i(t) == i(t + nT), unde n e un număr întreg; 
pozitiv sau negativ, 
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Numărul de perioade cuprins în unitatea de timp se numește frecvența (f) 
a mărimii periodice, iar produsul frecvenței prin 2m se numește pulsația sau 
frecvenţa unghiulară (w) a mărimii periodice (uneori, frecvența fundamentală, 
respectiv pulsaţia fundamentală). Între frecvenţă, pulsaţie și perioadă rezultă 
relaţiile : 


bestr > jet 220 ae ap 97020 (33.2) 


Unitatea de frecvenţă se numeşte hertz (Hz). 
Valoare de virf: cea mai mare valoare instantanee atinsă de o mărime 
periodică în decursul unei perioade; dacă valoarea instantanee este i, valoarea 


de virf se notează i. 
Valoare medie : media aritmetică a valorilor instantanee ale unei mărimi 
variabile într-un anumit interval de timp : 


Pe PR ROI R ÎN idt. | (33.3) 


În cazul mărimilor periodice, cînd nu se menţionează explicit altfel, inter- 
valul de timp se consideră egal cu o perioadă T (fig. 33.1, a). Valoarea medie a 


mărimii periodice i se notează cui 
sau i, sau În 


şi nu depinde de valoarea inițială t, 
a intervalului. Se va folosi simbolul 
~ (tilda) plasat deasupra unei expresii 
cu valori instantanee, pentru a indica 
operaţia de calcul a valorii medii a 
acelei expresii. 

Valoarea efectivă (sau eficace) a 
unei mărimi periodice : rădăcina pă- 
trată a: mediei pătratelor valorilor 
instantanee ale ănei mărimi periodice 
în timp de o perioadă: 


i 
f i cai | 

z jad>0 f: (33.5) 
| 


| 

| É 

Valoarea efectivă a mărimii periodice i 
se notează cu litera mare a simbolului 
mărimii : ] (uneori cu I). Valoarea 
efectivă a unui curent periodic e 
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numeric egală cu intensitatea unui curent continuu, care, străbătînd aceeaşi rezis- 
tenţă ca și curentul periodic, produce aceeași dezvoltare de căldură în timp de o 
perioadă. Din cauza inerţiei echipajului mobil, instrumentele electrice de măsură 
indicatoare nu pot urmări variațiile instantanee ale mărimilor periodice măsu- 
rate. De aceea, ele indică de obicei valori efective (cînd au cuplul instantaneu 
proporţional cu pătratul mărimii) sau valorii medii (cînd au cuplul instantaneu 
proporțional cu mărimea). 

Mărime alternativă : mărime periodică a cărei valoare medie în cursul unei 
perioade este nulă (fig. 33.1, b): 


AT 
7a L | i dt = È (At — A) = 0. 
T: T 
n 


Aici At respectiv A”, sînt modulele integralelor funcțiunii i pe inter- 
valele în care i > 0, respectiv i<0. 

Mărime E pasare ie : mărime periodică a cărei valoare instantanee nu schimbă 
de semn : i > 0 (fig. 33. 1, c) sani < 0. 

33.1.2. Märimi sinusoidale. Se numeşte mărime sinusoidalë sau mărime 
armonică! o mărime alternativă a cărei expresie ca funcţiune de timp poate 
fi scrisă sub forma „in sinus“ s 


i= Inan sin (ott y) (33.6) 
în care 
Paz >00, 0>0 şi 7 20 (33.7) 


måx 


sint parametrii constanti 2, caracteristici mărimii: amplitudinea, pulsatia și 
faza iniţială (v. fig. 33.2). 

Se numeşte amplitudine modulul valorii maxime a mărimii sinusoidale 
i este, evident, coeficientul } pozitiy al sinusului în expresia (33.6). Se noteâză 


Ipa Sau i (uneori, I i dacă acest simbol nu e utilizat pentru valoarea efectivă a 
mărimii i). 
Se numeşte fază argumentul, dependent liniar de timp, al sinusului din 


expresia- (33. ON adică unghiul (ot +y). Faza se exprimă totdeauna în radiani 
(pentru ca formulele de derivare, integrare şi dezvoltare în serie să fie cele uzuale), 

Se numește fază inițială valoarea y_a fazei în moment tul inițial (t = 0). 
(Se mai notează «, ĝ, ete.) 


Deoarece sinusul e o funcţiune periodică de argumentul său, cu perioada unghiulară 2, 
în absenţa vreunei precizări suplimentare, faza și faza iniţială sînt deter minate pînă la un mul- 
tiplu întreg de 2m. Adăugînd sau scăziînd un multiplu întreg de 2m, se poate întotdeauna aduce 
faza iniţială într-un interval ales de măsură 27, de exemplu: 


n< Y Sr. (33.8) 


1 Mărimile armo nice în acest sens nu au nici o legătură cu funcțiunile armonice (solupiil® 
e derivate continue, pînă la ordinul al doilea inclusiv, ale ecuației lui Laplace), cu care nu 
trebuie confundate. 

2 Dacă unii dintre aceşti parametri sînt lent variabili în timp, mărimea se numește mărime 
sinusoidală modulată sau mărime cvasisinusoidală. 
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wt 
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4! 
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Orice mărime care depinde „în sinus“ sau „in cosinus“ de o funcţiune liniară de timp poate 
fi adusă la forma (33.6) cu (33.1) şi (33.8), prin modificarea convenabilă a fazei iniţiale. Exemple z 


T T T 
-— 10 sin | 3t-} J= 10 sin [2 -+ ——r]| = 10 sin f5 = 
2 2 2 
10 sin (3t + 5r) = 10 sin (3t + 5r — 2. 27) = 10 sin (3t -+ 7); 


A T i: T A T | 3r 
10 sin |—3t + — | =—10 sinj 3t — —- | = 10 sin | 3t — — + z] = 10 sin [2 i —]; 
4 4 4 | 4 


10 34 — = 10 sin | 3t + = 10 si [3 +4 
Cos ——] = —— — |] — t4- —). 
cos | 4 sin | 4 z | sın | 4 


În figura 33.2 sînt indicate reprezentările grafice ale unor mărimi siansoidale cu faze inițiale 
diferite. 


Coeficientul pozitiv al timpului în expresia œt -+ y a fazei a fost notat tu œ, 
deoarece e chiar pulsația (frecvenţa unghiulară) funcţiunii periodice de timp 


(33.6). 


În adevăr, din relaţiile (33.1) şi (33.2) rezultă că o funcțiune periodică de. timp de 
pulsaţie œ satisface condiţia i(t) = i(t + 2x/w). iar din periodicitatea sinusului rezultă 


2r 
Inas sin (wt -H y) = Imax sin (ot + 2r -+ 7) = max Sin [oft pa 


Frecvența f şi perioada T ale mărimii sinusoidale sînt deci : 
W 1 
= — >l, T =— = — >90. (33.9) 
F w 


Valoarea medie pe un număr n întreg de perioade a unei mărimi sinusoi- 
dale e nulă: 


t+nf 1+n7 
LA a) e | sin (ot + y)di = Imax | cos (at + y) H = 
nT a | 
ti i 
2r 


= pp [cos (wt; + y) — cos (ot, + noT +y 


adică 
i= 0, (33.10) 
şi de aceea nu poate fi utilizată pentru caracterizarea acestei mărimi. 


Valoarea efectivă a unei mărimi sinusoidale se calculează cu relaţia (33.5) : 


+T +T A + T 
„d È ; = 
P= fi dt = A | sin? (ot +- y) di = „mas [1 — cos (2 ot -+- 2yjjar = 
T ST $ 3T ; 
t t a faj 
+T 
= Lida d Ihaz 2 2 Ihaz , 
-mer | qi — HE cos (20t + 2 y) = e. 


ti 
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deoarece valoarea medie a  funcţiunii sinusoidale cos (2oi + 2y) = 


= sin [2 ot + 2y + =) de perioadă Le nulă, 


| 4 


Se obţin deci relațiile : 


| Paer I = ryz! (33.11) 


caracteristice funcţiunilor sinusoidale. În electrotehnică se operează cu valo- 
rile efective ale mărimilor sinusoidale, și de aceea aceste mărimi se scriu cu 


relaţiile (33.6) şi (33.10), sub forma : 


|i= IVZ sin (ot + y) |» (33.12) 


cu 


1 > 0, o>0, —r<y <7, (33.12) 
numită forma normală în sinus a mărimii i. 


Observaţii: a) Alături de forma normală în sinus e foarte răspîndită —— mai ales 
în literatura anglo-saxonă de specialitate — forma normală în cosinus : 


i= I \2 cos (ot + a), (33.13) 


T 


care se poate aduce întotdeauna la forma în sinus și reciproc, cu « = y — >. Într-o problemă 


2 
dată trebuie să se folosească aceeași scriere pentru toate mărimile sinusoidale fie în sinus, fie 
în cosinus. În acest curs vom folosi exclusiv scrierea (33.12). 

b) Schimbarea originii timpului nu afectează valoarea instantanee a mărimii şi deci nici 
faza. Această schimbare afectează faza inițială : 


IVÈ sin (ot + y) = 1 V2sin (ot* try). 


cu 
t* = t + bp y* = y — otb- 


Cum alegerea originii timpului e arbitrară, rezultă că, într-o problemă dată, fazele inițiale ale 
tuturor mărimilor sinusoidale conțiu un termen aditiy arbitrar, acelaşi pentru toate, şi numat 
diferențele relative ale fazelor inițiale au semnificație fizică. De aceea, pentru una dintre mări~ 
ia sinusoidale care intervin într-o problemă dată, faza inițială se poate alege arbitrar ; o dată 
å faza inițială a uneia dintre mărimi, fazele iniţiale ale tuturor celorlalte mărimi sînt univoc 
zrminate. Mărimea pentru care se alege faza iniţială nulă se numește origine de fază. 

ri O mărime sinusoidală e complet precizată cînd se dau frecvența, valoarea efectivă şi 
ițială. În regim permanent sinusoidal, frecvența e hotărită de sursele de alimentare şi 
pentru toate tensiunile şi toţi curenţii din reţea. Fiecare dintre aceste mărimi e, în 
. caracterizată complet de numai doi paramstri : valoarea efectivă şi faza iniţială ; 


i= I V2 sin (ot + y) z> (U, y) (33.14) 


d În reprezentarea grafică a mărimilor sinusoidale de aceeași frecvenţă se preferă să se 
folosească dr=pt variabilă independentă unghiul wt (v. fig. 33.2), 
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Relaţii de fază : Se numește defazaj între două mărimi sinusoidale, consi- 
derate intr-o ordine dată, diferenta fazelor lor în această ordine. Dacă mărimile 
au aceeași frecvență, defazajul (pozitiv, negativ sau nul) e egal şi cu diferenţa 
fazelor lor iniţiale, 


Fie 
i, = I [2 sin (ot + y1) şi i = I, Y2 sin (ot -+ ya). 
Defazajul dintre i, şi i, (în această ordine) e unghiul : 
p2 = (ot + y) — (ot -+ Y) = Yı — Ya Z 0. (33.15) 


Se definesc următoarele relaţii de fază (v. şi fig. 33.3): 


Q12 = Yı — Y2 > 0 i, e defazat înaintea lui în (fig. 33.3. a) (33.16) 

P12 = Yı — Yz < Ü i, e defazat în urma lui i, (fig. 33.3, b) (33.17) 

Yı = Yo P = Ô i, ȘI i» sînt în fază (fig. 33.3, f} (33.18) 

Dra = Yı — Ye = + Z i, Şi i sînt în cuadratură (fig. 33.3, c şi d 33.19) 
2 Și la pi 

Q13 = Yı — Ya = + x i, Şi ie sînt în opoziție (fig. 33.3,e) (33.20) 


Observaţii: a) Dacă mărimea i, e înaintea mărimii i, cu defazajul gap, atunci märi- 
mea iş e în urma mărimii i. CU Ọjg- 

b) Deoarece fazele sînt determinate pînă la un termen aditiv multiplu arbitrar de 27 și 
defazajul e determinat pînă la un asemenea termen aditiv. De aceea, dacă nu se introduce o 
restricţie suplimentară, relaţiile de fază „înainte“ şi „în urmă“ nu au o interpretare unică: 
cînd i, e înaintea lui iz cu q13-<27, i e totodată în urma lui iz CU Q-a = a — 27, Pentru a evita 
o exprimare ambiguă, se reduce totdeauna defazajul la intervalul ( — x, +- 7), adăugînd sau 
scăzînd un multiplu de 27r din relaţia (33.15). Cu această precizare, relațiile de fază (33.16) şi 
(33.17) au o interpretare unică, iar relaţia de definiţie a defazajului devine : 


f i 
| Pia = Yi Ya t mn; — 7 < Pa ST P (33.21) 
l | 


a ea . a v ps px 
unde întregul n ZO se alege astfel ca inegalităţile să fie satisfăcute. 


33.1.3. Operatii elementare cu mărimi sinusoidale. Prin anumite operaţii 
liniare elementare (adică ireductibile unele la altele) efectuate cu mărimi sinu- 
soidale, se obţin mărimi sinusoidale de aceeași frecvență. Aceste operaţii sînt : 
adunarea, amplificarea (înmulţirea cu un scalar), derivarea şi integrarea, și sînt 
singurele care intervin în ecuaţiile diferenţiale ale circuitelor liniare. 


a) Adunarea mărimilor sinusoidale : 
i, = I VI sin (ot + y), iz = I V2 sin (ot + ya (33.22) 
conduce la mărimea sinusoidală de aceeaşi frecvență 


i= i + i= I \2sin (ot + y) (33.23) 
cu valoarea efectivă : 


I= YR + RF 21,1, cos (yı — ya) (aa) 


DN i 


Fig. 33.3, 
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și cu faza inițială y determinată de relațiile : 
i i l i 1 : 
siepe [F sin y, + Î, sin Ya]; cos y = F [F cos y, + Í, cos ya]. (33.25) 


Valorile de mai sus se obţin prin identificare, după înlocuirea mărimilor (33.22) 
în (33.23). 

b) Amplificarea cu scalarul constant > Ž 0 a unei mărimi sinusoidale con- 
duce la o mărime sinusoidală de aceeași frecvență și de aceeași fază iniţială, 
avînd valoarea efectivă multiplicată cu à 

i = ài = Af sin (ot + yi) = sin (ot + y), (33.26) 
cu 
D= Mi; Y=% 
Observaţie: Scăderea a două mărimi sinusoidale se reduce la operaţiile precedente : 


i—i = i + (Ei aia (33.26°) 


c) Derivarea unei mărimi sinusoidale în raport cu timpul conduce la o mărime 
sinusoidală de aceeași frecvenţă, defazată înainte cu 7/2 ṣi avînd valoarea efec. 


tivă de œ ori mai mare. Fie i = I |2 sin (ot + y). Atunci : 


= VZ Io cos (ot + y) = ol V2 sin | ot +y + =); (33.27) 


d) Integrarea unei mărimi sinusoidale în timp conduce la o mărime sinu- 
soidală de aceeași frecvenţă, defazată în urmă cu 7/2 și avînd valoarea efectivă 
de œ ori mai mică. Fie i = I V2 sin (ot + y). 

Atunci : 
1/9 = — 
idt = — 127 cos (ot + y) = 1V2 sin (ot + y — z) , (33.28) 
J © o 2 

Observaţie: În regim permanent căutăm la integrare numai funcțiunea primitivă 
„de aceeași formă cu cea iniţială, adică tot sinusoidală ; de aceea nu se adaugă nici o constantă 
arbitrară. 


La efectuarea unor operaţii neliniare, rezultatul nu mai este o mărime 
sinusoidală. Astfel, produsul mărimilor sinusoidale (33.22) este 


iia = 2 ÎL sin (ot + y) sin (ot + Ya) = LH cos (y, — ya) — 
— If, cos (2 ot + yi + Y2) (33.29) 


și conține un termen constant şi unul de frecvenţă dublă. Termenul constant 
e chiar valoarea medie a produsului în decursul unei perioade : 


— 7 


Ta Tes y 
ham y ii dt = Í, F, cos (yı 


; 


va) | (33.29) 


j 


Valoarea medie pe o perivadă a produsului a două mărimi sinusoidale e egală cu 
produsul valorilor lor efective, multiplicat cu cosinusul defazajului dintre ele. 
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33.2. Regimul permanent sinusoidal al circuitelor simple 


determinat cu metoda substituției soluţiilor sinusoidale 


Considerăm diferite circuite simple (adică neramificate), liniare și pasive, 
«ărora li se aplică tensiunea la borne sinusoidală (luată după convenţia de aso- 
ciere a sensurilor de referinţă de la receptoare) : 


u = U V2 sin (ot + B). (33.30) 


Scriind ecuaţia diferenţială a circuitului cu ajutorul schemei echivalente, alcă- 
tuite din elemente ideale de circuit conectate în serie, vom căuta pentru inten- 
sitatea curentului soluţia de regim permeament (forţat), adică o soluţie de 
aceeași formă cu a tensiunii aplicate : 


i= I 2 sin (ot+ y). (33.31) 


Anticipînd asupra celor care vor fi dezvoltate în paragraful 33.3, precizăm că 
«defazajul între tensiune și curent se notează cu simbolul ọ, fără alţi indici : 


p=B—vr20, (33.32) 


iar raportul între valorile efective ale tensiunii şi curentului se numește impe- 
danţă şi se notează cu simbolul Z : 

U « 
= Z >0. (33.33) 


Cu aceste notații, curentul de regim permanent se scrie : 


i == VĒsin (ot + B—9), |: (33.34) 


33.2.1. Rezistorul ideal 1 (fig. 33.4). În acest caz, ecuaţia circuitului e: 


u=u,=ri=U Va2sin(ot+p). 
Se obţine: 


Uz îaiacra / No 
i = = — [2 sin (ot + B). (33.35) r zii 
r r S4 ; fi; 
i ùi i / y f Fi d 
Rezultă cu relaţiile (33.33) și (33.32) : / [] y N 
[zi pot 
SR! A $ ERO 
a e aa Sa vį r a S cat 
Z =r l5 | p, = 0. |: (33.36) l | i i 
i i 
Curentul unui rezistor ideal e în fază à zg 
cu tensiunea aplicată, şi are valoarca 
:j:rtivă proporţională cu a tensiunii 
: și independentă de frecvenţă. Fig. 33.4. 


* În cele ce urmează folosim simbolul r pentru rezistenţa unui rezistor, rezervînd simbolul R 
zi rezistența întregului circuit (v. par. 33.3). 
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33.2.2. Bobina ideală (fig. 33.5). În acest caz, ecuaţia circuitului e (31.26): 
u =u, =L sau U VZ sin (ot + 8)=L £. 
Substituind expresia (33.31) rezultă 


U VZ sin (ot + B) = Lol V2 cos (ot) = = Lol [Zein | ot + y+ =) 


adică : 
à U T 
9. { = — 8i == ——. a 
A) Z siy=ß—2. (83.37) 
zi Se obţine pentru curent expresia : 
v E naa d 
| i=2 Va sin (oitp—2] 
A ESTO] 
`j (33.37) 
Rezultă cu relaţiile (33.33) si 
Fig. 33.5. (33.32) : 
a a A E j 
| ZE | ao (33.38) 


Curentul unei bobine ideale e defazat în urma tensiunii aplicate cu nj]2, şi are 
valoarea efectivă proporţională cu a tensiunii aplicate și invers proporţională cu 
frecvența. Împedanţa unei bobine ideale e egală cu produsul dintre inductivi- 
tate şi pulsaţie.La frecvenţe înalte, o bobină blochează trecerea curentului, 
iar la frecvenţe joase, reprezintă un scurtcircuit, 

33.2.3. Condensator ideal (fig. 33.6). În acest caz, ecuația circuitului 


e (31.29): 


=C =t [U V2 sin (ct + B) 


şi se obține pentru curent expresia 


i = I V2 sin (ot + y) = CoU V2 cos (wi + 8), 


adică : 
i= Co U Yžsin(or + B+ 2) (33.39) 
iar 
I= CoU şi y=p+E. (33.39) 


Rezultă cu relaţiile (33.33) și (33.32) : 


(33.40) 


Curentul unui condensator ideal e defazat înaintea tensiunii aplicate cu 22 și 
are valoarea efectivă proporţională cu a tensiunii şi proporțională cu frecvenţa. 
Impedanţa unei bobine ideale e egală cu valoarea reciprocă a produsului dintre 
capacitate şi frecvență. 

La frecvenţe înalte un condensator 
reprezintă un scurtcircuit, iar la 
frecvenţe joase blochează trecerea 
curentului. i 

33.2.4. Circuit r, L serie (fig, 33.7, 0 

Ecuația cirenitului este : v 


£ 


u= u, up | | 


pim ai | di 
UV? sin (ot--9)=ri+ L al (33.41) 


Căutind soluţia de regin permanent sub 
forma relației (33.31) şi, substituind-o în Fig, 33.6. 
ecuație, rezultă identitatea (în timp): 


sp PR h y Ai Fa EI: fe; : í : , T 9 jz 
U Y2 sin (ot + O) =r I V2 sin (ot -- y) Lol 2 sin [a tyt z] -542 
Identitatea trebuie să fie satisfăcută şi în acele momente ? partienlare, În care : 
otl -j y == 0 şi pt 7 . (33.43) 


Înlocuind aceste valori particulare în relaţia (33. 42), rezultă egalitățile : 


U sin (8 — y) (33.44) 
U cos (8 —- y) == r (33 45) 

Ridicind la pătrat si adunind aceste relaţii, se obține : 
(33.46) 
(33.47) 

Lo | i 
tg (p—y) =| t= — | =9, (33.48) 
cu 

sin p = Lojz >0 şi cos p =r] 0. (33.487) 
Aceste relaţii permit calcularea defazajului | 
ocs =: (33.40) 


Cu relaţia (33.46) si (33.48), curentul are expresia : 
| U fas Lw) RI 
i = o sin or Bare tg —]. (33,50) 
Vio pr 
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Curentul circuitului r, L serie e defazat în urma tensiunii (v. fig. 33.7, b) cuun unghi crescătror 


m Ă 
cu frecvenţa, care tinde către z „cînd w—o00. Valoarea efectivă a curentului scade raonoton 


cu frecvenţa, tinzînd asimptotic către Ip = Ujol — 0 (fig. 33.7. cj 


Fig. 33.7. 


33.2.5. Circuit cu r, € serie (fig. 33.8, a). Ecuația circuitului este: 


u up uc 


=a If 
U VI sin (ot + 8)=ri + Zi idi, 


(33.51) 


Căutînd soluția de regim permanent sub forma (33.31) și substitvind-o in ecuaţie, rezultă iden- 


titatea (în timp): 


a e: l ED í 
U V2 sin (ot +8} =r? Y2 sin (ot y) + Ea VĒ sin | ot- ap 


t 


3] 
2) 


Identitatea trebuie să fie satisfăcută şi în acele momente £ particulare, in care : 


ott y= e şi otb y = e 


Înlocuind aceste valori particulare în relația (33.52), rezultă egalităţile 
. i 3 
U sin (p—p= — -~ l, 
Co 
U cos (B—y)—rl. 


Ridicînd la pătrat şi aduniud aceste relaţii, se obține : 


de unde; 


e impedanţa circuitului r, C serie. 


(33.52) 


(33.54) 


aia 
{33.55} 
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H i 
te (E -— y) =] tg ẹ = —— | «G, (33.58) 
Cr | 
cu a ai aa 
sin pg = = L/CoZ < 0, cos pari 3358) 
j ui I.M, 
Cos a E ? | Ap 
e ati Sall fe “e 
v 
Fig. 33.8. 
Aceste relații permit calcularea defazajului 
0> p> (33.59) 
VA 
ł 
arc ig —z = 
ru j (83.00) 


Curentul circuitului r, C serie e defazat inaintea tensiunii (Rg. 33.6., b} cu un unghi scăzător, 
77 


cu frecvenţa care tinde către — psi ciud w — G, : curentului creşte la frec- 


Valoarea efectivă 
vențe mici ca Ic = UCo, tînzind monoton către Fa == Ur (fig. 33.8, c}, cînd œ => oo. 
5.9). Ecuația circuitului cu relațiile (37.22), (34.26), 


33.2.6. Cirewit r, L., C serie (Sg. 3 
(31.30) este: 


u = ey t u; ne 
U yz 7 di 
gin (cot A = PA LL cm 
koza d + 
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Căntînd soluţia de regim permanent sub forma (33.31) si sabstituind-o în cenaţie, rezultă iden- 
titatea (în timp): 


UI sin {ot + B) = rl V2 sin (oi + y) 


= f 7 
-+ — V2 sin lo tY z) . (33 
Co i al 
G | 2 


inlocuind pentru 7 val rezultă egali 


rtienlare care rezultă din relaţiile (33,55) 


U sin (B--V = {Lo — Ayy (35.63) 


m 
U cos — y) =r]. (33.64) 
Ridicîng ia pătrat şi aduuind aceste relaţii, se obține : 


(33.65) 


de unde 


e irnpedanţa circuitului r, L, C serie. Împărţind relaţiile (23.03) și (33.64), se obține : 


33.67) 


cu 
A 1 
Lo — z 
a Eo] da r 
IR Q =S= aee > {) S EDS == y7 e 


e 
bias 


sar 


Se observă că acest circuit cuprinde, în cazuri particulare, toate circuitele studiate anterior + 
rezistoru Į ideal (cu L — 0, C— œ), bobina ideală (cur — 0, C—- cc), condensatorul ideal (cu 
r— 0, L — 0), creuital r, E (eu C— oo) și circuitul r, C (cu L —> 0) 


Exemplele precedente arată că metoda substitutiei permite determinarea 
fără, dificultăţi a curentului de regim permanent. Dacă circuitele sînt mai com- 
plexe, ramificate ete., calculele devin însă complicate și nu permit o privire de 
ansamblu asupra proprietăţilor calitative ale circuitului. De aceea, în tehnică 
se folosesc alte metode (v. par. 34) mai sistematice și mai intuitive. 


33.3, Caracterizarea circuitelor liniare 


în regim „permanent sinusoidal 


Caracterizarea unui circuit de curent alternativ sinusoidal — la o frecvenţă 
dată — se poate face cu Sarona a numai doi parametri. Există diferite moduri 
de alegere a acestei perechi de parametri. 

33.3.1. Împedanţa și defazajıl. Fie un dipol electric liniar si pasiv 


i ; za Ai = o > 
(fiu. 33.10, a), sub tensiunea la borne sinusoidală de frecvenţă f = z7 dată : 
2r 


u= U YZ sin (@ t+ Bh (33.70) 


Curentul de regim permanent (cu sensul de referință corespunzător regulii de 
la receptoare) va fi de asemenea sinusoidal și de aceeași frecvență : 


= F Y3 sin (ot + y) (33.71) 


şi poate fi determinat cu metoda substituţiei exemplificată în paragraful pre- 
cedent. În general, y Æ fi și raportul 


I fi) Æ const. (33.72) 


e de timp: fn curent alternativ, raportul dintre tensiunea la 
borne instantanee şi curentul insiantaneu nu mai e o constantă caracie- 
ristică circuitului, ca în curent continuu. 


Deoarece circuitul e liniar și pasiv, — 4 
cînd valoarea efectivă a tensiunii cină oste DE D mie 
de à ori şi valoarea efectivă a curentului | T 
creste de 1 ori, iar fazele inițiale rămîn | i | 
neschimbate; de asemenea, dacă la faza v L 2 
iniţială a tensiunii se adaugă un termen | | | pa” 
aditiv, totul se petrece ca și cum s-ar fi i | | 
schimbat originea timpului, și la faza — oana P | 
iniţială a curentului se adaugă aceeaşi e N ai 
cantitate. Rezultă că raportul valorilor F: a aib 
«efective și diferența fazelor initiale ale ien- Fig. 33.30. 


siunti „aplicate și curentului sint mărimi independente de tensiuni și de curent, 
proprii pentru a caracteriza circuitul studiat la frecvenţa de lucru. De aceea, 
pentru caracterizarea circuitului se definesc : 

Împedanţa circuitului : 


În U} 


T | == fiu; Ty În Cai.) >> 9, (33.73) 


care e totdeauna pozitivă ş şi depinde numai de frecvenţa f= w/2r şi de para- 
metrii circuitului, si se măsoară în ohmi ca şi rezistența; 
Defazajul circuitului 


n 


ọ = 8 —y l= g{o;r, L, C) Z 9, (33.14) 


care depinde numai de frecventa f= ofr si de paramet trii circuitului și se 
măsoară în radiani. Dacă se cunosce Z şi 9, curentul i e univoc determinat, 


deoarece I= UZ si y= B— o 


i= — V2sin lot- B— o). ' (33.15) 


În exemplele de la paragraful 33.2. au fost determinate impedanţele şi defaza- 
jele circuitelor simple studiate (v. 33.36, 33.38, 33.40, 33.47 şi 33.48, 33.57 şi 
33.58, 33.68 si 33.67). 

Circuiiele pasive neconţinind generatoare absorb o putere medie pozitivă 
(cel muit nulă). Așa cum se va arăta în paragraful 33.4, din această proprie- 
tate, rezultă că pentru circuitele pasive : 
z059 >0, |: (33.76) 


Defazajul acestor circuite e deci cuprins în intervalul : 


(23.77) 


7 
| 


şi e univoc caracterizat de tangenta lui (tgo). 
33.3.2. Rezistenţa şi reactanţa. În locul parametrilor Z şi q se mai folosesc 
pentru caracterizarea aceluiași circuit parametrii R și X, definiţi cum urmează : 


Rezistența circuitului | : 


= Vent — Zoo p | >0, (33.78) 


1 Această mărime nu trebuie confundată cu rezistența definită prin legea condasției 
electrice (rezistenţa de curent continuu), cu care coincide numai în cazuri particulare și spre 
deosebire de care este în general o funcțiune de frecvenţă. De aceea, rezistența de curent continuu 
a fost notată mai sus cu. r. 
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gi 
ca 


unde Ug == U cos o se mai numește componenta activă a tensiunii aplicate 
{v. mai departe relaţia 33.116). 


Reactanţa circuitului : 


Dc U sin o l AIA 
[x = De Z sin el2 o, (33.79) 
| 1 ! 

unde Uy = U sin ọ se mai numeşte componenia reactivă a tensiunii aplicate 


(v. mai departe relația 33.116). 
Dacă se dau rezistența și reactanta, defazajul şi impedanța rezultă din 
relațiile : 


tge= Xu,cosp= E a = ,Z=yX= 3 R, (83.80) 


care se rețin ușor cu ajutorul „triunghiului impedanțelor“ (fg. 33.11, a), iar 
valoarea instantanee a curentului se serie ; 


PRL ANRE |. pp i [o + B — arc tg = ). (33.81) 


VR? 4 X? . 
Rezistența şi reactanţa se măsoară în ohmi (Q). 
33.3.3, Admitanţa și defazajul. În locul impedantei se poate folosi pentru 


caracterizarea circuitului valoarea ei reciprocă, numită : 
Admiianţa circuitului : 


| >o, (33.82) 


care împreună cu defazajul ọ constituie un sistem complet de parametrii carac- 
teristici, Există, evident, relaţiile : 


mia pa l s ; 
I= YU; Vi R = cos ọ|Y; X = sin 9/Y, (33.83) 
VEI 

iar valoarea instantanee a 
curentului se scrie : 


i= U Y 2 sin (ot -+B — p). 
(33.84 


Admitanța se măsoară în 
siemens (| S = 1 0-1). 

33.3.4.  Conductanţa şi 
susceptanța. În locul para- a. b. 
metrilor Z şi o, sau Rsi X, O Fige 33.U1, 


sau Y şi ọ, se mai folosesc pentru caracterizarea aceluiasi circuit parametrii G 
si B, definiti cum urmează : 

Conductanţa circuitului ! : 
Re Î cos e ] 7 33.85 
| G= = = Y cos ọ | >0. (33.85) 
i j 


unde Iç = Í cos ọ se numeşte componenta activă a curentului. 
Susceptanţa circuitului ? : 


| = 120 oa ş | Zo, (33.86) 


unde I; = ] sin ọ se numește componenta reactivă a curentului. 

Dacă se dau conductanţa și susceptanţa, defazajul și admitanţa rezultă 
din relaţiile : 

G o u & 

ọ = Zi cos y = Z ; sin o =>; Y= VPE E. (33.87) 
Y Y 
care se rețin ușor cu ajutorul „triunghiului admitanțelor“ (fig. 33.11, b). 
Totodată : 


4 


= RjZ?; B= XZ; R=G]Y?; X = BJY?, (33.88) 


iar valoarea instantanee a curentului se serie : 
e 7 Fa . DO Fa = E 
i=U VE E: |2 sinf o + p — are ip). (33.89) 


Conductanta și susceptanţa se măsoară în siemens (Q71). 


33.3.5. Apleatii: În exemplele (33.2.1....33.2.6) s-au calculat impedanța şi defazajul eir- 
cnitelor celor mai simple. Calculind acum şi ceilalți parametri, se obțin datele din tabela ală- 
turată, completată cu încă două circuite tip paralel, a căror rezolvare se propune ca exercițiu. 

Observa ţii: a} Din examinarea acestei tabele rezultă că rezistența circuitelor de 
curent alternativ R (33. 18) a fost astfel definită, încît să coincidă cu rezistența r a rezistorului 
Ja circuitele serie cele mai simple, iar conductanţa circuitelor de c.a. G (33. 85) a fost astfel 
definită, încît să concidă cu conductanţa (| jr) a rezistorului la cir cuitele paralel cele mai simple. 
În paragraful 33.4 vom arăta (relaţia 33. 105) că aceste definiţii asigură pentru puterea activă 
(medie) aceleaşi expresii ca în curent continua : P = R P == -G U2, De subliniat că, în general. 

l 1 
Fee dar Gopo și Bop e 

Z pula: e ii e 

bj În aplicaţii prezintă deosebită importanță următoarele expresii : 

hReactanţu unei bobine (reactanţa imductivă) : 


Poe oth = aok (33.90) 


1 Această mărime nu e în general egală cu valoarea reciprocă a rezistenței (33.78) și nu 
trebuie confundată nici cu conductanța definită în curent continuu cu care coincide numai în 
cazuri particulare și spre deosebire de care e, în general, o funcţiune de frecvenţă. De aceea 
e numită uneori conductanță echivalentă. 

2 Uneori se defineşte susceptanţa astfel încît să aibă semnul opus celei definite aici, pentru 
a fi egală cu partea imaginară a admitanţei complexe (v. par. 34); B’ = — Y sin q, 


Tabela 33.1. 


CIRCUITUL 


“Rezistorul ideal 


| [i 
l Condensatorul i ideal 


C 


Circuitul r, L serie 


| T 4 


Co 
ó C 


ia a ai er | aa a iai 


s 


l E aE Jia] lase jr Er 1] ia | 
| 6 e ele | pt (ro) [tgp = EEE oki | 2 + [ro =) t | bo — To r+ [Lo >) PE 


2 
=: | R : i 
| „a r € Coal e+] Lo—-—} | 
| i i | y Co] | 
i 


| | a ja 


| mm oara 


Circuitul r, L paralel 


tgp = = i Sat Iara - | ~ z i 
i f Leo iri Lew?! r? Lig? | T Le 
t i 
PER IRN N AER IEEE E AEEA EAEE EENEN ci zi EEIE EEE | d a af cat ia duc ASE bcu aE 


pe za e i Lg 2 m TN <H C? ji Doua 
VI- ri Co? | run r? [l-r PCa 1-4 rC2o2 r 
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i 
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A 


53 | CURENȚI ALTERNATIVI 


Reactanţa unui condensator (reactanţa capacitivă) : 


a pa E) d (33.91) 
| Co 
Rezistenţa şi reactanţa. circuitului serie r, L, C: 
| R] A i 
Ray le X =Lo-— -= j» (33.92) 
| a Co 


c) Parametrii Z, Y, R, X, G, B ai circuitelor depind, în general, de frecvența f = w/2r 
a tensiunii de alimentare — și anume cu atît mai complicat, cu cît structura circuitului e mai 
complicată. 

d) Comparînd definițiile parametrilor circuitelor cu valorile lor din cazul celor mai simple 
circuite serie sau paralel, mai rezultă că un circuit liniar şi pasiv admite la o frecvenţă dată două, 


scheme echivalente : 
— QO schemă echivalentă serie, în care un rezistor de rezistenţă R e conectat în serie cu un 


element reactiv de circuit de reactanţă X. 
— Q schemă echivalentă paralel, în care un rezistor de rezistenţă 1 /G e conectat în parale] 


cu un element reactiv de circuit de reactanță 1/B, 
spe . E Y è e E A Lă 
33.3.6. Clasificarea circuitelor de curent alternativ sinusoidal În analogie 
cu proprietățile celor mai simple circuite, se folosește următoarea terminologie, 
valabilă la o frecvenţă dată : 
2) Circuit rezistiv |, dacă 


ọ = 0, X =0, B=0;Z= R, Y =G. (33.93) 


Cel mai simplu circuit pur rezistiv (la orice frecvență} e rezistorul ideal. 
b) Circuit reactiv, dacă 


9 Æ 0, X0, BQ. (33.94) 
c) Circuit pur reactiv sau nedisipativ, dacă 
p=+42,R=0,G=0;Z= |X|, Y=]|B|. (33-95) 


d) Circuit induciiv, dacă 
ọ >0, X>0, B>0. (33.96) 


Circuitul inductiv e un circuit reactiv. Defazajul pozitiv se mai numeşte defazaj 
inductiv : curentul e în urma tensiunii, 
e) Circuit pur inductiv, dacă 


p= o R=0, G=0, X=Z, B=Y. (33.97) 
Cel mai simplu circuit pur inductiv (la orice frecvenţă) e bobina ideală. 
f) Circuit capacitiv, dacă 


p<0, X<0, B<0. (33.98) 


1 Numit uneori, impropriu, circuit ohmic. 
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Circuitul capacitiv e un circuit reactiv ; defazajul negativ se mai numeşte defazaj 
capacitiv : tensiunea e în urma curentului. 
g) Circuit pur capacitiv, dacă 


p=—5, R=0, G=0, X=—Z, B=—Y. (33.99) 


Cel mai simplu circuit pur capacitiv (la orice frecvenţă) e condensatorui ideal. 
h) Circuit disipativ, dacă laturile lui au rezistenţe nenule, în care au loc 
pierderi de energie prin efect Joule-Lenz, 


Observaţie: În limbajul tehnic, curent se numește adesea impedanță nu numai 
mărimea Z, ci şi dipolul liniar şi pasiv caracterizat de această mărime, folosindu-se drept simbol 
grafic un dreptunghi alb, ca şi pentru rezistoare (v. g. 33.19,0). De asemenea se mai numește 
reoctanţă nu mumai mărimea X, ci şi elementul de circuit pur reactiv, caracibrizat de această 
mărime, 


33.4.1. Putere activă. Puterea instantanee la bornele unui dipol electric 
(v. teorema transferului de putere, relația 31.21) 
p=ui | (33.100) 
este (algebrice) putere primită, respectiv cedată, după cum sensurile tensiunii 
la borne u și curentului i se asociază după regula de la receptoare, respectiv de 
la generatoare. În cele ce urmează vom considera regula de la receptoare 
(fig. 33.12, a), deşi definițiile care urmează sînt valabile şi în celălalt caz cu inter- 
pretarea respectivă. În regim sinusoidal, înlocuind pe u din relaţia (33,10) 
şi pe i din relația (33.71), se obţine, cu ọ = B — y, expresia : 


p=2 UI sin (ot + B) sin (ot -+ y) = UI cos p— Ul cos Qototy+-f)t 
(33.101) 


Puterea instantanee e deci o mărime periodică, avind o componentă constantă 
şi o componentă de frecvenţă dublă. În aplicaţii interesează numai energia absor- 
bită într-un interval de timp 7, foarte mare față de perioada T = 2 a/o 


W, = ( p dt = TUT cos ọ — UT = [sin (Zor + y + b)— sin (y + B) 
AT 


sQ 


respectiv puterea medie absorbită în acest interval : 


Fz UlIcosọ— L. = [sin (2 or -+ y + B) — sin (y + 8). (33.102) 
“7 T n 


Al doilea termen al acestei puteri tinde către zero, cînd t —00, 


1 Conform identității trigonometrice : 


2 sin a sin b = cos (a —b)— cos (a + b) 
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Se numeşte putere activă și se notează cu P valoarea medie a puterii instan- 
tanee p, luată pe un număr întreg de perioade : 


L (33.103) 
În acest caz, pentru un dipol electric 
za ope y 2 i 
Pui = ÎL | ui di = | faj . (33.103) 
nT Jo E i 


Cu 2rr = 2n n. T, paranteza dreaptă din (33.102) se anulează și rezultă pentru 
puterea activă expresia : 


Pe e e o AR 
| P=U 1 cos e | = Psi cos g. (33.104) 


Egalitatea (33.102) arati că puterea medie pe un interval arbitrar de timg v are valori a pro- 


piate de puterea activă, cu abateri de ordinul — , fiind practic egală cu puterea activă, dacă 


v> > T. Această condiţie e totdeauna realizată în practică, unde intervalele + cele mai mici 
în care se apreciază puterea medie sînt de ordinul secundelor şi cuprind sute de perioade (la 
frecvenţa industrială de 50 Hz). De aceea şi aparatele de măsură a puterii, wattmetrele, al căror 
echipaj mobil nu poate urmări variațiile puterii instantanee cu care e proporțional cuplul lor 
activ, indică puterea medie, adică puterea activă. 


Din relaţia (33.104) rezultă că în. regim sinusoidal puterea activă a unui 
dipol electric e egală cu produsul dintre valorile efective ale tensiunii si curentului 
multiplicat cu cosinusul unghiului de defazaj corespunzător. Pentru un circuit 
receptor pasiv, puterea medie e neapărat pozitivă, cel mult pută (dacă nu con- 
tine rezistențe): 


P= Ulcosg zô. (33.104) 


în watt (W —— unitatea 
W), gigawatt (1 GW = 


Puterea activă se măsoară, ca şi puterea instantanee, 
S.I}, kilowatt (| kW = 105%), megawatt (1 MW = 1 
= 10 W). 


Observaţie | îniţie a pi :, valabilă 
şi în regim periodic nesinusoidai și pentru o reţea oarecare; relația (33.10 lagia de caleul 


a puterii active în regim sinusoidal pentra o reţea cu două borse (în mono ofaz z at), 


Puterea activă primită de un dipol pasiv e totdeauna pozitivă și se poate 
exprima cu ajutorul rezistenţei și conductanței (v. par. 33.3) : 


| | P= RE = GU | = Rima — GUmee > 0, (33.105) 


Această expresie e nulă pentru circuitele nedisipative sau pur reactive (v. 33.95) 
(care deci nu absorb în medie putere din exterior) şi e pozitivă pentru ciretite 
disipative, 
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Expresia (33.101) a puterii instantanee arată că aceasta oscilează cu frecvenţa unghiu- 
Jară 2 w, în jurul valorii ei medii, care e puierea activă (o. fig. 33.12, b). Chiar dacă circuitul e un 
receptor pasiv, cu P > O, există momente în decursul unei perioade, cînd puterea instantanee 
ă e negativă, adică e în fapt cedată spre exterior. În acele momente, energia acumulată 


Daie 


Fig. 33.12. 


iu cimpul magnetic al bobinelor sau în cimpul electric al condensatoarelor e parțial restituită 
sursei de alimentare. În figura 33.12, e se indică sensurile insia ntanee reale ale tensiunii curentului 


şi puterii în diferite momente ale unei perioade. 


33.4.2. Puterea aparentă. Factorul de putere. Se numeşte puiere aparentă 
a unui dipol electric mărimea definită de produsul pozitiv al valorilor efective 
ale tensiunii şi curentului, notat cu S (sau P,,): 


=UI A U max Î ma» > 9. (33.106) 


2 


Puterea aparentă se măsoară în: volt-amper (VA — unitate $.1.), kilovolt-amper 
(1 EVA = 105 VA), megavolt-amper (1 MVA = 106 VA), gigavoli-amper 
(| GVA = 109 VA), 

Puterea aparentă a unui dipol pasiv se poate exprima cu ajutorul impe- 
danţei şi admitanţei sub forma : 


ZE = S Yu: |=z z Tas zwy Uras, f (33.107) 


Puterea aparentă e o putere calculată „ca în curent continuu“, fără a lua în considerație 
influența defazajului. Fără a avea semnificația energetică nemijlocită ca putere activă, puterea 
aparentă e importantă, deoarece reprezintă valoarea maximă a puterii active, la valori efective 
invariabile ale tensioni și curentului şi la defazaj variabil. După «um mașinile şi aparatele elec- 
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trice sînt caracterizate prin valori maxime admisibile ale curentului (ca pierderile prin efect 
Joule în conductoare să nu determine o încălzire excesivă) şi tensiunii (ca izolaţia să nu se stră- 
pungă), puterea aparentă caracterizează limitele jor de funcţionare şi se indică de obicei pe 
plăcuţa de fabricație respectivă. 

Se numește factor de putere raportul pozitiv si subunitar dintre puterea 
activă și cea aparentă : 


l> i, li), (33.108) 


În regim sinusoidal pentru un dipol electric, cu (33.104) și (33.106), rezultă 
pentru factorul de putere expresia : 
k, = cos e. (33.109) 
Pentru ca o anumită instalaţie de putere aparentă dată să funcționeze cu maximum. de 
putere activă, adică cu maximum de eficacitate, factorul de putere „corespunzător trebuie să 
fie cât mai raare (mai apropiat de unitate), adică defazajul trebuie să fie cît mai mic. De aie 


rezultă una din problemele tehnico-economice cele mai importante ale gospodăriei enerceticen 
problema ameliorării factorului de putere (v. şi par. 33.4.5. aplicația 2). 


33.4.3. Puterea reactivă : Se numeşte putere reactivă a unui dipol electric 
mărimea definită de produsul valurilor efective ale tensiunii și curentului multi- 
plicat cu sinusul unghiului de defazaj şi se notează cu simbolul Q (sau P,): 


U maxlmaz o > 
lo = ) = Using | = = nne sing 20. (33.110) 


Puterea reactivă se măsoară în var ! (unitate $.[.), kilovar (1 kvar = 103 var), 
megavar (1 Mvar = 106 var), gigavar (| Gvar = 10% var). 
Între puterea aparentă, puterea activă şi puterea reactivă există relațiile : 


Pe- = S*; Q= Ptgo; P= S coso; Q= Ssing (33.111) 


(care se rețin usor cu ajutorul „triunghiului puterilor“ — fig. 33.13). Puterea 
reactivă primită de un dipol pasiv — pozitivă la circuitele inductive, negativă 
la circuitele capacitive — se poate exprima cu ajutorul reactanței și suscep- 
tanței (v. par. 33.3) sub forme ele : 


B Uma >0 (33.112) 


şi e nulă pentru circuitele rezistive. 

Privitor la sensul de transmisiune real al puterii reactive 
facem următoarele precizări : La circuitele receptoare (la care u 
şi i sînt asociaţi după regula de ja receptoare) 

— dacă Q = UF sin ọ > 0— puterea reactivă e absorbită 
de la rețeaua exterioară 

— dacă Q = UI sin ọ < 0 -—paterea reactivă e cedată 
reţelei exterioare 
La circuitele generatoare (la care u și i sînt asociaţi după regula 
de la generatoare): 


Fig. 33.13. 


i Denumirea „var“ provine de Ja inițialele cuvintelor din expresia volt-amper-reaetiv 
şi a fost adoptată internaţional de CEI. (Comisia Electrotehnică Internaţională) la propunerea 
delegatului ţării noastre, regretatul acad. prof. C. Budeanu. 
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— dacă Q = UI sin q > 0 — puterea reactivă e cedată reţelei exterioare 
— dacă Q = Ul sin ẹ < 0 — puterea reactivă e absorbită de la reţeaua exterioară. 


Cum în cazul unor circuite capacitive (X < 0), și în particular al unor condensatoare, Q < 0 
(eu regula de la receptoare), rezultă că aceste circuite (şi în particular condensatoarele) sînt 
producătoare de putere reactivă; în mod corespunzător, circuitele inductive (X > 0) — şi în 
particular bobinele — sînt consumatoare de putere reactivă. 

Observație: a) Puterea reactivă a fost introdusă pe baza relației de definiţie (33.110), 
construită prin analogie cu expresia (33.104) a puterii active — paralelism care se păstrează 
în toate celelalte relaţii (v. 33.105 și 33.112). Spre deosebire de puterea activă, puterea reactivă 
nu are însă interpretarea energetică simplă a acesteia — adică nu corespunde unui aport mediu 
de energie pe la borne. Cu toate acestea, puterea reactivă prezintă o deosebită importanţă 
practică, din mai multe motive, dintre care cele mai importante le amintim pe scurt aici: 

b) Factorul de putere se poate scrie : 


P | s2 — 2 2 
k= = 5 9 =| Su (33.113) 


de unde rezultă că problema ameliorării factorului de putere e echivalentă cu problema redu- 
erii puterii reactive (v. şi par. 33.4.5., aplicaţia 2). 

c) Aşa cum vom arăta că rezultă din teorema conservării puterilor (v. par. 36.3), suma 
alg ebrică a puterilor reactive primită este nulă pentru toate laturile unei reţele izolate. Dacă 
există o latură care consumă efectiv putere reactivă, trebuie să existe neapărat în rețea cel 
puţin o altă latură producătoare de putere reactivă. Cu puterile reactive se pot face bilanțuri 
bazate pe o proprietate de conservare, ca și cum ar corespunde unei anumite forme de ener- 
gie specifice (distincte de energia obișnuită care „condiţionează bilanţul puterilor active). 

d) Puterea reactivă primită de o reţea pasivă e proporțională cu diferenţa dintre va- 
Joarea medie a energiei cîmpului magnetic al bobinelor rețelei şi valoarea medie a energiei cim- 
nului electric al condensatoarelor reţelei (v. rel. 33.123). Aceste energii sînt variabile în timp 
cu frecvenţa unghiulară 2% şi cu faze diferite. Dacă valorile lor medii nu sînt egale, înseamnă 
că variațiile acestor energii nu se compensează reciproc în cadrul reţelei : : 

Puterea reactivă reprezintă o măsură a necompensării schimburilor interioare de energie 


între cîmpul magnetic şi cimpul electric. 
Li 


33.4.4. Bilanţul energetic instantaneu al circuitului serie. Considerăm 
ireuitul r, L, C serie (fig. 33.9) şi ecuaţia (33.61), din care, multiplicînd-o cu i, 
obtinem ecuaţia puterilor. Cu relaţiile (31.27) și (31.31) rezultă atunci relaţia 


, A A . P d 
p= ui = ui + uzi Fu =r A da Cuc TS 
t 1 


p=ui =r? + o + WO). (33.114) 
t 


Alegînd pentru simplilicare tensiunea ca origine de fază, vom avea : 
u = U\2 sin ot şi i= I}2 sin (ot— ọ). (33.115) 
Tensiunea se poate descompune aditiv, într-un termen în fază cu curentul 


(componenta activă a tensiunii instantanee ) și unul în cuadratură (componenta 
reactivă a tensiunii instantanee )t : 


u = U cos ọ 2 sin (ot — o) + U sin e V2 sin | ot — ọ + =] (33.116) 


t RA 


Această descompunere e unică, deoarece se face în baza identităţilor trigonometrice : 
sin a sin (a b + b) cos b sin (a — b) + sin b cos (a — b) = cos b sin (a —- b} + 


| T 
— sin bsin ja—b + |. 


i 2 
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Folosind această descompunere, puterea instantanee se serie: 


9) +- 2Ul sin m sin ( cot — p) cos (cut — 19) 


7 


p = ui = 2Ul cos o sin? (ot 


sau 


P= pr pu = UI UI cos q p [1 — cos 2 (ot —9)] + UI sin ọsin 2(ot—0). (33.117) 
B 200 XE 

Se observă din comparația relaţiilor (33.114) şi (33.117) că primul termen : 

o) = UI cos p[i — cos 2 (ot — o) >00 (33.118) 

este o putere instantanee pozitivă, rezultată din multiplicarea curentului cu 

componenta tensiunii în fază cu cl, Puterea pa se numeşte Putere instantanee 

de pulsaţie, are valoarea medie egală cu valoarea medic a puterii P» adică cu 


puterea activă P şi este chiar puterea instantanee dezvoltată în rezistenţa cir- 
cuitului. Al doilea termen : 


D= ui == ri? = rI? 2 sin (ct 


Q 
px = (u; + uc)i = > l pe + WO) = p— pge = Ul singo sin 2(0t — ọ) (33.119 
adi 


este puterea instantanee rezultată din multiplicarea curentului cu componenta 
tensiunii în cuadratură cu el și se numește putere instantanee oscilantă. Valoarea 
medie a puterii p este nulă, iar valoarea ei maximă e chiar puterea reactivă 
(în modul). Puterea instantanee oscilantă e egală cu viteza de variaţie a ener- 
giei instantanee totale (electrice și magnetice) a circuitului. Puterea reactivă 
fi în modul) e deci esală cu amplitudinea vitezei de variaţie a energiei acumulate 
în cîmpul eleciromagnetic al circuitului. O altă interpretare a purei reactive 


rezultă din (33.112) și (33.92): 


0 = XP = {X; + Xo) P= [Lo — - -) P= | (33.120) 
i Ciy} : 
Valoarea medie a energiei magnetice este : 
aoia TOT s IN BE e aA J LI 
z) = A de 2 dt] = =; 33.121) 
N N 2 rhea] 2 ( 4 


conform relației (33.5). 
Valoarea medie a energiei electrice este : 


y CI y2 N Ai 7-2 
s t Cug A B E VE C l1 P 
PO = | Edr chy | uta] =t = Di» (88.122) 


conform relaţiei (33.5) si (33,39). 
Rezultă : 


Pi -20 pi ~ (e y | 33, 123) 
IQ = m LA 


În consecinţă, puterea reactivă este vulă dacă j0 — uyi )-= 0. Această situaţie 
corespunde defazajului q = 9. 
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33.4.5. Aplicaţii, 1. Un motor de c.a monofazat, funcționind sub tensiunea U = 220 V, 
absoarbe o putere activă P = 2 kW, sub cos 9 = 0,8 inductiv. Se calculează parametrii dipo- 
lului receptor constituit de motor, puterea reactivă și puterea aparentă, 


Cu aceste date se pot calcula succesiv: 


P 2.198 5 
Curentul absorbit: I = = = 11,354, 
U cos o 220 . 0,8 
: U 220 
Impedanţa motorului; Z = — = ——— = 19.4 Q. 
I 11,35 


Rezistenţa motorului: R = Z cos ọ = 19,4. 0,8 = 15,5 Q. 
Reactanța motorului; X = Z sin ọ = 19,4 . 0,6 = 11,65 Q. 
Puterea reactivă absorbită: Q == UI sin ọ = 220 . 11,35 . 0,6 = 1,5 kvar. 
Puterea aparentă: S = UI = 220 . 11,35 = 2,49 KYA. 
2. O linie bifilară debitează la receptor puterea P = 20 kW, sub tensiunea U = 220 V 


şi cos ọ = 0,8 inductiv. Conductorul liniei are o rezistență specifică A = 3. 107 0/m şi linia 
are lungimea į == 100 m. Să se calculeze pierderile de putere activă A? pe linie. 
Exprimăm pierderile în funcțiune de datele problemei. Cu relaţiile (33.105) şi (33.111) 
rezultă ; 
s2 Pa Q 
AP=rf=r sr —— 24, 
z > (33.124) 


6 3 
Aici Q = P tg ẹ = 20000. K = 15 000 var 


r= 3. 10-4.2.100 =6.10= 9 
şi rezultă : 
20? + 15? $ 
AP = 6. 10°. ——— 10° = 774 W. 
220 


Observaţie: Din relaţia (33.124) rezultă că dacă se cere transmisiunea unei puteri 
active P, date cu o linie de rezistenţă r dată, pierderile sînt invers proporţionale cu pătratul ten- 
siunii şi cresc cu pătratul puterii reactive. Din acest exemplu rezultă necesitatea tensiunilor 
înalte pentru puteri şi distanţe mari (la 380 V, pierderile ar fi fost de trei ori mai mici ), cura 
și importanţa ameliorării factorului de putere (la e = 0, Q = 0 pierderile ar fi fost de 495 W). 


34 | METODE DE REPREZENTARE SIMBOLICĂ 
e| A MĂRIMILOR SINUSOIDALE | 
ŞI UTILIZAREA LOR 


La circuitele electrice cu o structură mai complexă, determinarea regimului 
permanent cu metoda substituţiei folosită în paragraful 33.2 devine o operaţie 
laborioasă, greu de sistematizat, depărtată de metodele familiare electricienilor 
de la studiul circuitelor de curent continuu (utilizarea sistemelor de ecuații 
algebrice liniare) şi prea puţin intuitivă. 


3 —1668 
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De aceea s-au elaborat numeroase alte metode (v. și metoda separării pute- 
rilor — par. 36.4), dintre care cele mai utilizate sînt însă metodele de reprezen- 
tare simbolică 1, care consistă în principiu în următoarele : 

— Utilizind o anumită regulă de reprezentare (transformare, corespon- 
denţă), se asociază biunivoc fiecărei mărimi sinusoidale un simbol, numit imaginea 
sau reprezentarea mărimii (de ex. un vector în reprezentările geometrice și un 
număr complex în cele analitice). 

— Se identifică relaţiile dintre simboluri care corespund relaţiilor dintre 
mărimile sinusoidale, adică ecuaţiilor integro-diferenţiale ale circuitelor. 

— În loc să se rezolve direct aceste ecuaţii integro-diferenţiale, se rezolvă 
relaţiile corespunzătoare dintre simboluri în raport cu simbolurile mărimilor 
necunoscute. 

— Utilizînd regula de reprezentare în sens invers, se determină care sînt 
mărimile sinusoidale necunoscute, știind că trebuie să corespundă simbolurilor 
determinate anterior. 


Schematic, aceste metode se pot prezenta astfel : 


mărimi sinusoidale relaţii între mărimi sinu- mărimi sinusoidale 
date —— —  soidale (ecuaţii integro- — — -> necunoscute 
diferențiale) 


) 
| 


simbolurile  (imagi- relaţii între simboluri simbolurile  (imagi- 
nile) cunoscute ——— (imaginile ecuaţiilor dife- >» nile) necunoscute 
rențiale) 
Pentru ca această cale de rezolvare — aparent ocolită — să fie avantajoasă, trebuie să 


fie îndeplinite anumite condiții : 

I. Reprezentarea să fie biunivocă, adică fiecărei mărimi sinusoidale să-i corespundă un 
singur simbol şi fiecărui simbol să-i corespundă o singură mărime sinusoidală. 

II. Transformarea directă (de la mărimea sinusoidală la simbolul ei) şi transformarea 
inversă (de la simbol la mărimea sinusoidală) să se facă fără dificultăți de calcul. 

III. Fiecăreia dintre operaţiile elementare cu mărimi sinusoidale care intervin în ecua- 
şiile circuitelor (adunarea, amplificarea, derivarea şi integrarea) să-i corespundă biunivoc o 
operație omologă efectuată cu simboluri. În particular, deoarece pentru simbolurile utilizate 
(vectori, numere compiexe) operaţiile de adunare și de amplificare (înmulţire cu un scalar) 
sînt definite în prealabil (independent de problema utilizării ior în metodele de reprezentare 
simbolică), trebuie ca adunarea mărimilor sinusoidale să corespundă adunării simbolurilor res- 
„pective, iar amplificarea unei mărimi sinusoidale cu un scalar să corespundă înmulțirii simbolului 
cu același scalar : reprezentarea trebuie să fie liniară. 

IV. Calculul cu simboluri să fie mai simplu, mai uşor de sistematizat, sau mai intuitiv 
decît calculul cu mărimi sinusoidale, acesta fiind însuși rostul acestor metode. 


1 Metode de reprezentare simbolică se utilizează cu succes şi în studiul regimului 
tranzitoriu (v. cap. 52). 
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34.1. Reprezentări geometrice 


O funcțiune sinusoidală de timp, de frecvenţă dată, e complet caracte- 
rizată de două valori scalare : amplitudinea (sau valoarea efectivă) și faza ini- 
țială. Un vector liber ! în plan e complet caracterizat de două valori scalare : 
modulul şi unghiul făcut de orientarea lui cu o axă de referinţă, numit argumen- 
tul său. În ambele cazuri, obiectul considerat (funcţiune sinusoidală de timp 
sau vector liber în plan) e complet caracterizat de un număr pozitiv și de valoarea 
unui unghi. Se poate deci asocia fără restricţie fiecărei mărimi sinusoidale din- 
tr-o specie dată (curent, tensiune etc.) un vector liber în plan și reciproc, această 


asociere fiind biunivocă : 
i = IPsin(ot+ a) => F (i). (34.1) 


Relaţiilor analitice dintre mărimile sinusoidale le vor corespunde relaţii gco- 
metrice între vectorii corespunzători, relaţii care vor fi mai intuitive şi mai 
uşor de explicitat. Aceasta este ideea fundamentală a reprezentării geometrice 
a mărimilor sinusoidale, reprezentare introdusă în fizică de Fresnel. 

Vectorii reprezentativi F (i) sînt numiţi fazori (uneori vectori de timp), 
pentru a se preciza distincţia faţă de mărimile fizice vectoriale definite în spaţiul 
fizic tridimensional (cum este, de exemplu, densitatea de curent J), cu care nu 
trebuie confundați. 


Planul fazorilor e un plan abstract — mai exact, cîte un plan abstract pentru fiecare spe- 
cie de mărimi fizice cu variaţie sinusoidală — în care se reprezintă biunivoc mărimi care, din 
punctul de vedere al spaţiului fizic, sînt mărimi scalare : intensitatea curentului electric, ten- 
siunea electrică eic. Ceea ce se reprezintă prin fazori nu sînt însă valorile scalare (instanianee) 
ale acestor mărimi(care sînt caracterizabile printr-un singur număr, ca orice scalari), ci func- 
țiunile sinusoidale de timp respective (caracterizabile prin cîte doi scalari : amplitudinea şi faza). 
Ceea ce are deci „o natură vectorială“ (în sensul că admite o reprezentare biunivocă pe mul- 
țimea vectorilor liberi din plan) nu este specia de mărimi fizice i (intensitatea curentului elec- 
tric), ci mulţimea funcţiunilor sinusoidale de timp de forma IV2 sin (ot + y). 

Deşi limbajul tehnic comun e destul de ambiguu — numindu-se, de exemplu, curent 
eleciric atît mărimea sinusoidală cît şi fazorul corespunzător — nu trebuie să se confunde 
această mărime cu imaginea ei: vectorul $ (i) nu este curentul electric, ci numai îl repre- 
zintă, în cazul particular cînd are o variaţie sinusoidală, 


34.1.1. Reprezentarea cinematică (eu vectori rotitori). În reprezentarea 
cinematică, fazorul asociat mărimii sinusoidale e un vector liber, de modul con- 
stant, egal cu amplitudinea mărimii sinusoidale și de orientare variabilă, care face 
în fiecare moment t, cu o axă de referinţă fixă OX, un unghi (argumentul) egal cu 
faza mărimii (ig. 34.1): 


1 Se numeşte vector liber un vector al cărui punct de aplicaţie e arbitrar, astfel că re- 
prezintă mulțimea tuturor vectorilor omoparaleli și de aceeaşi mărime cu el (echipolenţi cu 
H. avînd diferite puncte de aplicaţie. De obicei se utilizează același punct de aplicaţie pentru 
toți vectorii liberi care intervin într-o problemă dată, afară doar dacă claritatea construcţiilor 
zrafice nu cere contrariul. 
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Pentru vectorul liber în plan cu modulul A şi cu argumentul z se foloseşte uneori 
notația 4/4. Cu această notație, regula reprezentării cinematice se scrie : 


| F (î)= IV 7o +y |. (34.3) 


Proprietăţi : a) Vectorul reprezentativ (fazorul) se rotește în sensul trigonometric direct 
cu viteza unghiulară constantă o. El face mereu un unghi constant (egal cu faza iniţailă, y = 
= AX A0X) cu o axă OX, rotitoare cu aceeaşi viteză şi numită axa de origine de fază (pentru 
că are orientarea vectorilor reprezentativi ai mărimilor sinusoidale luate ca origine de fază). 
Axa origine de fază face unghiul X XOX, = ot cu asa de referință fixă OX,. Dacă se repre- 
zintă mai multe mărimi sinusoidale de aceeaşi frecvenţă (v. fig. 34.2), toţi vectorii reprezen- 
tativi sînt în repaus relativ. Figura geometrică formată de acești vectori împreună cu axa ori- 
gine de fază se roteşte în ansamblu cu viteza œ în sens direct. 

b) Valoarea instantanee a mărimii sinusoidale corespunzătoare unui anumit fazor dat, 


în momentul t, se poate determina grafic, proicctind fazorul pe o axă fixă 0Y, rotită cu 


în sens direct față de axa de referință OX, (fig. 34.1) şi numită axa transversală. 
c) Defazajul 9,2 = Yı —Ya al mărimii sinusoidale i = J, Vă sin {ot + yı) faţă de mă- 


. : = Fa: 
rimea sinusoidală i, = Ia V2 sin (œt + Ys), cu 


pan — E — 
5 (i) = 1 V2 fort = 04; Fli) = Ia VA Zot + y = Oda (34.4) 


se reprezintă direct prin unghiul X 4,04A,, format de vectorii reprezentativi respectivi 
(v. fig. 34.2). Toate unghiurile sînt orientate, sensul de referință pozitiv al fazelor şi defa- 
zajelor fiind sensul trigonometric direct. Fazorul unei mărimi cu faza inițială mai mare — adică 
defazată înainte faţă de o a doua — e rotit în sensul direct față de fazorul celei de a doua 
mărimi. Săgeata defazajului aa e deci îndreptată de la DA la DA; dacă sensul ei coincide 
cu sensul direct, 913 > 0, (yı > Ya), iar dacă nu coincide, pa < 0, (yı < Yə) Posibilitatea 
reprezentării intuitive directe a defazajelor constituie unul dintre marile avantaje ale repre- 


zentării geometrice, 

d) În acelaşi plan se pot reprezenta fazori asociați unor mărimi din specii diferite. În 
acest caz, pentru fiecare specie se foloseşte o altă scară și nu se pot aduna decît mărimi 
din aceeași specie. De aceea e recomandabil să se diferențieze diferitele specii prin tipul de 
linie folosit (groasă, subţire, întreruptă). În figura 34.3 se reprezintă alături de curentul (34.2), 


tensiunea u = U Y7 sin (ot + 8) prin fazorul: 


S (u) = UȚV2 /ot +3 (31.5) 


Corespondenta operaţiilor. O dată formulată regula de reprezentare și pro- 
rietăţile ei, trebuie să stabilim cari sînt operaţiile cu fazori corespunzătoare 
operaţiilor elementare cu mărimi sinusoidale (v. par. 33.1.3.). De proprietățile 
acestei transpuneri a operaţiilor depinde întreaga utilitate a metodei. Se demon- 
strează fără dificultăţi următoarele : 
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Tig. 34.1. 


Fig. 34.3. 
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a) Adunarea mărimilor sinusoidale corespunde biunivoc cu adunarea vec- 
torială a fazorilor respectivi (v. fig. 34.4) : 


i + i 204, + OA (34.6) 


Ss 

y- 
w 
fozas. 
Era 
O 
A 


Fii Fü) Fli F (h + i) = F (i) + F (i). 
X i E (34.6) 


Această proprietate rezultă imediat, 
folosind interpretarea mărimilor sinu- 
soidale ca proiecţii pe axa trans- 
versală OY a fazorilor şi utilizînd 
teorema proiecţiilor : „proiecția sumei 
mai multor vectori e egală cu suma 
proiecţiilor“. Relaţiile (33.24), (33.25) 
care dau parametrii sumei a două 
mărimi sinusoidale coincid cu relaţiile 
Fig. 34.4. corespunzătoare de la adunarea 
j vectorilor cu regula paralelogramului. 


b) Amplificarea (înmulțirea) unei mărimi sinusoidale cu un scalar real cores- 
punde biunivoc cu amplificarea (înmulțirea) cu același scalar a vectorului repre- 
zentativ (fig. 34.5): 

——> ea 
Ni 2 A0A = 11|2 /ot + y, (34.7) 
adică 
F (ai) =à (i). (34.7) 
Această proprietate rezultă imediat din regula de reprezentare (34.2) , care asociază ampli- 
tudinea mărimii sinusoidale la modulul vectorului. (cu observaţia că dacă > < 0, trebuie modi- 
ficată faza iniţială cu m, ceea ce corespunde inversării sensului vectorului, așa cum era necesar), 


Observaţie: Reprezentarea cinematică este o reprezentare liniară, deoarece asigură 
corespondenţa operaţiilor de adunare și îumulţire cu un scalar. 


c) Derivarea unei mărimi sinusoidale în raport cu timpul se traduce prin în- 
mulţirea modulului fazorului cu w și rotirea în sens direct (înainte) cu v |2 (fig.34.6) : 


3 2 oră / ot + 3 40) 
via 
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adică 


af diy e Ta A T 7 
S [3] 12 / ot yti. (34.8) 


Ri a f Ah di 
În adevăr, membrul drept e fazorul care corespunde mărimii sinusoidale —— din relația (33.27). 


Am găsit astfel corespondentul (biunivoc) al operației de derivare de la mărimi sinusoidale. 


6 


A d) Integrarea în timp a unei 
mărimi sinusoidale se traduce prin 
împărţirea modulului fazorului cu o» 
şi rotirea în sens invers (în urmă) 
cu n2 (fig. 34.7): 


. 1 TETS 
d IV / ot tyt, 
ji / A SI 2 


(34.9) 


În adevăr, membrul drept e fa- 
zorul care corespunde mărimii sinu- 
soidale (33.28). Am găsit astfel cores- 
pondentul (biunivoc) al operației de integrare de la mărimi sinusoidale, 


Deoarece operatiilor elementare cu mărimi sinusoidale, care intervin în 
ecuațiile diferențiale liniare ale circuitelor, le corespund operații elementare 


: Si Ce iei d tei TE tina LTE az 
efectuate cu vectori ladunări, ampHhcari, rotiri CU — j, rezultă că acestor ecuafti 
2 


diferenţiale le vor corespunde constructii geometrice (grafice), consistînd din însu- 
marea unor vectori cu diferite orientări. Aceste construcţii geometrice se numesc 
diagramele vectoriale sau fazoriale ale circuitelor și reprezintă imaginile ecuaţiilor 
circuitelor în această reprezentare. 

Metoda reprezentării cinematice pentru rezolvarea circuitelor liniare de 
curent alternativ consistă deci în următoarele : 

1, Se consideră ecuaţia integro-diferențială a circuitului și se construiește 
diagrama vectorială corespunzătoare, pornind de la fazorii reprezentativi ai 
mărimilor sinusoidale asupra cărora se efectuează operaţiile „reprezentate de 
diferiți termeni ai ecuaţiei (indiferent de faptul dacă aceste mărimi sînt „necu- 
z zoscute“ sau sînt „datele“ problemei). 

„ Se construiește fazorul care corespunde termenului liber al ecuaţiei și 
-are — în conformitate cu regula adunării vectorilor — închide poligonul for- 
xat prin însumarea fazorilor corespunzători diferiților termeni ai ecuațici. 

3. Sc verifică corectitudinea reprezentării tuturor operațiilor ș şi a mărimilor 
„iate“, trasîndu-se (dacă e nevoie) axa de origine de fază și axa de referință. 
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4, Se determină cu metode geometrice (cel mai ades prin proiecţii pe două 
axe ortogonale) relațiile dintre modulele și argumentele fazorilor mărimilor 
necunoscute și acelea ale fazorilor mărimilor date. 

5. Se explicitează din aceste relaţii parametrii mărimilor necunoscute 
(în general, valori efective și defazaje) și se scrie cu acești parametri expresia 
instantanee pe baza regulii de reprezentare. 

Se constată că în această metodă, rezolvarea ecuaţiilor integro-diferenţiale 
ale circuitelor în regim permanent sinusoidal revine la determinarea cu metode 
geometrice — eventual grafice —a unor segmente și unghiuri necunoscute 
dintr-o construcţie grafică. 


Observaţie: Dacă s-ar folosi pentru mărimi sinusoidale forma normală în cosinus 
(33.13), vectorul reprezentativ ar fi tot (34.3) şi toate proprietățile metodei — inclusiv modul 
de transpunere al operaţiilor elementare — ar rămîne neschimbate, cu o singură excepţie: 
determinarea grafică a valorii instantanee s-ar face proiectînd fazorul pe axa de referință OXo 
(segmentul OA” în fig. 34.1). În acest caz, y ar fi faza iniţială de la forma în cosinus, no- 
tată în relaţia (33.13), cu x. Toate mărimile sinusoidale care intervin în aceeași problemă tre- 
buie scrise într-un singur mod, în sinus sau în cosinus; în caz contrar, interpretarea diagramei 
(care nu depinde de această scriere) se face greșit. 

34.1.2. Aplicaţie. Circuitul serie r, L, C. Exemplificăm metoda reprezentării cinema- 
tice prin rezolvarea circuitului serie r, L, C studiat cu metoda substituției în paragraful 33.2.6. 
Ecuația circuitului e (33.61): 


naes di 1 
U V2 sin (ot B)=ri La i de, (34.10) 
di C 
functiunea necunoscută fiind curentul: 
I Vă sin (ot + y) = = Va sin (ot + 8—ọ). (34.11) 


Deoarece adunării și amplificări: mărimilor sinusoidale le corespund adunarea şi amplificarea 
vectorilor, diagrama corespunzătoare ecuaţiei (34.10) — adică imaginea acestei ecuații — ex- 
primă următoarele : fazorul tensiunii este o sumă de trei termeni, dintre care primul e fazo- 
rul curentului amplificat eu r, al doilea e fazorul derivatei curentului amplifieat cu L, iar al 


treilea e fazorul integralei curentului amplificat cu 


c 
Ținînd seama de regulile (34.8) şi (34.9) ale derivării și integrării, însumarea aceasta se 
— 
poate efectua grafic (fig. 34.8), pas cu pas. pornind de la un vector arbitrar 04, ales pentru 
fazorul necunoscut al eurentulni (reprezentăm curentul cu linie întreruptă şi căderile de ten- 
> 
siune cu linii pline) : adunăm vectorial fazorul OB al curentului amplificat cu r, (ri) — cu fa- 


i di C iezi 
zorul BC al curentului rotit înainte cu — și amplificat cu Lo [z al — şi cu fazorul CD 
2 dt 
7 1l Erf i iar 
al curentului rotit în urmă cu — și amplificat cu — T idt}. Conform ecuatiei (34.10), 
2 Co 


= 
suma OD a acestor trei fazori trebuie să fie fazorul tensiunii u. Am obţinut diagrama circui- 
tului serie r, L, C. Putem acum trasa axa de referință OX}, formînd unghiul œt + P în urmă 
față de fazorul tensiunii. Unghiul format de fazorul tensiunii cu fazorul curentului este chiar 
defazajul e = 8 — y = (at + p) — (ot -i- y) dintre tensiune și curent. Din triunghiul drep- 
tunghic OBD se deduce imediat : 


2 
(E FR = (IVP -+ Lor V2— Zi i) 
Co 


U= P | ; [Lo 1 F) 


L t Co 
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adică : 


7 
I= cUe arta la (34.12) 
2 
|» L (z — E 
Co 
şi 
Lor V2— =- IVă Lo — = 
tone Pa Ca S (34.13) 
rI y2 r 


{deoarece pe desen a rezultat o în sens direct, semnul obținut pentru defazaj din calculul geo- 
metric e cel corect. Dacă din constructia grafică, săgeata lui ọ, dirijată de la curent la ten- 
siune, ar fi rezultat în sens invers, ar fi trebuit să schimbăm semnul). Rezultatele obținute 
sint cele cunoscute , relația (33.66) şi (33.67) de la aplicarea metodei substituției. 


Observaţii: a) Cu metoda reprezentării cinematice se obține o privire de ansamblu 
intuitivă asupra proprietăţilor circuitului şi, în special, asupra relaţiilor de fază. Putem ur- 
mări, de exemplu, fără dificultăţi modul cum se modifică diagrama — cînd frecvenţa crește, 
cînd rezistenţa r scade etc. Avantajul principal al reprezentărilor geometrice consistă în 
această posibilitate de a putea aprecia repede, intuitiv, proprietăţi calitative ale circuitului. 

b) După construirea diagramei și găsirea valorilor necunoscute se poate scrie direct va- 
loarea instantanee a oricăreia dintre mărimile sinusoidale care apar în circuitul considerat, 
De exemplu, în cazul circuitului din figura 34.8, căderea de tensiune din bobină este: 


ur = Ur Ya sin E +y A = LoI f2 in (or Lt a i z . (34.14) 


c) Metoda reprezentării cinematice se poate utiliza și în cazul cînd în circuitul liniar stu- 
diat se întîlnesc mărimi sinusoidale de frecvenţe diferite, datorită faptului că tensiunea apli- 
cată e o suprapunere de mai multe tensiuni sinusoidale (v. şi cap. 48). În acest caz, metoda 
se aplică pentru fiecare grup de componente de aceeași frecvenţă în parte, cu observaţia că 
unghiurile formate de fazori cu frecvențe diferite nu mai sînt constante. 
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d) Produsul a două mărimi sinusoidale (v. rel. 33.29), nefiind o mărime sinusoidală, nu se 
poate reprezenta prin fazori după această metodă, Pentru acelaşi motiv, metoda nu e aplicabilă 
circuitelor neliniare sau parametrice, în care operaţiile efectuate asupra unor mărimi sinusoidule 
conduc la mărimi nesinusoidule. 

e) Reprezentarea prin vectori rotitori după regulile (34.2), (34.3) se utilizează și pentru 
mărimi nesinusoidale de forma: 


YD = YO) sin 909 Z> YO 7000), (34.15) 
numite mărimi sinusoidale modulate (mărimi armonice modulate) sau mărimi cuasisinusoidale 
(cuasiarmonice), în cazul cînd „amplitudinea“ Y(t) și „pulsaţia instantanee“ Q @) = d(H l 

dt 


definită ca derivată a „fazei“ O(1), sînt funcțiuni lent variabile în timp. În acest caz, pozi- 

ţia relativă a vectorilor rotitori este și ea lent variabilă în timp. Reprezentarea rămîne liniară, 

adică imaginea sumei e suma imaginilor (34.6), iar imaginea produsului unei mărimi cu un 

scalar e produsul prin acel scalar al imaginii mărimii — dar derivarea și integrarea nu se mat 

traduc prin operaţiile (34.8) şi (34.9). De aceea, metoda reprezentării cinematice pentru rezol- 
Asii Crt aere AD ; . , 

varea circuitelor nu e aplicabilă decit în regim permanent sinusoidal. 

) Practic, în aplicații, construcția grafică corespunzătoare acestei inctode se poate sim- 
plifica, eliminînd tot cea ce nu e util calculului geometric propriu-zis : rotația ansamblului 
diagramei cu viteza © în sens direct şi factorul parazit | 2. Altfel spus, putem presupune că dia- 
grama e considerată din punctul de vedere al unui observator mobil, care se roteste o dată 
cu ea şi care lucrează cu valorile efective în locul amplitudinilor!, reducând diagrama la scara 
1/2. Se ajunge astfel la metoda reprezentării polare, aplicabilă numai în probleme în care 
intervin mărimi de aceeași frecvenţă şi prezentată în continuare. 


34.1.3. Reprezentarea polară (cu vectori ficşi). În reprezentarea polară, 
fazorul asociat mărimii sinusoidale e un vector iiber fix, de modul egal cu valoarea 
DORAS aul aa SI ae Aa pt ee i 
efectivă a mărimii sinusoidale şi de argument egal cu faza inițială a mărimii 


(fig. 34.9): 


4% 
j 


i=I1|2 sin (oI, 
] (34.16) 
FTy=//r | gü) =I/Y 


|. (34.167 


În această reprezentare. 
fazorii sînt deci imobili, au 
lungimi egale cu valorile 

Axa origine de tară efective ale mărimilor si fac 

X cu axa fixă a originii de fază 

unghiuri egale cu fazele 

— -4 inițiale. Imaginea conservă. 
EAR acum din mărimea sinu- 

Fig. 34.9. soidală numai elementele 


1 Această ultimă simplificare nu e necesară, dacă valorile efective nu apar explicit in 
expresia mărimilor sinusoidale, adică dacă simbolurile majuscule reprezintă chiar amplitv.-- 
dinile. 


care o individualizează în raport cu celelalte de aceeaşi frecvenţă : valoarea 
efectivă şi faza iniţială. Defazajul a două mărimi se reprezintă, ca și mai înainte, 
prin unghiul format de fazorii respectivi. De astă dată, pentru a obtine valoarea. 
instantance a mărimii, trebuie să se multiplice cu y2 proiectia fazorului pe axa 


Flil= IT 


PE A 


st) sul/T+ 7/2 N 


transversală 0Y,, carc se roteşte în acest caz cu viteza de rotație w în sens invers 
celui trigonometric (împreună cu axa de referință OX,). Deoarece această con- 
strucţie nu c de obicei utilă, sistemul de axe OX Yọ nu se mai reprezintă în. 
diagrame (v. fig. 34.10), 

Avînd în vedere că reprezentarea polară este (pină la factorul de asemă- 
nare 2) tot reprezentare cinematică, raportată îusă la un reper în rotaţie cu vi- 
teza unghiulară o, în raport cu care vectorii sînt imobili — toate proprietăţile 
reprezentării, privitoare la mărimi sinusoidale de aceeași frecvenţă, rămîn 
valabile : 

a) Suma a două mărimi sinusoidale se reprezintă prin suma fazorilor cores- 
punszători (rel. 34,6); 

b) Amplificarea cu un scalar real a mărimii sinusoidale se reprezintă prin 
amplificarea cu acelaşi scalar a fazorului (xel. 34.7); 

c) Fazorul care reprezintă derivata unei mărimi sinusoidale se obține din 
fazorul reprezentativ al mărimii, prin amplificare cu œ şi rotire înainte (în sens 


trigonometric direct) cu = (fig. 34.10) : 


oT 
; y+ — i 
di — i 2 (34.17) 
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d) Fazorul care reprezintă integrala 
unei mărimi sinusoidale se obţine din fazorul 
reprezentativ al mărimii prin împărţire cu w% 
şi rotire înapoi (în sens trigonometric invers) 


cu n (fig. 34.10) : 


Fig. 34.11, | idez / 2. (34.18) 


Metoda reprezentării polare se aplică la fel ca și metoda reprezentării cine- 
matice, cu singura deosebire că se lucrează cu valori efective, iar trasarea axei 
de referinţă (acum mobilă) nu e necesară. Mai mult, deoarece alegerea originii 
timpului — și deci poziţia axei OX origine de fază — e arbitrară, nici această 
axă nu se mai desenează. Diagrama astfel obţinută cuprinde toate defazajele 
şi reflectă în modul cel mai simplu structura circuitului, permiţind calcului pe 
cale geometrică al parametrilor funcțiunilor sinusoidale necunoscute : valori 
efective şi defazaje. Pe diagramă, fazorii se notează cu simbolul valorii 


efective i respective. 

Exemplu : În figura 34.11 e construită diagrama polară a circuitului serie r, E, C, studiat 
în paragraful 34.1.2., din care rezultă imediat relaţiile cunoscute (34.12) şi (34.13), suficiente 
pentru a scrie valoarea instantanee (33.69) a curentului. 

În legătură cu alegerea orientării axei origine de fază observăm următoarele : de obicei, 
această orientare se ia orizontală de la stînga spre dreapta. Cum această alegere e arbitrară, 
adesea e mai bine să nu se fixeze de la început direcţia acestei axe. In adevăr, de cele mai 
multe ori e dată tensiunea aplicată, și anume cu faza iniţială nulă (deoarece ştim că în orice 
problemă, faza iniţială a uneia dintre mărimi e arbitrară şi se poate alege nulă) și se cere 
curentul, Construcţia diagramei se începe adesea (v. par. 34.1.2) de la fazorul curentului (a 
cărui fază iniţială nu e cunoscută), și orientarea tensiunii rezultă prin construcţie. Dezideratul 
de a întocmi astfel diagrama, încît tensiunea să rezulte orizontală, ar îngreuia în mod nejus- 
tificat această operaţie. 


34.1.4. Elementele de circuit studiate cu reprezentarea polară. Considerăm 
succesiv elementele ideale de circuit studiate în regim permanent cu metoda 
substituţiei (par. 33.2). Presupunem de astă dată tensiunea origine de fază: 


u=UV2sin ot (6=0) (34.19) 
și determinăm curentul cu ajutorul metodei reprezentării polare, deoarece 
B = 0, y = B — ẹ = — ọ şi curentul va fi de forma : 

i = IV? sin (%t— o) = z V2 sin (ot — ọ). (34.20) 


Chiar dacă în aceste cazuri elementare aplicarea metodei reprezentării geome- 

trice nu aduce o simplificare, cunoașterea proprietăților elementelor de circuit 

e necesară pentru aplicarea sistematică a metodei la cazuri mai complicate. 
a) Rezistorul ideal, de rezistenţă r, are ecuaţia (31.22): 
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Fazorul curentului amplificat cu scalarul r e egal cu tensiunea. Cei doi fazori 
sînt deci paraleli (fig. 34.12, a) şi au : modulele I și U = r Işi argumentele egale. 


Defazajul egal cu unghiul celor doi fazori e nul. Rezultă deci : 


IE ọ=0, i= 2 \Ēsin œt. 
r r 
Parametrii circuitului sînt : 
Z=r, R= Z cos o =r, X = Z singo=0 
Y =1/Z = sfr, G= Y cos o= lfr, B= Y sn ọ=0 


iar puterile sint : 


P=RĽ=rĽ=Ë, “Are, Do TA S=Ul= Ë. 
z 


r 


b) Bobina ideală, de inductivitate L, are ecuația (31.26) : 


(34.21} 


(34.22) 


(34.23) 


Fazorul tensiunii se obţine cu relaţia (34.17) din fazorul curentului rotit cu = 


înainte (în sens direct), prin ampli- 


ficare cu wşiapoi cu L (fig. 34.12,b) : 4 


U = L o I, iar curentul e defazat în U=ri 
i FE 7 x S u "ad = ———————— 
urma tensiunii cu— . Rezultă deci: Z 
U Ie ` 
I = = Rei ) Q. 
pa 7 2? 


5 U uz 7 
= — f2 si t — 2]. (34.24 
i A] sin (e z) ( ) 


Parametrii circuitului sînt : 
Z=Lo, R = Z cos ọ = 0, 
X= Z sin ọ= Lo, 

Y = 1/Z = 1/Lo, G = Y cos ọ=0, 
B = Y sin ọ = l /Lo, (34.25) 


iar puterile sînt: i 
[A 


P=RP=0, u 
Q= XP = Lo P= U? Lo, YA 


S = UI = U?/Lo. (34.26) 
c) Condensatorul ideal, de capa- 
citate C, are ccuatia (31.30) 


1 f 
u= uc= y | id 


Fig. 34.12. 
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Fazorul tensiunii se obţine cu (34.18) din fazorul curentului rotit cu 7/2 în urmă 
(în sens invers), prin împărţire cu œ, şi apoi cu C: U = Ijo C, iar curentul e 


defazat înaintea tensiunii cu Z (fig. 34.12, c). Rezultă deci : 
2 


rattur cern arr (a+). (34.27) 


PA 


Parametrii circuitului sînt : 
Z=1/C o, 
Y = 1/Z = Co, 


R= Zcos ọ = 0, 


G = Y cos o = 0, 


X=Z sin ọ = —l1/Co, 


B=Y sin ọ = — Co, (34.28) 
iar puterile sînt : 
P=RP=0, 
A rP = 
| b. Q= XP m UZ, 
TIEN DE S = UI = CoU. (34.29) 


34.1.5. Aplicație : Circuitul r, L, C cu toate elementele în paralel. Considerăm circuitul 
din figura 34.13, a (cu cele trei elemente ideale de circuit în paralel), căruia i se aplică 
tensiunea (34.19). Deoarece în regim cvasistaționar e valabilă teorema continuității (31.10) și 
„consecinţa ei directă, teorema l-a a lui Kirchhoff (v. şi cap. 36) îşi păstrează valabilitatea, 
Se poate deci scrie: 


i= i,t izt ic, (34:30) 


unde curenții sînt cei determinaţi mai înainte pentru elementele de circuit cărora, în acest 
az, li se aplică aceeași tensiune u. Conform relației (34.30), diagrama circuitului se constru- - 
iește obţinînd fazorul reprezentativ al curentului total 7 (fig. 34.13, b), prin -adunarea a trei 
l 
fazori : Tazorul I, = —— al curentului din rezistor, în fază cu fazorul tensiunii; fazorul Îp = 
T 
U PIE ; - 5 z ; i na 
= T al curentului din bobină (v. rel. 34.25), defazat în urma fazorului tensiunii cu 7/2 = 
© 
= fazorui Ic = U Co al curentului din condensator (v. rel. 34.28), defazat înaintea fazorului 
tensiunii cu 7/2. Deoarece, așa cum am inat la întîmplare mărimile acestor fazori, curentul 
total I a rezultat defazat înaintea tensiunii (cazul ọ < 0), unghiul de defazaj e trebuie 
„introdus cu semnul minus în relaţiile geometrice obținute scriind proiecţiile pe două axe (pa- 
ralelă cu U şi transversală faţă de U) a adunării vectoriale efectuate : 


I cos (—ọ) = Icose =, 


I sin (—o) = — sin ọ = Jc — I; = U [co —- al (431) 
(6) 


Dim aceste relaţii rezultă: 


i = 1 1 12 1 
I= U H | Coj); tg =r|—>— co] s (34.32) 
r? Lo Lo 
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adică: 
a , IP SE 1 1 2, 1 
i= 12 sin (ot-— o) = U} | -} 2 Co) sin | ot— arc ter [2 Co] ; 
r? Lo Lo 
(34.33) 
Parametrii circuitului sînt: 
1 1 
z = —, R= = —, X= 2 


iar puterile sînt: 


ra 2 
P=6U= Ë, e l a co) U}, S=UI= v| a ai DI seste 
9 


T Q 
(34.35) 


Se verifică uşor cum din acest circuit, particularizînd valorile parametrilor, se pot obţine re- 
jaţiile caracteristice ale elementelor de circuit, respectiv ale unor circuite cu două elemente 
În derivație, din tabela 33.1 (par. 33.3.5). 


34.2. Reprezentări analitice (în complex) 


În reprezentarea geometrică se folosește proprietatea funcţiunilor sinu- 
soidale de timp de a putea fi puse în corespondenţă biunivocă cu vectorii liberi 
din plan. Dar, așa cum sc ştie din algebra numerelor complexe, fiecărui număr 
complex îi corespunde biunivoc un punct din pianul complex (afixul numă- 
rului) — şi deci îi corespunde și vectorul de poziţie al acelui punct. Rezultă 
că identificînd planul abstract al reprezentărilor geometrice cu planul complex, 
stabilim o corespondenţă biunivocă între mulţimea funcţiunilor sinusoidale 
și mulțimea numerelor complexe. Sc obţin astfel reprezentările analitice — sau 
în complex — ale mărimilor sinusoidale : 


i= IVăsin (ot y) => C(i), (34.36) 


în care fiecărei funcțiuni sinusoidale de timp t îi corespunde o mărime complexă 
€ (i) 1, susceptibilă de a face obiectul unui calcul mai simplu şi mai sistematic 
decît cel efectuat cu mărimi sinusoidale. După cum planul complex a fost iden- 
tificat cu planul reprezentării cinematice (cu vectori rotitori) sau cu planul 
reprezentării polare (cu vectori ficşi), se obține o reprezentare în complex 
nesimplificată (cu mărimi complexe funcțiuni de timp, pentru a avea afixul 
rotitor în jurul originii) sau o reprezentare în complex simplificată — ultima 
fiind utilizabilă numai cînd toate mărimile sinusoidale au acecașşi frecvenţă. 


1 Se citește: „reprezentarea în complex a curentului i“. 
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Numere complexe. Reamintim pe scurt cîteva noţiuni asupra mărimilor complexe, intro- 
ducînd totodată unele notații folosite în electrotehnică. 
Numerele complexe (sau mărimile complexe) sînt expresii de forma : 


: f r= 1 i 
cari, cu j=|—l, (34.37) 
în care a este un număr real, numit partea 
reală a numărului complex, iar b este tot un 
A număr real, numit partea imaginară a numă- 

C= a+jbare* rului complex, Se scrie: 


c a= Re {c}; b=Im{e}. (34.38) 


+ 
m. 
Po 


Axa imaginară 


În conformitate cu recomandările C.E.I., în 

studiul regimului permanent, vom nota prin 

subliniere mărimile din electrotehnică, care 

Axa reală sînt numere complexe. Adesea nu se folo- 

3 77 seşte nici o notație specială — ca în mate- 

matici — sau se folosesc literele barate dea- 

N supra (adică, simbolul folosit ades pentru 
~b N mărimile electromagnetice vectoriale). 


Numerele complexe se pot scrie şi sub 
forma exponențială, respectiv irigonometrică 


(folosind formula lui Euler) : 


Fig. 34.14. e = ret =r cosa -+ jrsing?, (34.39 


în care r e un număr real și pozitiv (sau nul, pentru numărul complex zero), numit modulul 
numărului complex ce 


b >o, (34.40) 


iar « = arg fe Z 0 e un număr real, numit argumentul numărului complex c, dat de 
relaţiile : 
A b a 
sin = — | cosg = —» (34.41) 
r r 
astfel că 
a =r cosy, b= rsin o (34.41) 
Numerele complexe se pot reprezenta grafic, biunivoc, prin punctele unui plan abstract» 


numit planul complex sau planul lui Gauss, într-un sistem de coordonate carteziene. Punetul C 
asociat numărului complex c se numește afixul lui c și are abscisa egală cu partea reală a, 


iar ordonata egală cu partea imaginară b (fig. 34.14). Rezultă: 


OA =a, OB=b, O0OC=r, ACOA = a. (34.42) 


În acest plan, axa absciselor se numeşte axa reală şi sensul ei pozitiv se indică, de obicei, 
prin simbolul + 1 al unităţii reale; axa ordonatelor se numește axa imaginară, iar sensul. 
ei pozitiv se indică, de obicei, prin simbolul + j al unităţii imaginare. Prin această corespon-: 


1 În electrotehnică, unitatea imaginară |— | se notează cu simbolul j, pentru a evita: 
» 8 E] 
confuzii cu simbolul i al curentului. 
2 Această egalitate (formula lui Euler) trebuie utilizată numai cu unghiul g exprimat. 


în radiani 
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dență se asociază totodată biunivoe fiecărui număr complex c un vector liber în planul com- 


> 
plex: vectorul de poziţie OC al afixului C al acestui număr. Acesta e vectorul reprezentativ al 
numărului. ¢. În exprimarea curentă, numărul complex, afixul său și vectorul său reprezentativ 


se numesc și se simbolizează ia fel : numărul complex c e. 
Se numeşte operator de rotație cu unghiul 9 un număr complex de modul unitate şi de 
argument 6: 


ei? = cos 0 -+ j sin 6. (34.43) 


Exemple de operatori de rotație sînt: 


j =e șia le; jB =—j=e f; e i 34.44, 
J J J J 


Îninărul conrmplex zero are atit partea reală cit şi partea imaginară nule, respectiv modulul 
nul și argumentul nedeterminat. Se notează cu simbolul obisnuit pentru cifra zero (fără 
subliniere) şi corespunde originii O a Pagal i coniples 


Numărul complex c* = a — jb = re (v. fig. 34.14) se numeşte conjugatul numă- 
rului complex c = a + jb = re”. 
Operații elementare cu numere complexe. Anularea : Un număr complex (respectiv o expresie 


formată după regulile de calcul cu astfel de numere) se anulează anulindu-i modulul, respectiv 
și partea reală și partea imaginară ; 


c=0=r= 


IS 


02407 (34.45) 


Egalarea : Două numere complexe sînt egale dacă au părţile reale egale și părțile imaginare 
cgale, respectiv modulele egale și argumentele egale (sau diferite cu un multiplu întreg, n, 
de 27); 


G = ca > í ii AER | La (34.46) 


b, = ba ay = Op -+ dan. 


Orice egalitate între numere complexe (respectiv îutre expresii formate după regulile de calcul 
cu astfel de numere) furnizează două egalități între numere (expresii) reale. 

Adunarea (scăderea) : Numerele complexe se adună (se scad) dacă li se adună (scad) părțile . 
reale separat şi părțile imaginare separat : 


(ar + jb) E Cea + jba) = (ar d aa) + ji = ba). (34.47) 


În. reprezentarea grafică se face adunarea (scăderea) vectorială a vectorilor reprezentativi. 


Observaţie: Suma dintre un număr complex și conjugatul lui e egală cu dublul 
părții lui reale; iar diferența dintre un număr complex şi conjugatul lui e egală cu dublul 
părții lui imaginare : 


e + e* = 2Reţe! = 2a, c—c* = 2Imţc) = 2b. (34.48) 


Înmulțirea (împărțirea) : Numerele complexe se înmulțesc (se împart) dacă li se înmulțesc 
(impart) modulele și li se adună (scad) argumentele : 


Era = rırgei(t1 taa) (34.49) 
SL T jla a) (34.50) 
Ca Ta i 
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Modulul produsului (cîtului) este, deci, egal cu produsul (cital) modulelor, iar argumentul 
dusului (cîtului) este egal cu suma (diferenţa) argumentelor. În reprez rea grafică : vectorul 
prezentativ al ca se obţine (fig. 34.15, e) din vectorul unuia dintre factori (c,), ampli- 
ndu-l cu modulul ceh i 


rotináu-l cu argumentul acestuia (în sens direct dacă oa > Q 


și în sens invers dacă ca < 0); vectorul 
reprezentativ al citului se obține (fig. 34. 


in vectorul reprezentativ al numărătoru- 


PIE anl, 1 p i oroc 
ici {e} amplifcîndu-l cu valoarea reciprocă 


| 

a modulului numitorulpi | —| şi rotindu- 
tr] 

apoi cu argumentul acestuia în sens „opus 

(în sens invers dacă č, > 9 şi în sens direct 

dacă og < 0). 

Cazuri particulare: fpmvhirea unni 
compiox cu un factor real înseamnă 
fi amplificarea vectori ezeniativ cu acel 
N A factor real; Înmulțirea unui număr complex 
pd Aa i cu un operator de rotaţie (34.43) înseamnă 

È i] 


| pu i i rotirea vectorului reprezentativ cu argumen- 
zic S, —5——e tul 9 al acelui operator: 


a ce? = ret ei? = pekat0), (34.51) 


cÈ 
a ee na 
Si j ] 
ag ELA 
ata 


s7 
: 3 iz, Fu s 
Înmulțirea cu j=e înseamnă rotirea 
cu 7[2 în sens direct, iar împărțirea cu j, 
Pi 

S za aia A : da $ 
N adică înmulţirea cu — j = e înseamnii 
s Ni rotirea cu s/2 în sens invers. Aceste două 
N, 

N 


reguli vor fi foarte mult utilizate în studiul 
circuitelor cu metoda reprezentării în com- 
plex. Înmulțirea unui număr complex cu 
conjugatul său e un număr real: patratul 
modulului acelui număr 


prs 
R 
re 
adi Si 


A E a 


| 
| 
| 
| 
l 
5 


~à 


2 (34.52) 


+ 


D- 


34.2.1. Reprezentarea în com- 
plex (nesimpliʻicat). În reprezen- 
Fig. 34.15. tarea în complex nesimplificat, ima- 

ginea În complex a mărimii sinu- 

soidale i e o funcţiune complexă de timp, avind modului constant şi egal cu am- 


+ EX 
pliimdinea mărimii sinusoidale şi ar rgumentul egal cu faza mărimii sinusoidale : 
: = I V2 sin (o Azie ekot, 34,53) 
i = I2 sin (ott y) (34.53) 


Această imagine se mai numeste reprezentarea în complex nesimplificată a lui i 
sau valoarea instantanee complexă a lui î. În acord eu ultima denumire, mai 
sugestivă, vom nota această imagine cu simbolul grafic subliniat al valorii 
instantanee a mărimii sinusoidale : 


eli) = IVe jloity) — =i 


| (34.54) 
| 


literatură se mai folosește notația Î sau I). 


z 
gl 
— 
O 
i; 
iz 
e] 
i r 
xa 
ţi 
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În mod analog, imaginea în complex a tensiunii u este : 
u = U |Z sin (o + B) = u = U Y3 tM (34.55) 
Proprietăţi : a) Din formula lui Euler (34.30) aplicată reprezentării în 
cumplex : 
i= IV ete = IYF cos {ot y) + jI V2 sin (ot + y), (34.56) 


rezultă că pariea imaginară a reprezentării în complex nesimplificată este egală 
cu valoarea instantanee a mărimii : 


Hd = Im {i} = Im {7V2 ele). (34.57) 
Aceasta e regula, deosebit de simplă, a trecerii inverse de la imagine la mărimea 


8: iwa 


soidalä. 
b) Se poate da 


janee ia ate 


i trecerii directe de la mărimea instan- 
deoarece oT = 2m, avem: 


YS as „E TE T 
72 cos (ot y) = 1 [Z sin (o! ae n Ei = IV2 sin | o |i -+ aa 
2 V | 
sf EA 
3 fest) = d + A (34.58) 


(34.56) se scrie : 
p ife F 2) + ji). (34.59) 


Aceasta este expresia analitică e regulii. de reprezentare directe. 

e) Dacă s-ar folosi pentru mărimi sinusoidale forma normală în cosinus 
), reprezentarea în complex ar fi tot (34.54), ṣi toate proprietăţile metodei 
ar räme neschimbate, cu exceptia regulilor de reprezentare, care ar fi : 


-—— trecerea directă: 


TERT EN T TA 
i =i} ji [e zi (34.60) 

-— trecerea 
= F VŽ cos (ot + A = Re {i}. (34.61) 


usoidale care intervin 
trecerea direciğ 


Pentru toate mërimi pu: s si 
utilizeze o singură re 
normală î fie în rii i: în cosinus. 

d i) £ Comparind 3 regula de reprezentare în complex (34.13) cu regula repre- 
zentării cinematice (34.2), se constată imediat că, identificind planul fazorilor 


cu planul complex, iazorul corespunzător mărimii i (t) este vectorul reprezen- 
tativ al imaginii cozile Å 


aceeași problemă trebuie să se 
; erai adică o singură formă 


Si > 


Pie 


Axa de referință e acum axa reală, iar axa trans- 
versală e axa imaginară. De aceea, în aplicaţii se foloseşte calculul în complex 
al circuitelor în paralel cu reprezentare geometrică (care ilustrează mai sugestiv 
relațiile de fază), iar în diagrame, factorii sînt notați cu simbolurile reprezen- 
tärilor în complex. : 
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. Sa ie . . yo. fă + 
“ra dintre mărimea sinusoidală i=, V2 sin (ot) 
şi mărimea sinusoidală i, = I, |2 sin (ct + y») e egal cu diferența argumen- 


telor imaginilor lor în complex, adică cu argumentul cîtului lor : 


e) Defazajul o13=Y1 


Piz fi arate Ei : (34.62) 
Liz] 
Corespondenţa operaţiilor se stabilește fără dificultăți : 


l. Adunarea mărimilor sinusoidale corespunde biunivoc adunării imagi- 
nilor lor în complex: F 


i + is © i, t i» (34.63) 

adică 
(i, + i) = Ci) + Ci). (34.63) 
Această proprietate e evidentă în virtutea corespondenţei pe care am siabilit-o cu reprezentarea 


cinematică. Analitic ea rezultă din relaţia (34.57), ştiind că partea imaginară a unei sume. ¢, 
suma părţilor imaginare ale termenilor sumei. 


2. Amplificarea unei mărimi sinusoidale cu un scalar real corespunde biu- 
nivoc cu înmulţirea imaginii cu același scalar real : 


i => ài, (à Z 0), (34.64) 

adică 
Ci) = 200). (34.64) 
Şi această proprietate e evidentă și asigură împreună cu relaţia (34.63) liniaritatea reprezentării 


în complex, 


3. Derivarea unei mărimi sinusoidale în raport cu timpul se traduce prin 
înmulţirea imaginii ei în complex cu numărul imaginar j o 


joi, (34.65) 
adică 
e (5) = joeţi). (34.65) 
t 


În adevăr: 
T 
— T at] (rau z) 
= oră sin| ar + y4 E) or VEe 2 


di 

dt 

di E : „7 E 

az ci oIV2 pilot) ej = joIV2 elott) — joi. 

dt z 

Se observă totodată că, deoarece i este în această reprezentare funcțiune de timp, se obține 
di 


d REA piete = lott, 
q = ap D A) = jar V 2 deth = joi, 


adică reprezentarea derivatei este derivata reprezentării : 


di di [di 34.65 
ae |: aipa 
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4. Integrarea în timp a unei mărimi sinusoidale se traduce prin împărțirea 
imaginii ei în complex cu numărul imaginar j œ 


| iuli (34.67) 
jo 
adică : 
e [| ide) = 4 câi. (34.677) 
jo 


Demonstrația se poate face direct, ca pentru proprietatea precedentă, sau indirect, observînd că 


din relaţia (34.65) rezultă : 
d e 
si) = e (i | iar) = ġe | iar). 


Se demonstrează analog cu (34.606) relația : 
\ ia == iu = e | iar} . (34.68) 
J 


adică reprezentarea integralei e integrala reprezentării, 
Observaţie: Dacă am calcula produsul a două mărimi sinusoidale (rel. 33.29): 


iis = Lh cos (yı — Y2) — la cos (200t + Yı + Yah 


precum și produsul imaginilor în complex respective : 
ce pi ilot+vi+ ya) 
iris = 2hhe > 
a cărui parte imaginară e: 
Im ţi, + ia} = Dale sin (ot + Yı + Y2) Æ iig 


am constata că produsele de mărimi sinusoidale nu se reprezintă prin produsele imaginilor com- 
plexe. Ca şi metoda reprezentării geometrice, metoda reprezentării în complex poate fi utilizată 
numai pentru ecuaţii diferenţiale liniare cu coeficienţi constanţi, în care nu apar produse de 
funcțiuni de timp, 


În studiul în complex al circuitelor prezintă însă interes semisuma produ- 
sului dintre imaginea complexă a unei mărimi și conjugata complexă a celei- 
lalte : 


a i, al I Panny ză; PERIE T 
Di Ea Ta- L y2 ee w. V2 e j(oe- v2) —— 


> 


= hJa) = LI, cos (yı — Yo) -+ jlte sin (y — Y) (34.69) 


care are următoarele proprietăți remarcabile : 

— nu mai depinde de timp; 

—— depinde numai de valorile efective şi de diferenţa fazelor iniţiale, adică 
nu depinde de alegerea originii timpului; 

— are partea reală egală cu valoarea medie a produsului valorilor instan- 
tance (v. relaţia 33.29") : 


Regulile de mai sus, privitoare la traducerea operaţiilor elementare efec- 
tuate cu mărimile sinusoidale, arată că aceste operaţii se traduc — fără excep- 
ție — prin operaţii algebrice efectuate cu imaginile în complex ale mărimilor. 
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loa | 
(ep) 


Metodele de reprezentare în complex prezintă avantajul principal de a 
transforma ecuațiile integro-diferențiale liniare cu coeficienți constanti ale 
circuitelor, sat tisfăcute de curenții și tensiunile sinusoidale, în ecuaţii algebrice 
liniare (de gradul întîi) satisfăcute de imaginile complexe ale acestor curenţi 
şi tensiuni &. 


1 Regula reprezentării analitice poate îi dedusă exclusiv din condiţia ca ecuaţiile diferen- 
tiale liniare ale circuitelor să fie traduse în ecuaţii algebrice | rn aceasta e necesare 
ca reprezentarea căutată să fie liniară : 


Ei, A Aia) = MET) A dalta), (a) 
iar derivarea să se traducă prin înmulţirea ca un umăr p: 
[di PI 
e|—|= pei). 
Lat | 
E di J A PRE 
Din i = I y 2 sin (ot -+ y} rezultă da = — oi, Ġerivatei a Jout, 
2 


se obține cu (a): 


de unde 
P= tjo (2) 


Tinind seama că 


: 
A 


i 
= I Y 2sin (ot + y} = IV 2 cos y sin ot + — EY Z si ny = (sin wt} 
e dt 


cu (a), (b) și (e) rezultă : 


E(i) = Î cosy € e(V: 2 sin ot) + Isny pe (2 sin cat) = (cos y 


sat 


ei) = Tetive (V2 sin ot) = ATetiY (d) 


Â 


Aceasta e cea mai generală reprezentare analitică a funcţiunilor sinusoidale de timp, care asigură. 
transformarea ecuaţiilor diferenţiale liniare cu coeficienţi constanţi, ale circuitelor, în ecuaţii 
algebrice de gradul întîi. Semnul de la exponent se a alege J, pentru ca exponentul să fe chiar 
faza inițială a mărimii. Mărimea : 


= e (V2 sin ot) 


este imaginea celei mai „simple“ mărimi sinusoidale (de valoare efectivă egală cu unu și de 
fază iniţială nulă), Alegerea acestui sinbol e arbitrară. În reprezentarea în complex simplificat. 


se alege A = l si rezultă : 
ei) = Ie = J. de) 
În reprezentarea în complex nesimplificat se alege 
á= V2 gis! 


și rezultă : 
ea) = 7) Vă citati) (£) 
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Circuitele electrice liniare de curent aiternativ sinusoidal vor fi caracteri- 
zate prin sisteme de ecuaţii algebrice de gradul întîi, ca şi circuitele de curent 
continuu, Aceasta va permite elaborarea teoriei circuitelor de curent alternativ 
în sirînsă analogie cu aceea a circuitelor de curent continuu. 
` Metoda reprezentării în complex (nesimplificat), pentru rezolvarea cireni- 
telor de curent alternativ, consistă în următoarele ; 

1. Se seriu ecuaţiile integro-diferenţiale ale circuitelor (ecuatiile în valori 
instantanee). 

2. Se determină imaginile în complex ale m“ 
rează ca termeni liberi ai acestor ec şi care sînt, de roe pre — ei ex, 
tensiunile) cu regula trecerii directe (34.53...34.5 5). 

3, Se stabilesc imaginile în complex ale SERA falor diferențiale, adică ecua- 
viile algebrice liniare care le corespt und (ecuațiile în co mplex) cu n (34.63. 
34.64, 34.65, 34.67). Datorită lintarității, corespor e so face termen cu ter- 
men, înlocuind derivările în raport cu timpul prin înmulţiri cu jo și integrările 
în timp pia împărțiri cu j e. 

rezolvă aceste ecuații în raport i 
complexe) arador necunoscute (de obicei, curent i 

De Se determină mărimile sinusoidale necunoscute cu regula trecerii ins 

(34.57), adică separînd părţile imaginare ale iiaginilor complexe ale lor, 


4 
TA 
& 


valorile instantar 


34.2.2. Aplicaţie fa cirenitul serier, L, C. Exemplificăm metoda — în forma expusă mai sus 
—- prin rezolvare a ele circuitului serie care a mai fost studiat fu paragraful 33.2.6 gi 34.1.2, Repre- 
zentarea ecuației 34.10) a circuitului se poate prezenta schematic 


di 


sau 


de unde imaginea complexă a curentului este : 


z UV J elotti) 


Iot e aj are t z (iLo—1l0C)/r] 


r+ jlol — 1/0 Ve F lol 


oL—ijeC yo 

Aceasta este imaginea complex 
lui care trebuie determinat și a cărui s 
expresiei precedente : 


uV? 


z= sin | os -+ B — arc tg- 


T TEFL (oL= L/oC) 


Am obţinut chiar expresia (33.09), determinată prin calculul direct. 
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Observaţii: a) Avantajele acestei metode sînt şi mai evidente la circuite compli- 
cate, la care se obţin sisteme de ecuaţii diferenţiale și deci, cu ajutorul reprezentării în complex, 
sisteme de ecuaţii algebrice. Explicitarea formală a necunoscutelor e la fel de simplă ca şi în 
cazul circuitelor de curent continuu (regula lui Kramer pentru sisteme de ecuaţii liniare), deși 
calculele sînt mai luugi, din cauză că se operează cu numere complexe. O dată scrise ecuațiile î În 
complex, rezolvarea e o chestiune de calcul algebric, care se desfăşoară „mecanic“, fără să 
fie necesare raționamente suplimentare. 

b) Metoda e avantajoasă nu numai pentru rezolvarea propriu-zisă a circuitelor (determi- 
narea curenților cînd se dau tensiunile etc.) ci ṣi pentru studii teoretice, deoarece sistemele de 
ecuații în complex permit studiul sistematic al circuitelor sub această formă. Întreaga teorie mo- 
dernă a circuitelor de curent alternativ este elaborată astăzi cu reprezentarea în complex (v. şi 
cap. 36, 37,'38, 39 etc.). 

c) Dacă se scriu explicit (sub formă exponențială) toate imaginile complexe din ecuaţii — 
cînd toate mărimile sinusoidale au aceeaşi frecvență —, se constată că toţi termenii acestor 
ecuaţii (care sînt liniare şi omogene în raport cu aceste imagini) au un același factor comun 


V2 ciot. Acest factor poate fi simplificat de la început, fără ca restul calculului să fie afectat. 
Ecuația (34.71), de exemplu, se poate scrie : 


UVEA — sr Ță clor) + jar V3 etn d rya dt 
j EPT: 


sau — după simplificare : 


f : . T ; 
Ueb = rlei! + joLTeY Toal Iei, (34.73) 


de unde rezultă direct necunoscutele I şi y necesare scrierii valorii instantanee (34.72), dacă 


frecvenţa c cunoscută. 
De aceea, în aplicaţii, metoda reprezentării în complex se simplifică, adoptînd ca simbol 


al mărimii sinusoidale i raportul ily 20t, Noul simbol nu mai e o funcțiune de timp, ci 
un număr complex constant. Se obține astfel o altă formă a reprezentării analitice, pe care o 
prezentăm în continuare și care e utilizabilă numai atunci cînd toate mărimile sinusoidale au 
aceeaşi frecvență. 


34.2.3. Reprezentarea în complex simplificat. În reprezentarea în complex 
simplificat, inaginca în complex a mărimii sinusoidale i e un număr complex 
constant, avînd modulul egal cu valoarea efectivă a mărimii și argumentul egal 
cu faza iniţială a mărimii : 


i = I |2 sin (ot + y) 2 li. (34.74) 


Această imagine se mai numeşte reprezentarea în complex simplificată a lui i 
sau valoarea efectivă complexă 1 a lui i şi se notează cu simbolul majuscul, subli- 
niat, al lui i: 


(34.75) 


(În literatură se mai folosește simbolul / sau I, sau chiar F — în acest 
ultim caz rămînînd ca valoarea efectivă să se noteze |] |). În mod analog, 
imaginea în complex a tensiunii u este: 


U 2 sin (ot + 8) 2 U? = U. (34.76) 


1 Dacă se operează cu amplitudinile mărimilor sinusoidale și uu cu valorile lor efective, 
adică dacă se serie i = F sin (ot + y) — unde I e acum amplitudinea —, inaginea în complex 


r 


e I = Io” și se numeşte amplitudine complexă. 
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În exprimarea curentă se spune concis curentul complex (în loc de imaginea în complex 
a curentului) și tensiunea complexă (în loc de imaginea în complex a tensiunii). 


Observaţie : In reprezentarea în complex simplificat, mărimile sinusoidale origine 


de fază (y == 0) au imagini reale. 


În această reprezentare, regula trecerii directe se poate exprima analitic 
sub forma: 


Ta ge li ( ie F) + jio). (8447) 
iar regula trecerii inverse sub forma : 
i(t) = Im {V2 iI}. (34.78) 


Deoarece reprezentarea simplificată se obţine prin suprimarea unui factor 
comun parazit din toate relațiile în complex, care sînt liniare și omogene în 
raport cu imaginile complexe, toate proprietăţile reprezentării în complex 
nesimplificate, corespunzătoare unor astfel de relaţii, rămîn valabile. Defaza- 
jele rămîn egale cu argumentele rapoartelor imaginilor complexe respective : 


; = arg J&E 
(1 Ye 5 P1 = arg A a (34.79) 
f 
şi, în particular, detazajul dintre tensiune și curent e: 
U 
3 — vy = o = arg (2) ; (34.80) 


Transpunerile operaţiilor se fac după regulile stabilite : 
l. Suma a două mărimi sinusoidale se reprezintă prin suma imaginilor în 
complex corespunzătoare : 
ir ia E ht la (34.81) 
2. Amplificarea cu un scalar real a mărimii sinusoidale se reprezintă prin 
amplificarea cu acelaşi scalar a imaginii în complex a mărimii : 


ri E> ad. (34.82) 


3, Derivarea unei mărimi sinusoidale în raport cu timpul se traduce prin 
inmultirea imaginii ci în complex cu numărul imaginar jo: 


l >jol. (34.83) 


dé = 


De astă dată, relația (34.60) nu mai e valabilă, adică imaginea derivatei nu e 
derivata imaginii (care nu mai e funcţiune de timp). 

4. Integrarea în timp a unei mărimi sinusoidale se traduce prin împăriirea 
imaginii ei în complex cu numărul imaginar jo: 


(iar amt, (34.84) 


Jo 


> ı integralei nu mai 
este integrala i aşi inii (cae na mai e e funcţiune de timp). 


Observaţie: Înmulţiriisau împărtiriia donăr manimi sinusoidale nu le corespund îamul- 
tirea san Împăr pirea imaginilor lor complexe. Reprezentarea e aplicabilă aură la operații liniare. 


Metoda reprezentării în compiex 
(si ideea at) cuprinde z celeas şi etape 
metoda reprezentării nesimpli- 
„cu diferența că trecerea directă 
erminarea imaginii în complex a 
nel mărimi je ae ada se fate acum 
cu regula a inversă 
ï soidale 
oare unei e pati imagini 
- în « nplex) se face cu regula (34.39). 
e a e însoţit de obicei de diagrama vecto rială í întocmită în planul complex 
care axa reală e axă origine de fază — şi ados » nici nu se figurează), în care 
fazorii sînt notaţi cu simbolurile (34.75) ale imaginilor în complex, 


v 


Construcţia însăşi a diagramei vectoriale se aie pe baza indicaţiilor 


cuprinse în ecuaţiile în complex, știind că înmulţirea cu j înseamnă rotirea în 


si 


r 
FED 
Pa 
A 


Fig. 34.16. por 


= 


Š% 


sens direct cu Z > inr împărțirea cu 3 înseamnă rotirea în sens invers cu ~ 


Exemplu: Corespondenta (S471) a ecuaţiilor în instantanen gi în complex ale cirouituluai, 
aerie r, L, G este în acest caz: 


i 1 | E 
A TTA aapi E 
Ci 
i i j | 
š t. yy J i 3 "4.85 
E Li rd, Q „85) 
di Aia ui oG 
A, 


iar diagrama vectorială din figura 34.11 se notează ca în figura 34.16, dacă se alege tensiunea 
ca origine de fază. Nici în cazul acesta nu prezintă utilitate să impunem axei reale o anumită. 
ilixecție (de ex, cea orizontală de la stinga la dreapta). 


Reprezentarea în complex se utilizează insă -— aşa cum am spus — 
la studiul sistematice ai circuitelor electrice, împreună cu metode specifice 
de scriere directă a ecuaţiilor în complex şi de rezolvare a acestor ecuaţii. 
Pentru aceasta e necesară stabilirea mijloacelor de caracterizare a circuitelor 
cu mărimi complexe, 


:a în complex a cireuite elor lini 


34.3. Caraete tes 


Fie un circuit electric dipolar receptor, liniar si pasiv, ale cärui laturi inte- 
rioare 7 zu sint cuplate magnetic cu ext eron la care se aplică tensiunea la borne 
i după regula de la receptoare : 


sinusok 


u = U VŽ sin (ett 5) 22 


(34.86) 
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Dipolul absoarbe curentul de regim permanent : 
i = ÎV2sin (% 4- y) z2 I= Ie”. (34.87 
Pbserva pie: În cazul studiului în complex al circuitelor se obisnuieste ca în 


schemele acestora să se treacă direct simbolurile imaginilor în complex ale mărimilor (v. fig. 34.17), 
în locul sivnbolerilor valorilor instantanee. 


curent arai se d cn ajutorul 
parametrilor reali, definiții în para- 
graful 33.3  (impedanţa, defa 


He 


rezistența, reactanţa, a con- ~ e 
duactanța, su sceptanța), iar caracteri- ` 

zarea regi imului sğu baere te se face cu > | ~ pi 
ajutorul } puterilor reale, de finite î În para- z b k 


33.4 (puterea activă, puterea 

4, puterea aparentă). Metoda Fig. 34.17, 

reprezentării în complex se dovedeşte 

insă deosebit de eficace si în prezentarea unitară gi concisă a proprietăților 
circuitelor electrice. Vom arăta în cele ce urmează că se pot defini parametri 
compieesi (imp edanța complexă, admitanța complexă) și o putere complexă, 
susceptibili de a asigura o caracterizare completă a circuitelor şi din care se 
deduc imediat parametrii reali şi puterile reale. 

34.3.1. Impedanja complexă. Raportul dintre tensiunea complexă aplis- 
cată la bornele unui dipol liniar şi pasiv și curentul complex corespunzător nu 
depinde decît de parametrii elementelor de circuit și de frecvenţă. Acest raport 
er o mărime caracteristică dipolului, numită impedanţă complexă 


w; r, L, Cu...) (34.88) 


În adevăr, înlocuind în această relație expresiile imaginilor complexe (care pot 
A nesimplificate sau simplificate) se obţine : : 


U V2 jiu +e) Uel? T U cit 
IVă eter) Idy Z T 


= 5 -cos (B — y) +j Z sin (8 — y}- 


y = o e defazajul, care, așa cum știm 


o j i = 33 
Dar — == Z e impedanta (reală), iar B 


din relaţiile (33.73) şi (33.74), caracterizează circuitul la o f scvenţă dată. Impe- 
danta complexă vu depinde deci de mărimile U şi J, prin care a fost definită, 
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ci numai de dipolul pe care îl caracterizează. Tinînd seama de aceste relații și 
de relațiile (33.78) și (33.79), rezultă : 


Zei = R+jă |: (34.89) 


Impedania complexă are modulul egal cu impedanța circuitului, argumentul 
egal cu defazajul circuitului, partea reală egală cu rezistența circuitului și partea 
imaginară egală cu reactanţa circuitului : 


Z=!Z|, o=argiZi, R= Re{Z}, X=lImiZI, (34.90) 


Valoarea impedanţei complexe Z permite o caracterizare completă a circuitului 
dipolar considerat, la frecvenţa dată, deoarece permite deducerea tuturor para- 
metrilor reali ai circuitului. Calculul curentului se face imediat cu relaţia: 


= | 7B TI 
| pe Ei ca, e cita ape (34.91) 
| Zi Zit Z 
iar 
i(t) = Im {V2 Ie). (34.91) 


Ca orice numere complexe, impedanţele complexe se pot reprezenta într-un 
plau complex „al impedanţelor“ (planul Z), în care afixul corespunzător se 
găsește totdeauna în semiplanul drept (inclusiv axa imaginară), deoarece : 


Re {Z} =Zeoso=R>0. 


În figura 34.18, a sînt reprezentate impedanțele unui circuit inductiv (Z), pur 
inductiv (Z,), capacitiv (Z>), pur capacitiv (Z3) și rezistiv (Z,). 


Fig. 34.18, 
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Observaţie : Impedanţa complexă nu este o reprezentare în complex a raportului. 
valorilor instantanee ale tensiunii și curentului (raport care — de altfel — nu e o mărime si- 
nusoidală), sau a oricărei alte mărimi instantanee. De aceea. uneori se folosește şi o notație diferită 
de cele folosite pentru imaginile complexe. Ea este un parametru complex, caracteristic circuitu- 
lui, care acţionează în ecuaţiile în complex ale circuitului ca un operator de înmulțire. 


34.3.2. Admitanţa complexă. Raportul dintre curentul complex și tensiunea 
complexă aplicată la bornele unui dipol liniar și pasiv definește o mărime egală 
cu valoarea reciprocă a impedanţei complexe şi numită admitanță complexă : 


| i 
i 7 E 
BER 


= Y (o; r, L, C, ..). (34.92) 


Și admitanţa complexă depinde numai de structura dipolului și de frecvenţă, 
fiind o caracteristică a acestui dipol. Înlocuind expresiile imaginilor complexe 
ale curentului și tensiunii, se oţine : 


AR IVI cite) pe Iei: od e—ith—) = 
ES U y3 eiter+B) Uel U 
I 


Cu relaţiile (33.74), (33.82), (33.85) şi (33.86) rezultă : 


i Y = Yee = G— jB | (34.93) 
Admitanţa complexă are modulul egal cu admitanţa circuitului, argumentul egal 
cu defazajul cu semn schimbat, partea reală egală cu conductanța circuitului și 
partea imaginară egală cu susceptanța circuitului cu semn schimbat : 


Y= II ọ=—arg {Y}, C= Re {Y}, B=—Im {Y}. (34.94) 


Valoarea admitanţei complexe Y permite o caracterizare completă a cir- 
cuitului dipolar considerat la frecvența dată, deoarece permite deducerea tuturor 
parametrilor reali ai circuitului. Calculul curentului se face imediat cu relația : 


I = YU = UYVe-ie = UYei(B—w) (34.95) 
şi cu i(t) dat de relaţia (34.91). 


Ca orice numere complexe, admitanţele complexe se pot reprezenta într-un 
plan complex „al admitantelor“ (planul Y), în care afixul corespunzător se 
găseşte totdeauna în semiplanul drept (inclusiv axa imaginară), deoarece 


Re {Y} = Ycoso=6>0. 


În figura 34.18, b sînt reprezentate impedantele unui circuit inductiv (Y), pur 
inductiv (Y,), capacitiv (Y,), pur capacitiv (Y,) şi rezistiv (Y,). 


l Dacă susceptanța s-ar defini prin relația B =— Y sin ọ, atunci am avea 


Y =G- jB 
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Observaţie: Admitanţa complexă nu este o reprezentare în complex a citului valori- 
lor instantanee ale curentului și tensiunii sau a oricărei alte mărimi instantanee. Ba este un para- 
metru complex, caracteristic cirenitalui, care acționează în ewmaţii ca operator de înmulțire. 


34.3.3. Puterea complexă. După ce am studiat reprezentarea în complex 
a operaţiilor elementare (par. 34.2.1), am arătat că produsul a două mărimi 
instantanee nu e o mărime sinusoidală și nu se poate reprezenta în complex. 
De aceea, nici puterea instantanee p la bornele unui dipol (generator sau recep- 
tor) (v. par. 33.4.1). 


| i 


p = ui = Ulcosp— Ul cos (dati fi) 


nu se poaie reprezenta în e complex după regulile reprezentării stabilite pentr 
mărimi sinusoidale, 

e poate defini însă o mărime complex xă, care să stringă în acecagi expresie 
puterea activă, puterea reactivă si puterea aparentă, útilizate peniru carac- 
terizarea regimului permanent al circuitelor ( (v. par. 33.4), folosind proprietatea 
exprimată de relaţiile (34.69), (34.70). 

Se numeşte putere complexă (uneori putere aparentă complexă) mărimea $ 
definită de produsul dintre tensiunea complexă și valoarea conjugată a curen- 
tului complex în reprezentare simplificată (sau cu semi-suma acestui produs, 
în reprezentarea nesimplificată) : 


S= Up = uit, (34.97) 


Înlocuind expresiile explicite ale imaginilor complexe, se verifică ultima egal- 
tate şi se separă partea reală, partea imaginară, modulul și argumentul acestei 
mărimi : 


A -uya get 8) .IVže —— int = YU eje Yi J pe 


UI* = . UI- = UI cos 3 — y) -+ UI sin (B — y). 


Ținiînd seama de relatiile (33.104), (33.100) si (33.110), rezultă 


S5 = Sei == Uei = Ul cos o + jUl sm o = P- jQ. (34.98) 


Puterea compleaă are modului egai cu poterea iei să 


a puterii instantanee) și partea imaginar: č agal cu 
S=!S|= UI; 


P = p = Uf cos ọ = Re {8}; 


(34.99) 
(34.100) 


O dată cu P şi Q, puterea complexă e primită (ca sens de referință), dacă ten- 


siunea Ų şi eurerital 1 sînt Apote 1 ca sensuri A ia de la receptoare -— 
` sînt asociate 


ca sensuri după Tiie de la tote 


Sy 


Ca orice număr cormpie resenta tatr-un 


plan compi 


complexe po 
Je și a 
Sı dipoi P 
al transmisiunii pateri gi de convenţia de z asociere as 
lai, De exemplu, Se poate îi puterea comple 
bornele unui dipol activ receptor (la care 
se asociază după regula de la receptoare) cînd 
produce putere activă şi primeşte putere reac- 
tivă — dar poate fi şi puterea complexă ia bornele 
unui dipol activ generator om care i și F se aso- 


RT E lai sa 
Si Sp Sp în fin. 34, 


sul real 
H Și curentu- 


putere activă şi prod uce pate 
RE dipoli pas ivi, 


atia de asociere de la > : 
N A 

obişnuieşt ). În adevăr, la a pasivi recep- 

tori P o> Q gi 02 0. În figura 34.19, & 


duct 


e puterea 


400), 


uz dipol 


complexă primite de un dipol i 
iar Sa „puterea complexă prim 


"(GQ < 0). 


© Puterea complexà primită dej 
dipet pasw se mai exprimă folosind im- 
pedanța corpiexă şi admitanta cem- 
plexă : Fig, 34.19. 


) 12 = (G + 3B)U2, (34.101) 


Observaţii: aj Puterea complexă S nu este imaginea în complex 
a puterii instantanee p, Care — aṣa cun am menţionat la înc epuuii paragraluiiua — 


nu se poate reprezenta în complex, 
b) Se poate opera în locul mărimii 5 cu mărimea (v. si fig. 34.19): 


numită putere complexă conjugată, Se operează cu această putere comp plecă 
în special în cazul cad conjugata tensiunii co opere se calculează mai ușor 
decît a curentului complex (de ex. cînd U == U" == U, deoarece e luat origine 
de fază). 

c) O mărime complexă definită de produsul imaginilor complexe ale ten- 
siuaii și curentului (fără ca vreunul din factori să fie conjugat) nu poate carac- 
teriza regimul permanent energetice al circuitului, În adevăr, aceit mărime ; 


poa 
ă 


Lis = UF cos (B + y) +j UI sin +y) 
are valeti care depind de alegerea arbitrară a originii timpului (pr cin suma ĝ -+ y 
a fazelor inițiale). O astfel de mărime nu are nici o gpl ca aţie í vată 


studiului regimului permanent. 
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34.3.4. Caracterizarea ele- 
mentelor de circuit în complex. 
Pentru studiul în complex al 
circuitelor de curent alternativ 
este necesar să se cunoască pro- 
prietățile și modul de caracte- 
rizare al elementelor ideale de 
cireuit r, L, C. Considerăm că li 
se aplică o tensiune sinusoidală 
dată (34.86), cu imaginea com- 


plexă Y = U e” 


Ic 


şi determi- 


I< 


năm curentul I = I e, pa- 
rametrii caracteristici și pu- 
terile. 

În studiul în complex 
al circuitelor, pe scheme se 
figurează simbolurile imagi- 
nilor complexe (în locul sim- 
bolurilor mărimilor instanta- 
nee) alături de săgețile sensu- 
rilor de referință — totdeauna 

c. necesare pentru scrierea ecua- 
Fig. 34.20. ţiilor și interpretarea rezulta- 
telor (v, fig. 34.20). 

a) Rezistorul ideal, de rezistență r, are ecuația (31.22), reprezentată în 

complex, utilizînd regula amplificării cu un scalar (34.82) : 


=U 


u ri u 


7 


7 
i 
j 


a (84.103) 


Aceasta e expresia în complex a căderii de tensiune rezistive. Rezultă: 
— impedanţa complexă a rezistorului ideal: 


= =] Z=r >» (34.104) 


cu Z=r, g= 0, R=r, A=0. 
— admitanța complexă a rezistorului ideal : 


A -| Y = L l (34.105) 
cu Y = ifr, G= ljr, B =Ù. 
— puterea complexă a rezistorului ideal: 
t | 


(34.106) 


cu P RI? rI? Uf > 0, > AL = 
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Am regăsit toate valorile scalare determinate cu metoda reprezentării geo- 
metrice (34.21...34.23). 

b) Bobina ideală de inductivitate L are ecuația (31.26), reprezentată in 
complex, utilizînd regula derivării (34.83) si a amplificării cu un scalar (34.02) : 


di F i 
u = L = u e Us 


bi 


(34.107) 


Aceasta e expresia în complex a căderii de tensiune inductive. Rezultă : 
— impedanţa complexă a bobinei ideale : 


= = , (34.108) 
L 
cu 
Z = ol, 9 = ia R= 9%, X= o | >0, 
admitanţa complexă a bobinei ideale : 
m ep ai) 
= = i = 324, 100: 
cu 
Y = ljol, G = Q, B = oL >98. 
—— puterea complexă a bobinei ideale: 
! mai 
7 ci S = ` F 2 a, ENE a, IA, 
E ej Bre nd vaz (34.110) 
cu 
P= RI2=0,  Q= Al = oLP = U?jolL >0, 
Am regăsit toate valorile scalare determinate cu metoda reprezentării geome- 


trice (34.24...34.26). 

c) Condensaterul ideal de capacitate C are ecuația (31.30), reprezentată 
în complex, utilizînd regula integrării (34.84) și a amplificării cu un scalar 
(34,82) : 

u= i d = ; (34.111) 


l 
C 


Aceasta e expresia în complex a căderii de tensiune capacitive, Rezultă : 
— impedanța complexă a condensatorului ideal: 


== jZ = e (34.112) 
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cu 
Z=IjoC, 0 —Ta R=0, X=— foc. 
— admitanţa complexă a condensatorului ideal : 
Z l|Y =jo la (34.113) 
T | | 
cu - 
Y= o C, G = 0, B= —oC<0. 
— puterea complexă a condensatorului ideal : 
UI =|s=- jaC val, (34.114) 
e al: | jəC | 
cu 
P=RIE2=0, Q=A12=—P|oC=—oCU<0. 


Am regăsit toate valorile scalare determinate cu metoda reprezentării geome- 
trice (34,27...34.29). l 

În figura 34.20 sînt construite și diagramele vectoriale corespunzătoare 
(cu notația de la reprezentarea în complex). 


34.4. Formele complexe ale „legii lui Ohm“ 


34.4.1. Analogii cu circuitele de curent continuu. În regim staționar, datorită lipsei tensi- 
unii electromotoare induse (31.8), cîmpul electric este un cîmp potențial și tensiunea electrică 
nu depinde de drum, De aceea, în curent continuu (v. ṣi par. 13, vol. I), în expresia inte- 
grală (31.9) a legii conducției electrice, tensiunea în lungul firului poate fi înlocuită cu tensiunea la 
borne. Se obţine astfel „legea lui Ohm“, sub forma 


up, =ri (34.115) 


pentru un dipol liniar și pasiv, de rezistenţă r, alimentat cu tensiunea la borne up cu sensul 
asociat curentului după regula de la receptoare — sau sub forma mai generală 


e Łup=ri ©) 


pentru un dipel liniar şi activ, conłinind o sursă de tensiune electromotoare e, avind sensul 
curentului. Semnul (-+) din ultima relație corespunde dipolului receptor (sensul tensiunii la 
borne e asociat sensului curentului după regula de la receptoare), iar semnul (—) corespunde 
dipolului generator (sensul tensiunii la borne e asociat sensului curentului după regula de la gene- 
ratoare). 

În regim nestaționar şi deci și în curent alternativ, datorită existenței tensiunii electro- 
motoare induse şi a prezenței condensatoarelor, relațiile (34.115) și (34.116) nu mai sînt vala- 
bile în valori instantanee. Un analog formal al acestor relații se obține dacă se operează cu 
imaginile în complex ale tensiunilor și curenților. Analogul formal al relației (34.115) rezultă 
din relația (34.88) de introducere a impedanței complexe, pentru dipoli liniari și pasivi : 


ÎN 


| U=Z1 | (34.117) 


METODE DE REPREZENTARE SIMBOLICĂ A MĂRIMILOR SINUSOIDALE 99 


şi se numește forma complexă a legii lui Ohm. Analogul formal al relaţiei (34.116) este teorema 
lui Joubert, demonstrată în paragraful următor — şi care se mai numeşte forma complexă genera- 
iizată a legii lui Ohm. 

Aceste analogii formale cu relaţiile fundamentale de la circuitele de curent continuu vor fi 
întregite prin formularea unor teoreme analoge teoremelor lui Kirchhoff (cap. 36) şi constituie 
unul din marile avantaje ale reprezentării în complex. Ele sint limitate de existenţa impedanțelor 
mutuale (v. 34.4.3). 


34.4.2. Teorema lui Joubert. Fie o latură activă de circuit electric 
(fig.34.21,a) cuplată magnetic cu altele, conținînd un rezistor, o bobină, un conden- 
sator și un generator de tensiune electromotoare instantance dată e,, avînd 
sensul de referinţă al curentului i. Inductivitatea proprie a laturii! este L, 
capacitatea condensatorului este C, rezistenţa totală a conductorului (de la 
borna l la armătura 1” a condensatorului şi de la cealaltă armătură, 2’, la borna 2) 
este R, iar tensiunea la borne instantanee cu sensul de referință după regula 


U, (Generator) 


de la receptoare este up = up. Fie I o curbă luată în sensu curentului (de la 
l la 1") prin interiorul conductorului laturii și prin dielectricul condensatorului 
şi închisă pe la borne în sens opus tensiunii u;. Fluxul total înlănțuit de latură, 


! Această înductivitate include şi induetivitatea proprie a generatorului, dacă t.e.m. 
corespunzătoare nu e inclusă în e,. Pentru definirea inductivității laturii şi — mai general — 
a fluxului înlănţuit de latură, suprafaţa de definiţie a fluxului se consideră sprijinită de linia ten- 
siunii la borne (v. şi observaţia de la par. 31.3.2). 


calculat prin suprafața Sr în sensul asociat sensului curentului burghiului drept, 
zi E e e Ara 
se compune din fluxul bobinei P = L i+ Ọ şi din fluxul care induce 


J (ex) 
tem. a generatorului e, Fluxul exterior O e fluxul produs prin bobină 
de curenții altor laturi. Tensiunea electromotoare indusă în lungul curbei T este : 


P 


Eei (34.118) 
. di $ i 
J 


Această integrală se poate însă desface pe porțiuni : 
> 


Bad 
G: 
LR y uan 
e) 
Eda 
(22) 
| 
=f- 
sa Ni 
Er 
Fa 
D 
| 
pi 
(E Camata 
eg 
pen 
m 
9 Cozi me 
[Sai 
Fei 
H 


borne} 


[E 
m 


(fir) (dielectric) (îi) (pe 


Primul şi al treilea termen reprezintă tensiunea în lungul firului, egală, conforma 
legii conducţiei electrice, cu produsui dintre rezistenţă și curent, 

Termenul al doilea e tensiunea condensatorului, iar ultimul e tensiunea la borne 
cu sema schimbat: 


\ E ds = ug > uç — u, = Rit id — u, 34.118% 
R C i b 7 


is 


1 
C 


ultima egalitate fiind valabilă pentru circuite liniare, 
Egalînd expresiile (34,118) şi (34.118), se obține ecuația unei laturi recep- 
toare active și cuplate 
do sa Tis aaa 
e, — — = Ug 4 uçg— u, = Ri + ți dt — up. {34.119} 


> de 


P sa: tă x (ex Și PE í 
Inlocuind $ = Li+- O şi separind termenii dependenţi de curent, se 
obține ecuaţia unei laturi liniare receptoare : 


qot) A di Liz e 
e, — ru Rit Lo alde 34.120 
a uo d Du Pa FĂ ( ) 
Ecuația corespunzătoare în complex este : 
(ex) ` ; 
E, —job”+u = |R +joL + oc. (34.120) 
z joc 


Factorul complex al curentului este chiar impedanța complexă proprie Z a 
laturii, Se obtine astfel expresia teoremei lui Joubert pentru laturi receptoare 
{v. schema echivalentă din fig. 34.21, b): 


ai 4, =zI, (34.121) 
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vare pentru laturi generatoare (la care s-a luat u; = ta = — tg Ve schema 
echivalentă din fig. 34.21, e} se serie: 


= n (es) £ : A 
E, —jog' — U, = ZI (34.121) 


Aceste două expresii se scriu strîns: 


T ; ag 
| E — job +U =ZI|' (34,122) 


semnul (+) corespunzînd laturii receptoare şi semnul (—) laturii generatoare, 

Această relaţie constituie Analogia! pentru curent alternativ, în complex, 
al legii lui Ohm! generalizate (34.116). Suma tensiunilor din membrul stîng 
se numeste tensiune aplic "ată 


(34.123) 


| 
Dj 

| 
a 
LEI 
+ 
CA 


Și coincide cu tensiunea la borne luată după regula de la receptoare, în cazul 


iaturilor pasive (E, = 0) și necuplate (9 = 0), Ca ajutorul tensiunii apli- 
cate, teorema lui Joubert se em unță : Tensiunea aplicată unei laturi de circuit 
(pasive sau active, cuplate sau necuplate ) e egală cu produsul dintre impedanța 
proprie a laturii și curent: 


(34.194) 


344.3, Impedanţe mutuale. ziuă cs xterior instantaneu poate îi produs 
de curenţii în, ig, «esta ai altor L — 1 laturi de circuit. În acest caz vom da in- 
dicele 1 laturii studiate pînă acum, al cărei curent va fi i = in a cărei inducti- 


vitate proprie va fi E = Lu, $ cărei fux exterior va îi i . Vom exprima 
acest flux cu ajutorul relaţiei lui Maxwell (31.15): 


E 
O =b mih Lt (34.125) 
s=2 


` 


în care intervin inductivităt SLi 2 G. Semnul unel indueti- 
vităţi mutuale, de exempia „52 „ de epinde de sensurile de referință 
de pe circuite în, raport cu care a fost definită. Dacă Li, > 0, fuxul produs de 
circuitul 2 {parcurs de curentul i în sensul de referință considerat pe acest 
Cedit) solie. ius l G. sofia - 34.22,0) într-un sens oii dupa scena 
burghiului depi cu Tau AE referim ță « i 


urt 


pam 


n 1). Dacă b > %, fluxul produs de 
circuitul 2 folie  oezeuitul E {e ag 3 4.22.) într-un Sèns opus celui asociat 
după regula burghiului drept. De aceea, pe schemele echivalente ale circuitelor 
(+. g. 34.22, b pentru cazul din fig. 34.22, a şi fig. 34.22,d pentru cazul din 


Ei 
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x A de sa SE : 
fig. 34.22, c), valoarea, pozitivă sau negativă, a inductivilății mutuale trebuie 
nsoțită de indicarea sensurilor ei de referinţă de pe circuite, indicarea care se 
tace cu steluțe (sau puncte), plasate alături de bornele „de intrare“ pentru 


“s 


3 


+ a 
t ta 
L, | 
i J -12 
b. 
ao N 
la 
i A e 
s Lap x 


Fig. 34.92. 


acele sensuri de referință (bornele polarizate), Indicarea nu se face cu săgeți, 
pentru a nu se impune în nici un fel sensurile de referință ale curenților folo- 
site la scrierea ecuaţiilor. 

Tensiunea electromotoare indusă de fluxul exterior (34.125) are (în circuite 
liniare cu L,, = const.) expresia instantanee : 


(e) __ dao Z di; ; N 
SE aia ie eee =) Lu; PE (34.126) 
respectiv în complex : 
(ex) A (ex) Lo, L , 
E; => —jo d, =— Djo Lu I, Ta „fils Es (34.127) 
Mărimea imaginară : 
| Ze T j w i ARE = j X, | == Zi (34.128) 
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se numește impedanță complexă mutuală dintre circuitele s şi r, iar mărimea 
reală : 


se numeşte rectanţă mutuală (inductivă). Deci, în cazul cînd fluxul exterior 
e produs de curenţii altor laturi (liniare) de circuit, expresia (34.122) se poate 
scrie (afectînd acum indicele | tuturor mărimilor referitoare la latura studiată) : 


sau 


(34.130) 


Semnul (--) corespunde regulii de la receptoare, iar semnul (—) regulii de la 
generatoare pentru U, Mărimea 


Ta T7 E; == Zis EA = jX; E => jo Lis L, (34.131) 
) : 


(s=pl 


se mai numeşte cădere de tensiune indusă mutual de curentul I, în latura A şi 
e egală și de semn contrar cu tensiunea electromotoare indusă de curentul f, 
latura 1: 


E; cz ai J © ð, z= —jo Lais I, > — Za I,. (34.132) 

Comparînd relatiile (34.116) și (34.130), se constată imediat că analogia 

formală dintre relaţiile fundamentale de la circuitele de curent continuu și 

cele de la circuitele de curent alternativ studiate în complex este imperfectă, 

în cazul cînd există tensiuni de inducţie mutuală, respectiv impedanţe mutuale, 
care nu au analog în curent continuu. 


Observaţie: a) Semnele din faţa mărimilor L}; și X}; din ecuaţiile (34.125), (34.126), 
(34,127), (34.128) se schimbă, dacă se schimbă unul dintre sensurile de referință 
ale curentului Î;, sau al tensiunii electromotoare calculate în latura 1, faţă de sensurile de 


referinţă indicate de bornele polarizate, utilizate pentru definirea mărimii L,s 2 0. 


b) Semnul din fața t.e.m. a generatorului E, se schimbă dacă sensul de referinţă al 
acesteia e opus celui al curentului. În acest caz, Eg se mai numește tensiune contraelectromotoare. 


Sistematizarea studiului reţelelor electrice cu ajutorul reprezentării în 
complex se poate face în strinsă analogie cu aceea a reţelelor de curent continuu 
(v. cap. 13, vol. I). La circuitele dipolare, determinarea curentului ia tensiune 
dată se reduce la calculul impedanţei complexe prezentate de circuit (v. rel. 
34.91); de aceea interesează metodele de calcul ale acestei impedanţe în funcţie 
de structura circuitului și de impedanțele laturilor lui (v. cap. 35). La reţele 
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mai complicate se utilizează forma complexă a teoremelor lui Kirchhoff 
(x. cap. 36), cu ajutorul cărora se poate rezolva orice problemă privitoare la 
rețele ele liniare. e Mea alte teoreme și metode de rezolvare, consecinţe 
ale teoremelor lui Kirchhoff, sin utilizate Seas simplificarea și sistematiza- 
rea calculelor (v. cap. 37). 


35. gaz ANȚE ECHIVALENTE 
UTILIZAREA LOR 


35.1. Impedanta compiexă ect hivalentă 


si admitar nta ea ample să echiv alentă 


Considerăm un circuit dipolar oarecare D, a cărui tensiune la borne e 
simnusoidală, cu imaginea în complex U. Presupunem că în regim permanent 
curentul este, de asemenea, sinusoidal și are imaginea în complex Í, considerată 
eu sensul de referință asociat tensiunii la borne “după regula de la receptoare 
(fig. 35.1). 

Se numeşte impedanță echivateniă complexă raportul dintre tensiunea 
la borne complexă şi curentul complex, cu sensul asociat după regula de la 
receptoare. ale unui circuit dipolar oarecare : 


cu partea reală, R, 2 0, rezistența echivalentă — și cu partea inaginară, X, 20, 
reactanța echivalentă. 


Iinpedanţa echivalentă mai e numită impedanţa „văzută“ din exterior a circuitului, 


Se numeşte admilaniă echivalentă complexă valoarea reciprocă a impedan- 
tei echivalente complexe : 


yang fai lay e ei (35.2) 


Ze Tolre l i 


cu partea reală, G, Z 0, conductanţă echivalentă — și cu partea imaginară cu 


semn schimbat, B, 2 0, susceptanța echivalentă. 


ES 
Mărimile (35.1) şi ( a ky se definesc pentru circuite oarecare, care pot fi active, neliniare, 
cuplate cu alte circuite ete, cu singura presupunere că up(t) şi i) sînt sinusoidale (eventual 


componente aueoidale i ale unor funcțiuni periodice nesinusoidale). De aceea, impedanța 
echivalentă şi admitanța echivalentă nu caracterizează circuitul la care se referă decit într-un 


195 


f în para: 
impedanța (adm 


exă definită anteri 


f f 
Ra $ 
6, Ni = c, 
3 2 
La < Y 
ret r 
a 8. fi, 
Fig. 35.4 


Un circuit de impedanţă echivalentă Z, admite o schemă echivalentă, constituită dintr-o 
singură latură de circuit de impedanță Z = Z, (fig. 35.1,a). Dacă se definesc inductivitatea 


echivalentă Le şi capacitatea echivalentă Ce prin velațiile : 


i 
E ES Apa Al (35.3) 
O! O) 


circuitul mai admite o schemă echivalentă serie (fig. 35.1, b), compusă dintr-un rezistor ideal 
de rezistență R; = Re {Z,} și o bobină ideală de inductivitate È, precum și o schemă echiva- 
tentă paralel (derivație), compusă dintr-un rezistor ideal de conductanță G; = He (Yi un 
condensator ideal de capacitate C, (v. fig. 35.1, c). 

Aceste scheme echivalente sînt utilizabile pentra studiul circuitului la o frecvență dată 
și în regimul de funcționare pentru care au fost defnite Ze si Ye. În general, aceste scheme 
nu sînt realizabile in concret, deoarece parame trii lor Res Gos L., Ce nu sînt neapăr at pozi- 
tivi şi independenți de frecvenţă, cum siut parametrii elementelor ideale de cirenit, 


În cazul general, pentru calculul impedanţei echivalente 
e necesară rezolvarea circuitului respectiv (de ex, cu teore- 
mele lui Kirchhoff, cap. 36), presupunind că i se aplică ten- 
siunea U,, pentru a afla curentul 7 absorbit. 

Exemplu : Considerăm un dipol liniar și activ, cu o magu latură 
necuplată cn altele (fig. 35.2). de impedantă proprie Z ; 


teorema lui Joubert pentru latori receptoare (34.121) reznită į? $ a 
Impeđanța echivalentă complexă (35.1) rezultă : > 


UN E 
apati z = y 
Z =|=] Z—= =R jA Fig. 35.2 
2 recep ł s 
Dacă pem e suficient de mare şi proporțională cu curentul, se poate obține R, = 6 și con- 


f n cazul particular al unor dipoli liniari, pasivi și fără inductivităti mutuale 
între laturile lor interioare, impedanta echivalentă și admitanţa echivalentă 
se pot calcula cu teoremele impedanţelor echivalente, eventual completate 
cu teoremele de transfigurare (v. par. '38.2). 
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35.2. Teoremele impedanteior echivalente 


35.2.1. Dipoli în serie, nesuplaji inductiv (fig. 35.3, a). Fie n dipoli p ; 
necuplaţi inductiv teriorul, și conectaţi în serie, avînd impe- 
4 


xt 
danţele complexe Z4, Za, Z% =» Z, în lipsa unor fuxuri de inductie exterioare, 


tensiunea instantanee uy = 4 E ds poate fi calculată pe orice drum luat 
1 


U = U, = U + U up > (35.4) 


u tensiunea 


[st] 


La conexiunea în seric, suma tensiunilor aplicate dipolilor e egală 
aplicată la borne. În complex : 
U, = + U, t U; >.. (35.4) 


Deoarece dipolii sînt pasivi și necuplati inductiv între ei, tensinnea fiecăruia 
e egală cu produsul dintre impedanţa proprie și curent (rel. 34.117): 


U, Zala — Zal 


ai 


În regim cvasistaționar, curentul are însă aceeasi valoare În lungul circuitului 
neramificat (conexiune serie): 


IA (33.6) 


și împărțind relația (35.5) cu această valoare comună { a curentului rezultă 
cu relația (35.1): 


= z, | 55 
Rip (35.7) 


Separînd părţile reale și cele imaginare, se mai obţin relatiile : 


n n 
Rsi Re ena (35.8) 
s=1 s=1 


La dipoli în serie, necuplaţi inductiv, impedanta echivalentă complexă e suma 
impedanțelor complexe ale dipolilor, rezistența echivalentă e suma rez istențelor 
lor, iar reactanța echivalentă e suma reactantelor lor. Am obţinut acceaşi regulă 
ca pentru rezistoarele în serie în curent continuu (v. par. 13.5, vol, I). 


Observaţii: a) Deoarece suma modulelor unor numere complexe nu este în general 
egală cu modulul sumei, rezultă că regula de mai sus nu e valabilă pentru impedanțele scalare : 


: ; ; 5 aa 0) 
| Zei = Zet „Z; (35.9) 


sæl 


(exceptind cazul cînd toți dipolii au același defazaj). 
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la dipoli în serie: 


33.10) 


(35.11) 


35.2.2. Dipoli în paralel, necuplaţi inductiv (fig. 35.3, b). Fie cei n dipoli 
din cazul precedent, conectaţi de astă dată în paralel. Admitanţele lor complexe 


sînt : 
x7 Îi 
= Vo aaa 
i Za 
iz 2 1 
Y, =- 
å, 7 


În regim cvasistaționar, din teo- 
rema continuității (31.10) rezultă 
că suma curenților care ies din- 
tr-un nod e nulă (teorema l-a a 
lui Kirchhoff, v. cap. 36). 

TȚinînd seama de sensurile curen- 
ţilor celor n dipoli și de al curen- 
tului rezuitant i, se poate scrie: 
- is e (35.12) 


ÎI în ia 


La conexiunea în paralel. curentul b. 
total absorbit e suma curentilor : 
: E Î 3 z z Fig. 35.3 
dipolilor. În complex: 
= It lar Ia (35.12) 


Deoarece dipolii sînt pasivi și necuplaţi inductiv între ei, curentul fiecăruia e 
egal cu produsul dintre admitanţă și tensiune (rel. 34.95) : 


I A YU, T YU F YU; +e (35.13) 


În lipsa unor fluxuri de inducție exterioare, tensiunea la bornele circuitului 
e egală cu tensiunea aplicată fiecărui dipol în parte (conexiunea paralel) : 


U, = U, = U, = U; = (35.14) 


a 


şi împărțind relația (35.13) cu această valoare comună, rezultă cu relaţia (35.2) : 


n 


(ai | 
n ae E (35.15) 
2 a i 23 E | 
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m 


Separînd părțile reale și cele imaginare, se mai obțin relațiile : 


n 


=5>C, T BSS i (35.16) 


s=] s=l 


Co 


La dipoli în paralel, necuplaţi inductiv, admitanţa echivalentă complexă e 
suma admitanțelor complexe ale dipolilor, conductanța echivalentă complexă 
e suma conducianțeior lor, iar susceptan!a echivalentă complexă e suma eg 
tantelor lor. Am obţinut aceeași regulă ca pentru rezistoarele în paralel, 
curent continuu (v. par. 13.5, vol. T). 


Observ aţii: a) Teorema nu e valabilă pentru admitanțele scalare : 


(exceptind cazul cînd toţi dipolii au același defazaj). 


b) Pentru impedanța echivalentă complexă, din relația (35.15) rezultă la dipoli în pa- 
valel : 


1 

ES glia a (35.18 

aia (35.18) 
c) În cazul a numai două laturi în paralel 


Ye Yar Ya ; Z= a (35.19) 


Ultima formulă e foarte mult utilizată în aplicaţii. 


35.2.3. Aplicații la divizarea tensiunii şi a curentului, Divizorul de tensiune e un sistem 
de doi dipoli în serie (Z,, Za) căruia i se aplică tensiunea dată U, astfel că la bornele fie- 
căruia din dipoli componenți se obţine o „fracțiune“ a tensiunii aplicate (v. fig. 35.4, a): U,, 
respectiv Î]. Deoarece dipolii sint în serie Z = Z, + Za şi 4 = UjZe iar U, = ZI şi 
U, = Zal. Se obține : 


U = = U, las U. (35.20) 


4 Relaţiile obținute arată că dacă un dipol 
ST] e capacitiv și altul inductiv, putem 


| pi N avea |Z, + Z) < [Zi şi tensiunile par- 

| i | \ Z tiale pot fi mai mari decit: tensiunea 

4 P | | U, p= aplicată, O divizare pro priu-zisă se obține 

| | j LEL LA numai cu a a. De obicei, G4 == pa = 0 

| |j did 4 (divizor de tensiune rezistiv — sau po- 

4 2 If vu yN PORET z 

8 N > pe tențiometric) sau Op = ag = — T 

pi A EA r i (divizor de tensiune capacitiv); acești 

Z,I u i. j divizori se folosesc la măsurarea ten- 
=e = Zo siunilor electrice înalte. 

Y E i iai Divizorul de cureni e un sistem de 

iata) £ doi dipoli în paralel, care absoarbe din 


exterior curentul dat 7, astfel că în 
a. d. fiecare din dipolii componenți se obţine 
Fig. 35.4 cîte o „fracțiune“ a curentului total 


IMPEDANȚE ECHIVALENTE $I UTILIZAREA LOR Ter 


(fg. 35.4, b): £G, respectiv Ja. Deoarece dipolii sînt în i 
; +Y, şi Ü = 1/Y., iar di = UY, SE n 
ja ai A 3 = Eies EE a e Crei raze ama 
Se obţine: ze RN i 
A + t 
$ g 
7 Y, F e] T $ pita 
ZI ap op 7 i H 
Yetu ATZ $ | 
Ya fi (33-21) Y jol skal iu 
hL SO h = -TI 35: l -77 jwt 
= = = ) J m 
Yı + Ya Zi + Za | ; j i 
Curentul dintr-o latură e proporțional deci cu p a 
impedanta celeilalte laturi. Relaţiile (35.21) sînt foarte H 
utilizate în aplicaţii, Și în acest caz se obține o divizare E = 
propriu-zisă numai cu 9; = Qg. De obicei, o, = Q = 0 Fig. 35.5 


{divizor de curent rezistiv — sau tip shunt, care se 
foloseşte la măsurarea curenților inienşi). 

35.2.4. Aplicaţie numerică la rezolvarea unui circuit mixt (serie-paralel). Se numeşte cir- - 
cuit mixt serie-paralel un circuit constituit din doi dipoli în paralel, conectaţi în serie cu un 
al treilea, Considerăm ca exemplu circuitul din figura 39,5, în care: 


1 
r= 39, Lo = 20, -= 60, U = 120 Y. 
Co 


Se determină valoarea instantanee a curentului absorbit, avînd tensiunea ca origine de fază, 
cu folosirea teoremelor impedanţelor echivalente. Impedanţele complexe ale celor trei ramuri sînt : : 


l 
Zi =r = Ze = jol = j2, Z; =- = — jó. 
joG 
Împedanţa echivalentă grupului paralel (L, C) este: 
Za £ j 2(— 6 12 
ARE eas le A Eee E 
Za + Zs j2—j356 — 4) 
Impedanţa echivalentă a ansamblului (Z, în serie cu Za) este: 
Ze = Zi + Za = 3 +3 = 32 cint = Z, e, 
așa că impedauţa scalară şi defazajul sînt: 
= T 
Z: =3 V2 9, =7= 45° > 0. 
Curentul complex, cu I = U = 120 origine de fază, este: 
LEA 120 B 
== = in = Tet 
d Z, Sa JMi 20 VZ e Te, 
aşa că valoarea efectivă a curentului e I = 20 V2 A, iar valorile instantanee sînt :- 
| pes ela A T ; Tr a 
il) = 20 V2 -V2 sin for — z) = 40 sin for -— a]: u(t) = 120 V2 sin ot. 
S d i 


Observaţie: La frecvenţa considerată, circuitul a rezultat inductiv. La s- 
freevență de două ori mai mare Za = j4; Z, = —j 3, Za = —jl2 şi Ze = 3 — 12, 
adică ọ < 0 și circuitul e capacitiv. Reactanţa echivalentă a acestni circuit depinde de frec-. 
vent. 
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35.3. Circuite cu inductivităti mutuale 


Studiem, ca exemplu, un caz în care nu se pot utiliza teoremele impedaun- 
telor echivalente (35.7, 35.18), deoarece dipolii sînt cuplaţi magnetic : o bobină 
de rezistenţă r} și inductivitatea L} e conectată în serie cu o bobină de rezis- 

i tență r, şi inductivitate L. In- 
ductivitatea lor mutuală (pen- 
tru sensuri de referință cores- 
punzătoare sensului curentului, 
v. fig. 35. 6, a) e notată Lup 
şi poate îi pozitivă (bobine cu 
fluxuri aditive) sau negativă 
(bobine cu fluxuri în opoziție). 
Se cere schema echivalentă 
serie a acestui circuit, adică 
schema în care rezistența lui 
echivalentă R, e în serie cu 
inductivitatea echivalentă L 


(fig. 35.6, b). i 


=A 
Le 
b. 
Presupunem că se aplică 
tensiunea U, de pulsaţie vw, și 
iazul că sistemul absoarbe curen- 
g e ' tul I = I, = ÍI, Căderile de 
+ Di sr T ia . 
a tensiune la bornele fiecărei 
g. c= bobine în parte se pot ex- 
-P prima utilizînd teorema lui 
Pa i 2 Joubert sub forma (34.130) : 
[d e7 K 
U= (n +jo L) Irjobist: 


č; d. U= (r+ jo L) Ir) obal, 


Ro= G+ 


=La thg tlli 


€ 


Fig. 35.6 adică : 
T = U + U, = [r + rat jo (nt Ls + 2L) i= ZI. 


Paranteza dreaptă care înmulțește curentul e chiar impedanța echivalentă 
complexă. Rezultă rezistența echivalentă și reactanța echivalentă : 


Re Taka Xe = o (Lı + La + 2 Lao), (35.22) 
respectiv inductivitatea echivalentă (35.3) : 
E ae [6 E la (35.23) 


unde semnul (--) corespunde bobinelor cu fluxuri aditive, iar semnul (—) 
corespunde bobinelor cu fluxuri în opoziţie. 

Ca exerciţiu propunem stabilirea schemei echivalente (din figura 35.6, d) 
pentru circuitul paralel, cu laturi cuplate, din figura 35.6, c. 
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35.4. Circuite rezonante 


Un sistem oscilant, mecanic sau electric, e un sistem care, în lipsa unei 
„forţe“ exterioare (în cazul unui circuit electric, în lipsa unei tensiuni aplicate), 
poate prezenta oscilaţii proprii slab amortizate, adică un regim liber oscila- 
toriu amortizat (v. par. 32.3). În cazul general, aceste oscilaţii sînt suprapuneri 


. . . . [63] 
de oscilaţii cvasisinusoidale, cu diferite frecvențe proprii f, = =. 


27 


De exemplu, circuitul serie r, L, C, studiat în paragraful 32:3, avea o singură frec- 
veuțţă proprie, corespunzătoare pulsaţiei (32.27): 


1 LOO RPE [i RE í R2C 
o = ie | 1— IE aa | 1— E m~ ajl |: (35.24) 


Să presupunem că unui astfel de sistem oscilant i se aplică o „forță“ exterioară 
periodică, de frecvență unghiulară o. În regim permanent, oscilaţiile forțate ale 

sistemului vor avea amplitudini și faze iniţiale dependente de frecvenţa 
„forţei: exterioare. Dacă această frecvenţă variază lent, se observă urmă- 
toarele : pentru anumite valori ale frecvenţei exterioare, amplitudinile osci- 
laţiilor trec prin valori maxime sau minime cu atît mai nete, cu cît 
amortizarea sistemului e mai mică; pentru aceleaşi valori ale frecvenţei (sau 
foarie apropiate de acestea), oscilaţiile forţate ajung în cvadratură (deplasările) 
sau în fază (vitezele) cu „forta“ exterioară; valorile frecvenței la care se 
observă extremum-ul amplitudinilor sau valorile critice ale defazajelor sînt 
foarte apropiate de frecvențele proprii ale sistemului. Acest fenomen se 
numește rezonanță. 

În cazul circuitelor electrice în regim permanent sinusoidal sub tensiune 

aplicată dată, fenomenul de rezonanţă consistă în trecerea amplitudinii curen- 

tului absorbit din exterior prin valori maxime (rezonanţa propriu-zisă) sau 
minime (antirezonanţa), cum și în anularea defazajului și a puterii reactive 
absorbite — atunci cînd frecvența are valori apropiate de acelea ale frecven- 
telor proprii. 

Caracterizarea exactă a stării de rezonanţă se poate face în mai multe 
moduri — care toate sînt echivalente, în practică, pentru circuitele slab amor- 
tizate (de înaltă calitate). Astfel, pentru pulsaţia de rezonanţă w, 1 se foloseşte 
una din următoarele trei definiţii : 


O -- pulsația tensiunii aplicate, la care circuitul absoarbe o putere 
reactivă nulă, respectiv la care are defazaj nul; 
La — pulsaţia tensiunii aplicate, la care impedanţa scalară e minimă sau 


maximă, respectiv curentul e maxim sau minim la tensiune dată; 

0,30, — pulsaţia oscilaţiilor proprii. 
În acest curs vom considera pulsaţia «,, ca pulsaţie de rezonanţă. Pentru 
circuite foarte slab amortizate (cu rezistențe foarte mici faţă de reactanţele 


t Prin împărţirea pulsaţiei de rezonanță cu 2r, aceleaşi definiții conduc la frecvenţa 
de rezonanţă f, = @,/2m. 
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bobinelor și ale condensatoarelor la frecvenţa de rezonanţă), cele trei valori 
de mai sus tind către o valoare limită unică, numită pulsatia ideală de rezonanţă : 


op = lim wy = lim w, = lim o 


(limita fiind considerată la valori tinzînd către zero ale rezistenţelor r, ale 


laturilor k = 1, 2, o., D} 


Pentru un circuit care conţine un singur condensator de capacitate C si o singură bp- 
si 4 2 e e ia 1% v v ET x : a 
biná de inductivitate L, pulsația ideală de rezonanţă rezultă din (35.24) cu R — O şi este: 


Pate] 


A E e EN A 85.24 


VIC 


stă formulă ae numeşte formula lui Thomson, În cele ce urmează, vom studia cele mai 
e circuite rezonante şi unele aplicaţii ale lor. 


35.4.1, Circuitul cu rezonanţă de tensiune (rezonanță serie). Considerăm 
circuitul serie r, L, G (fig. 35.7, d), studiat pînă acum, ca exemplu, cu diferite 
metode. Dacă r < 2VL|C, regimul său liber e oscilatoriu amortizat (v. rel. 
32,25), cu pulsaţia proprie (35.24), ` 


a 8. c 
Uri U, =joll Up = -= 
yanti E C jol 
Fa z ap pi 7E a 
ÎI CSO e pa EN N N A i 2 
+ 7 — [i 
d 
Y 


IMP ED ANȚE ECHI 
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Curentul se poate calcula și cu ajutorul impedanţ tei echivalente complexe, 
care e suma impeda anţelor elementelor conectate în serie ! 


1 E e i PEA 
Z =r 4 job + -—— =r -p jot — +) = Zee (35.25) 


Curentul complex sub tensiunea la borne U = U, luată ca origine de fază, 
este 3 


Cu valoarea efectivă: 


(33.26) 


Dacă pulsatia variază în intervalul (0,20), 
curentul crește, pornind de la valoa- IÀ | 

vea T (9) = 0 şi are un maxim pentru ER Q>7 7 
pulsația ©, la care impedanța e mi- d 

nimă, adică reactanța e nulă 


dp Æ o (35.28) 


U r 
Hoa) = h=. (35,29) 
: 


La rezonanță, impedanţa circuitului e 
egală cu rezistenţa lni şi e foarte mică, 
Pentru © > ©, = y, curentul scade, 
tinzînd asimptotic către zero (fig, 35.8, a). 
fe cirenitului rezultă din rela- 


tia (35.25): 


L to = 
9 = ate tg — = arctg ——-—— = pfw) 
R r i 
135.39) 
La pulsații mici, circuitul e capaci- 
+ ` > 3 TE 
tiv (p < 0), şi anume e (0) =— >> 


O dată cu creşterea pulsațisi, defazajul 
(negativ) scade în valoare absolută şi Fig. 35.8 
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se anulează la pulsaţia care anulează pe tgo, adică la pulsatia care anulează 
reactanța (35.27). Puilsaţia de rezonanţă œ, e deci tot c% 


I 

Oa = -= Op E op. 35.31 

PT y LC 07 ? ( ) 

Pentru o > op = Op Circuitul e inductiv (9 > 0) și defazajul tinde 
către — 35.8, b). 


În aia 35.7 sînt construite diagramele vectoriale pentru o < w (ig. a)» 
O = o% (fg. b), o > œ (fig. c). Din însăși constructia geometrică a Baa 
sali că vîrful fazorului căderii de tensiune din rezistență U, = r I „și deci 
şi al fazorului curentului I descriu cîte un cerc. Se mai ii zale că în acest 
circuit tensiunile la bornele condensatorului Uç şi ale bobinei U, pot atinge 
la rezonanță valori efective mari, și anume, mai mari decît ale tensiunii aplicate 
la borne. De aceca, circuitul se numeşte circuit cu rezonanţă de tensiune şi se 
utilizează pentru amplificarea tensiunilor slabe, avînd frecvența egală cu frec- 
venţa lui de rezonanță (35.28). Se numește factor de calitate, Q, al circuitului, 
raportul dintre căderea de tensiune din bobină și cea aplicată la rezonanţă 


U. Lol Lo i 1175 = 
Q === (z) = | = = == == — Baan 35.32 
l lo=09 o=00 | C ( ) 


U r Cor r 


Factorul 'de calitate atinge valori foarte mari — de ordinul sutelor în circu- 
itele oscilante obișnuite — și de aceea diagramele din figura 35.7 sînt depăr- 
tate de situaţia reală din astfel de circuite. Curbele de rezonanță din 
figura 35.8 se pot exprima unitar, înlocuind în (35.26) și (35.30) parametrii 
circuitului în funcție de Q şi œp Se obţin relațiile : l 


Pentru r—> 0, Q — œ și curentul 
I = Uj(Le—ijCo) tinde către 
infinit la frecvenţa de rezonanţă, 
dacătensiunea la borne e menținută 
constantă, Circuitul serie de înaltă 
calitate (Q >> 1) constituie un 
scurtcircuit pentru curenţii de free- 
vență corespunzatoare, Q = Qp 

35.4.2, Circuitul cu rezonanţă 
de curent (rezonanţă paralel). 
Considerăm o bobină de rezis- 
tență r si inductivitate L în 
paralel, cu un condensator de 
capacitate C. Rezistenţa laturii 


b. cù condensatorul o considerăm 
Fig. 35.9 neglijabilă (fig. 35.9, a). 
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Admitanţa circuitului se calculează cu teoremele impedanţelor echivalente : 


1 _ l— LC A iot 


Y == joc + (35.34) 
Z r-- jol r-- jol 
Curentul complex sub tensiunea la borne U = U este: 
|  I=SZU= Yes, 
cu valoare efectivă : 
regat e 0 EP SE PSR EI m pica, (35.35) 


re — ot, 

Dacă pulsaţia variază în intervalul (0, z). curentul scade, pornind de la valoarea 
I (0) = U/r, şi are un minim la pulsaţia ©, care se determină exact, anulînd 
derivata expresiei (35.35) (fig. 35.10, a). După un calcul relativ lung se obţine : 


Op = An ps _ EC x oy [1 — =) A (35.36) 


¥ LC 


O valoare aproximativă a pulsaţiei pentru care curentul e minim se poate 
obține observînd că dacă amortizarea e slabă atunci r?<& o — la frecvenţe 
mai apropiate de rezonanță sau mai mari — și r° poate fi neglijat pe lingă oL? 
Cu această aproximaţie expresia (35.35) devine : 


sep) d ze 0 apa aa 35.37 
| E oC) Fa | ( ) 

și e minimă pentru: 
Dn A E aa (35.38) 


YLE 
Această valoare aproximativă e foarte apropiată (cu mai putin de 1%) de 
valoarea cxactă (35.36) pentru circuite cu ( = ae E >4. Ca relaţia (35.38), 


valoarea aproximativă a curentului la rezonanţă este: 


i zel e 
Hon) = Ho = UZ (35.39) 
iar impedanța la rezonanţă este : 
L A aa ra 
Z( og) == T sa e (35.40) 
Defazajul circuitului rezultă din relaţia (35.34) : 
af e 2 c h eam 
eb |I — LC — r? F (35.41) 


B 
o = arc tg pa = arctg - = = 


G r 


L RS 
9 == arc tg a G — LO). 
7 


EI 


la mulsaţia de rezonar 


: Q, iar la pulsaţii mici e inductiv, trecînd printr-un 


aa 
nua 


a 


3e a 


practic egală cu wg la amortizări mici. Pentru œw > O, circuitul e capacitiv 
(p < 0) şi defazajul tinde către —r/2 cînd © — oo (fig. 35.10, b). 

În figura 35.9, b este construii diagrama vectorială peatni O = wa Doe 
În acest circuit, curenții din cole două ramuri fc şi J; pot atinge la rezo- 
nanțtă valori efective mari, şi anume mai mari decit ale curentului absorbit 
din exterior. De aceea, circuitul se nume şte circuit cu rezonanță de curent și 
se utilizează pentru amplificarea curenților slabi, avînd frecvența egală cu 
frecvenţa lui de rezonanţă. Factorul de ralitate este egal î în acest caz cu raportul 
de amplificare al curentului : 


fte) Ay: Uco) 
gmi 


=] 


Î JOI 
e a u 

ta ES E =Q. (8543) 7 
rk 


Curbele de rezonanță (35.35) şi (353.41) 
se pot exprima cu ajutorul factorului 
de calitate şi al pulsației ideale de 
rezonanță t: 


& 


| 


7 fi A k w? r 
I= U] zz] vP., T 
TI a? i 
i + Re Q a 
2 9 
To f a 19 
p = are tg I2o9h — = Sal : 
L Oa i 23 Z 


Pentru r— Ù, Q0 — œ, Zí) — 


şi curentul I= U (Co Co — —]| 


se anulează la frecvența de rezo- 
nuanță, Cirenitul paralel de înaltă vali- 
tate (Q >> 1) blochează trecerea curen- 
tilor de frecv enţă corespunzătoare, 


Circaitul paralel este un cizetuit rezo- 
nant, la care cele trei condiții menţionate la 
începutul aces paragraf, ca find caracteris- 
tice rezonanței, duc la valori distincte pentru b. 


i 
pulsația de rezonanță. Astfel, oS l VIC 
Rind pul ideală de rezonanţă, pulsatia de Fig. 35.10 


Mei 


faz ajului e O, dat de (35,42), p 
de (35.36), şi amîndouă sînt diferite de palaa proprie ars 
circuitele oscilante, utilizate în aplicaţii pentru pro 


tele ), factorii de calitate sint foarte 
z E par at 
Or Ri Or Z Org FX = Ij} (3545) 


Ia @ & 1, dezvoltarea în serie a expresiilor de wai sus arată că 
Ghr ST Og I Geg T ge 


frecventa œ, find foarte 


35.5. Cirewite cu proprietă 


35.5.1, Circuite generatoare de cwrs constan ae Boucherot. Considerë m 
un circuit nyxt cu structura din figura 35, Pi upunind c nstantă cl ap apli 
circuitului, determinăm condiţia pentra ca, indiferent de valoarea impedan enrentul 
ÎI, să aibă aceeași valoare. 


Învpedanța echivalentă se calculează cu teoremele (35.11) s 


[EI 


(35.19) 


. (36.46) 


Curentul /, e curentul uneia dintre ramurile unui divizor de curent și e dat de (35:21): 


3 


ZE, ENA i (35.47) 
Zg 


este necesară satisfacerea condiţiei com- 


Pentru ca 7, să fie independent de valoarea ini Za 


plexe : 
Z d 35.48) 
adică e relațiilor reale: 
Ryds Rai 
Xa PA (35.49) 
la fiind pozitiv definite. ` trebuie să fe nuje amindonă : 


lensator idea! 
parametri 
de rezaria 


fe o bobină 


[si 


R l 1 
peak -+ To = = — 
3 oG 


conditiile (35.50) 


îndeplinite, curentul 


Circuitele din această categorie sint alimentate cu tensiuni constante şi furnizează cu- 
renţi constanți, oricare ar fi impedanța de sarcină Z,. În practică, totdeauna R, je 0 și 
R, Æ 0, chiar dacă sint foarte miei, De aceea, curentul e numai aproximativ constant, 
(pentru valori Z nu prea mari). 

35.5.2, Cirenit defazor, Se consideră circuitul mixt din figura 35.12, în care bobinele 
au inductivități egale : 


= L; G = C (35.53) 


şi căutăm ce condiți e ăcută între parametrii circuitului, pentru ca să 
existe o diferenţă de fază de 7/2 intre Fa şi Ñ, oricare ar fi rezistențele R, și Ry Tensiunea 
la borne este: 


U= (2 t 
, (85.54) 
Explicitînd impedanțele cu relația {35.53), se obține: 
I = R — ECR, + Ra t CLo + R RCo — CL o’)]. (35.53% 


T 
Pentru ca defazajul între U și J, să fe >» partea reală a relației (35.55) trebuie să fie 


a 


nulă, adică: 


În figura 35.12, b e construită diagrama vectorială a circuitului defazor. 

35.5.37 Circuite complet aperiodice, Se numesc circuite complet aperiodice circuitele a 
căror impedanță echivalentă complexă nu depinde de frecvenţă, deşi au în structura lor 
elemente de circuit reactive, În cazul circuitului din figura 35.13, a, immpedanţa echivalentă. 
complexă este ; 


1 asi i L 
E jriji oL— — 4-2 — 
r-jol , iot | oC] C 
ae ză FIR i a pestaaiăi 
1 pol i í i L 
re jel oL— —] +z 
jol © C 
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Se vede că impedanţa e independentă de frecvenţă, dacă numitorul şi numărătorul fracției 
sint egali și se simplifică. ceea ce are loc pentru: 


F 
ra V5 (35.57) 
ȘI 
În acest caz 
Z=r. R =r, X sð. (35.58) 


i LL) | L 
T= jol) ir =] r+jlol-- =] 
i jmCi oC Cr 
o a 3 
A aa] Tarea 
3r- j] oL — —i 2r -- j] L~- — 
t CI oC 
Și în acest caz fracția se simpiiiică, dacă e satisfăcută condiţia (33:57), şi se obţine: 


Za = T, Ryt Xa =0. (35.59) 


35,6. Linia monefazată scurtă 


de curent alternativ 


Transmisiunea la distanţă a energiei electrice dă posibilitatea utilizării 
surselor de energie depărtate de centrele de utilizare. În acest scop se utili- 
zează linii electrice (fig. 35.14, a). 

Dacă linia care leagă generatorul de receptor c scurtă (v. şi cap. 53 şi 54), 
ea poate fi înlocuită cu o schemă echivalentă R, L serie (äg. 35.14, b). Cînd 
este necesar să se ţină seama si de impedanţa interioară Z; a generatorului, 
se includ în parametrii liniei rezistenţa, respectiv reactanța bobinajului 
generatorului, În acest caz, totul se reduce la examinarea funcţionării 


, 


[n 


ke 
in 
[35] 
ur 
pan 
TE 
Jad 
E3] 
= 
Ja 
w 
yvi 
= 
Me 
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unui circuit serie, cu rezistența R, și reactanța X,, în serie cu un recep- 
tor de impedanţă Zə (£ 


í g. 35.14, b). În practică se cunosc tensiunea la bor- 
nele receptorului U, (tensiunea secundară) și impedanta de sarcină Z. res- 


pectiv curentul f, = == f. 


Adesea, receptorul e caracterizat de putera activă P,, tensiunea U, și 
factorul de putere cos a (de ex. inductiv). Atunci curentul este Ta= P, jU, cos Qa, 
iar Za = Ula = Us cos ggj] Pa. 

Problema principală constă în examinarea relatiei Între tensiunea genera- 
torului E şi tensiunea secundară U,, pentru a determina căderile de tensiune. 

Diferența valorilor efective ale tensiunilor : 


= E — U2 0 (35.60) 


se numește variație de tensiune. ie tensiunilor complexe : 

AU = E— Us (35.61) 
se numeşte cădere geometrică de tensiune. Schema echivalentă avînd toate 
elementele în serie, se poate scrie ep 


E = (Z, + R, + jX) I= U, + (R, +jX)I= 


eara 


din are, prin calcul în complex, rezultă E si AU. 

Calculul se poate face și grafic. Diagrama vectorială a liniei este repezentată 
în figura 35.15, considerînd tensiunea U, origine de fază. 
Din figura 35.15 se poate stabili relația : 


= 04 = VO F AË = V(U, 


în care 


se numește căderea longitudinală de tensiune, iar 
AC = AU = RI sin p, -+ X, E cos o, (33.65) 
se numeste căderea transversală de tensiune, 

Se observă că variaţia 
de tensiune este dată de 
relaţia : 

SU 


(Ut AUYE (A, UP — 

— U, ~= AU, (35.66) 
ieoarece, practic, (4 UF < 
<& (U, + AUP, căderile de 
tensiune în linie find mici 
pa faţă de tensiunea E, tar defa- 
5.5 


zajul 6 dintre E si I de ase- 
menca mic. 
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Valoarea efectivă a căderii geometrice de tensiune 35.15) este: 
TA a S Fir za e e igt gr 
AU = JAU | = BA = V(A) T gU. (35.67) 
În mod practic interesează Variația de tensiune, deoarece receptoarele sint 
dimensionate pentru o anumită valoare efectivă a tensiunii U, În retelele 
de distribuție urbane de joasă ter se admite o variatie de tensiune de 


Dacă pa < 0 (receptor capacitiv}, tensiunea U, poate depăşi tensiunea E; după cum 
rezultă din (35.66) și (35.64), această situaţie se realizează dacă: 
te q L -= Re 19 Ag 
g P 5 Ton (35.69) 
e 


km acest caz, variaţia de tensiune reprezintă o crestere de tensiune și nu o pierdere de ten- 
sine ca în cazul diu figura 35.15. 
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Ca şi rețelele de curent continuu (v. par. 13.2, vol. I), retelele de curent 


alternativ poi fi studiate cu ajutorul unor ecuații asociate nodurilor, respectiv 
ochiurilor, care rezultă din aplicarea unor teoreme, numite teoremele lui 
Kirchhoff — datorită analogiei formale pe care o prezintă cu tcoremele similare 
din curent continuu. Pentru reţelele liniar re, e iza exclusiv din elemente 
de circuit dipolare (cum am studiat mereu pînă acum), teoremele lui Kire 
constituie o bază teoretică completă, furnizind un sistem de ecuaţii liniare 
în număr egal cu al necunoscutelor. Deoarece aplicarea acestor teoreme nece- 
sită adesea un vo lum mare de calcule, s-au elaborat si alte metode mai siste- 
matice, mai rapide, sau mai adaptate unor probi me particulare (v. cap. 38). 
Este însă impo R să se rețină că orice probl mai care se studiază cu aceste 
metode poate fi rezolvată si numai cu ajutorul teoremelor lei Kirchhoff, 


36.1. Feoremele lui Kirchhoff în vatori 


36.1.1. Elemente de topologia rețelelor (v. si par. 13.2.1, vol. Ij} Se $ 
tură orice porțiune mărginită şi neramificată de rețea și nod, punctul de intilnire a du 
sau mai multe laturi. În aplicații e util să se considere noduri numai punctele de f 
a trei sau mai multe laturi, ca excepţia cazului unei laturi închise în ea însăși (vw. ochiul 
din stînga al reţelei din fig. 36.1, a), care e mărginită de un nod comun ambelor ci ca- 
pete și ales arbitrar 0) din fg. 36.1}. Se numeşte ochi (buclă, contur, ciclu) © suece- 
siune de laturi ale rețelei, alcătuind o curbă închisă. O rețea se numeşte conexă, dacă ori- 
care două noduri ale ei pot îi unite printr-o curbă, care trece numai prin laturi ale retelei, 
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În curent alternativ interesează și rețelele neconexe (fig.36.1, a), ale căror părţi (subrețele) 
conexe, izolate unele de altele, pot interacţiona prin inducţie electromagnetică (cuplaj in- 
duciiv sau magnetic). Se numeşte schemă topologică a rețelei o schemă simplificată, în care 
structura laturilor nu mai e specificată, şi 
acestea sînt figurate prin Linii (Sg. 36.1, 
b şi 35,2). sie schema topologică a 
unei reţele s se e Dol studia toate proprie- 
tăţile rețelei refeiitoate la xelaţiile dintre 
laturi, noduri şi ochiuri. laturile și 
ochiurile se consideră orientate, sensu- 


OOzr 


rile de referință ale laturilor fiind indicate cu săgeți plasate pe iaturi (uneori, alături), iar 
sensurile de referință ale ochiurilor fiind indicate cu arce de curbă deschisă dotate cu o 
Bigeată şi desenate înăuntrul sau în exteriorul ochiurilor (fig. 36.2). 

Un ochi se numeşte independent faţă de un sistem dat de ochiuri, dacă existența lui 
mu poate fi dednsă din cunoașterea laturilor ochiurilor sistemului dat, ceea ce revine practic 
la faptul că orice integrală de contur scrisă pentru acest ochi nu poate fi exprimată ca o 
combinaţie liniară a unor integrale scrise pentru ochiurile sistemului dat. Se numeşte sistem 
fundamental de ochiuri independente un sistem de O ochiuri astfel alese încât fiecare dintre 
ele e independent faţă de celelalte, iar oricare ochi al reţelei, neaparţinînd sistemului, nu e 
independent faţă de acesta. Ochiurile unui sistem fundamental furnizează numărul maxim 
de ecuaţii independente obținute, exprimînd integrale de contur. Pentru o reţea dată se 
pot găsi mai multe sisteme fundamentale de ochiuri, dar toate au acelaşi număr O de ochiuri, 
uumăr ce constituie o caracteristică a reţelei. 

Notăm cu L numărul de laturi, cu N numărul de noduri, cu S numărul de subreele 
conexe şi izolate ale reţelei. Se numește arbore al unei subreţele conexe o porțiune conexă 
a ei, care conţine toate nodurile acesteia și nu conţine nici un ochi, În figura 36.2 sînt 
desenate îngroșat laturile unor arbori ale subreţelelor a şi b. Un arbore are N, — i laturi, 
dacă N, e numărul de noduri ale subreţelei conexe considerate. În adevăr, cînd construim 
succesiv arborele din laturile lui, prima latură are două noduri (capetele ei), iar celelalte 
aduc fiecare ciie un nod (deoarece dacă nu ar avea capătul al doilea liber s-ar forma un 
ochi, ceea ce e exclus prin definiţia arborelui). Se observă acum că dacă, pornind de ia un 
arbore, se adaugă succesiv cite o latură pentru a construi reţeaua definitivă, orice nouă 
latură astfel adăugată nu aduce nici un ncd în plus (prin definiţie arborele le cuprinde pe 
toate), dar aduce subreţelei cîte un ochi independent de celelalte și numai cîte unul. Numărul 
de laturi astfel adăugate e deci egal cu numărul 0, al ochiurilor independente ale subreţeie; 
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considerate. Nunărul de laturi L, al acestei subrețele conexe este egal cu numărul de laturi. 
ale arborelui N, — 1, plus numărul 0, al ochiurilor ei independente: 


L= 0, + N, — 1. 


Scriind cîte o astfel de ecuație pentru fiecare subrețea conexă și însumină cele $ ecuaţii. 
scrise, se obține pentru întreaga rețea relația : 


DZ e Di NS 


Sub forma; 


T ai 1 
| O=L—N+S GEL 


această relație permite determinarea numărului de ochiuri independente ale unei rețele date, 
Practic (deşi nu e necesar), acestea se aleg astfel încît fiecare să aibă cite o latură care så 
nu aparţină celorlalte (în acest fel sîntem siguri de independenţa lor, iar dacă am ales O 
astfel de ochiuri independente, ştim că ie-am ales pe toate). 

În cele ce urmează vom presupune că: toate laturile rețelei sînt numerotate într-o- 
ordine dată, cu indicii curenţi: 


Bi LT Sa bo Ap Data a (36.2) 
toate nodurile reţelei stut numerotate într-o ordine dată, cu indicii curenţi, 


bs eo d= l, 2n N, (36.3) 


toate ochiurile independente ale unui sistem fundainental, ales arbritrar, sînt numerotate 
într-o ordine dată: 


p q= 1, 2, u, 0. (36.4). 


36.1.2. Prima teoremă a lui Kirchhoff, Unei suprafețe închise 3, care 
înconjură un nod oarecare (b) foarte aproape de nod, i se poate aplica teorema 
continuității (31.10), ig = 0, curentul total iz, =ff JdA, fiind în acest caz 

Z, 
suma algebrică a curenților laturilor care se întilresc în nod. Se obţine 
astfel — ca şi în curent continuu — prima teoremă a lui Kirchhoff : 

Suma algebrică a valorilor instantanee ale curenților din laturile care se 
reunesc într-un nod este nulă : 


În această sumă „algebrică“, curenților care ies din nod li se afectează semnul 
(+), iar celor care intră în nod, semnul (—); indicele k al laturii ia acele valori 


1 O relaţie de acest tip a fost stabilită prima dată de Euler pentru poliedre şi de aceea 
(36:1) se mai numeşte teorema lui Euler, 

2 Semnul & e semnul de apartenenţă, folosit aici pentru a indica: latura k aparţine mul-. 
țimii laturilor legate la nodul (b). 


din şirul (36.2), care corespund laturilor legate la nodul (b) considerat. De exem- 
plu, în cazul nodului din figura 36.3, prima teoremă a lui Kirchhoff se serie : 


ir — ia t i -H ig in = Ô. 
Relația (36.5) a fost stabilită utilizînd legea conservării sarcinii și aproximația 
regimului cvasistaţionar. În ea nu apar parametrii circuitelor. De aceea, această 
relație e valabilă în regim cva- 
sistaționar pentru orice fel de 
circuite : liniare, parametrice, 
neliniare. 

36.1.3. A doua teoremă a 
lui Kirchhoff, În lungul unei 
curbe închise ,, compusă din 
succesiunea liniilor tensiunilor 
la borne u, ale diferitelor la- 
turi m ale unui ochi (p) 
(fig. 36.4), se poate calcula 
tensiunea electromotoare indusă 

Fig. 36.3 . =§ Eds, egală, în acest caz, 

T, 
cu suma algebrică a tensiunilor la borne ale laturilor ochiului. Această tensiune 
electromotoare indusă e însă nulă, deoarece fluxul magnetic prin suprafaţa Sr, 


sprijinită pe curba L; e ne- 
glijabil, ca urmare a nodi- 
lui de alegere a liniilor 
tensiunilor la borne — care 
ocolesc regiunile de flax 
intens, localizate în bobine 
(w. si par. 31.2.2). Se ob- 
tine astfel cea mai generală 
formă a celei de-a doua 
teoreme a lui Kirchhoff: 
Suma algebrică a valorilor 
instantanee ale tensiunilor la 
bornele laturilor care alcă- 
iuiese un ochi este nulă : 


În această sumă „algebrică“, 
tensiunilor la borne, al căror 
sens de referinţă e același cu 
sensul de integrare (sensul Fig. 36.4 


1 Semnul & e semnul de apartenență, folosit aici pentru a indica: latura m aparține 
anulării laturilor ochiului (p). 


de referință al ochiului, numit și sens de scriere al ecuaţiei), li se afectează 


semnul (+), iar celor al căror sens de referinţă e opus, semnul (—). Indi- 
cele m al laturii ia acele valori din şirul (35, 2), care corespund laturilor ce 
aparțin ochiului (p) considerat. 

De exemplu, în cazul ochiului din figura 36.4, relația (36.6) se serie : 

Up Up, T Up — Up — U, = 0. 


A 
) 23 


O altă formă generală a celei de-a doua teoreme a lui Kirchhoff se Se inlo- 
cuind tensiarale la borne cu valorile scoase din ecuațiile laturilor scrise sub forma 
relației (34.119), utilizată la deducerea teoremei lui Joubert : 


dv, 


e, 


t 
u.: == p r- -L 
Pn u m aake 


“n dt 


Š 


EmA 
5.7} 
În această relație, u,„ e tensiunea luată T E de ia receptoare pentru 


toate laturile re jelei, ug „© căderea de tensiune rezistivă din laturi, uç, „e tensiun 


condensatorului con neciat în serie în latura m, e este tem. a generat li 
din latură cu sensul de referință aceiași cu al curentului ip , iar o, e fluxul 
magnetic total care frilănțuie latar ra (nai puțin fluxul care induce t.e.m. a 
generatorului), 


Înlocuind relatia a (36 


3 


Li FA 
ale generatoarelor, se obt 


chhoft + 

Suma algebrică a valorilor instantanee ele tensiunilor electromotoare ale 
generaioarelor din laturile unui ochi e egală cu suma algebrică a căderiler de ten- 
siune instantanee din acele laturi : 


D Eg = >> E + cae sau) (36.8) 


mE(p) mSe) L 


D atia (36.6) si separiad într-un membru t.e.m. 
ine o altă formă generală a primei teoreme a lui Kir- 


Această relaţie şi relaţia (36.6) au fost stabilite utilizînd numai legi generale, 
şi în ea na apar explicit parametrii circuitului; de aceea ea este “valahti 
pentru orice fel de circuite : liniare, parametrice şi neliniare. 


Observaţie : Ecuația (36.8) poate fi dedusă și calculind tensiunea electromo- 


tipare în lungul unei curbe care trece numai prin laturile ochiului (nu pe la boroe, came 
trecea curba Dp utilizată aici). 


În cazul circuitelor liniare, căderile, de tensiune se pot exprima în 
funcție de curenţi, introducînd parametrii circuitului în relaţiile (31.22), 
(31, 28), (31.15): 


L 
E in i > $ ; dp 
UR a Rom: Ue R AU AT | idt d b, = y Less (36.9) 
Cu Em s= 
în care R,, > 0 este rezistența conductorului laturii, C, > 0 este capacitatea 


S 


a 
condensatorului, Lm = Lp > 0 este induetivitaiea proprie a laturii, ÎL, 2 D 


este inductivitatea mutuală dintre latura s şi latura m (Lens = Lo), cu sensul 
core pR sensului de scriere al ecuaţiei prin latura m şi sensului curentului î, 
din latura s. care induce, Dacă numai unul dintre aceste sensuri nu coincide cr cel 


Da dear erat 
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indicat de borna polarizată corespunzătoare valorii date a inductivităţii mutuale, 
semnul acestei valori trebuie schimbat. 
Cu relaţia (36.9) se obţine a doua teoremă a lui Kirchhoff pentru circuite 


liniare : 
ek if. 
Des 5 [Roi Te (inde + Tie Th (36.10) 
m Ep) m Ep) La s=1 


sau, explicitînd căderea de tensiune de inducţie proprie (s = m), 


DAR [Rai min + z | indt + La 
m (p) Cm 


m€(p) 


Zy 


4 3 L, eai (36.10) 
E 


36:1:4. Observatii privitoare la aplicarea teoremelor lui Kirchhoff. a) Cu ajutorul acestor 
teoreme se obţin N — S ecuații independente de noduri (deoarece în fiecare din cele S 
subrețele conexe, ultimul nod — în care intră numai curenți ale căror valori au mai intrat 
în ecuațiile altor noduri cu semn schimbat -— conduce la o ecuație care e egală cu suma 
cu semn schimbat a celorlalte ecuații de noduri, și deci nu e indpendentă de ele); 0 = L — 
— N + S ecuații independente de ochiuri. Rezultă în total O + N — S = ecuații 
integro-diferențiale. În reţele liniare, acest sistem de ecuaţii are L funcțiuni necunoscute : 
curenții i(t) ai laturilor și problema are o soluţie unică (în regim tranzitoriu, după preci- 
zarea condițiilor iniţiale). 

b) În ecuaţiile obţinute din cea de-a doua teoremă a lui Kirchhoff toţi termenii au sem- 
nul (-+-), respeetiv (—), după cum sensul de referință al mărimii respective coincide sau nu cu 
sensul de scriere al ecuaţiei. Din cauza convenției suplimentare, pe care Sinai semnul 

i 
unei inductivități mutuale (v. par. 34.4.3), termenii de forma Lose au semnul 


hotărît de corespondența dintre sensul de scriere din ochiul cu latura m şi sensul curen- 
tului din latura s, de o parte, și sensurile indicate de bornele polarizate, de “altă parte — 
cum s-a precizat mai sus. 

c) Aplicarea teoremelor se face (ca în curent continuu) alegînd sensuri de referinţă 
arbitrare pe laturi, alegînd cchiurile independente și sensurile de referinţă arbitrare pentru 
ele, scriind ecuaţiile și rezolvînd sistemul astfel obținut. 

d) Teorema a doua a lui Kirchhoff se poate scrie și pentru un ochi care nu se în- 
chide namai prin laturi, ci şi — pe o anumită porţiune — prin dielectric, direct între două 
borne. În acest caz, tensiunea dintre aceste borne nu mai poate fi explicitată în functie 
de curenţi și rămíne în ecuația (36. 6) neînlocuită cu relaţia (36. T). Ecuația finală (36.8), res- 
pectiv relațiile (36. 10), va cuprinde î în membrul drept, alături de căderile de tensiune din la- 
turile ochiului, și tensiunea dintre bornele prin care se închide acest ochi. 

e) Cea mai bună verifi- 
care a scrierii și rezolvării co- 
recte a ecuaţiilor o constituie 
verificarea bilanţului puterilor 
(v. cap. 37). 

Aplicaţie: Ecuațiile trans- 
formatorului. Considerăm un 
ansamblu de două bobine 
cuplate, constituind un trans- 
formator electric (fără miez de 
fier, pentru ca indcuctivităţile 
să fie constante-v. fig. 36:5,a), 
Schema echivalentă e desenată 
în figura 36.5, b; în această 
schemă, 7, Și rą sînt rezistenţele 
conductoarelor înfăşurărilor, L, 
şi Le sînt inductivităţile acestor 
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înfășurări, iar L}, inductivitatea mutuală. Bornele polarizate au fost astfel alese, încît, în 
raport cu ele, fag > 0 (în cazul cînd curenții ar intra prin aceste borne, ar da fluxuri în 


același sens prin miez — cum rezultă din figura 36.5, a). Alegem sensurile de referinţă ale 
tensiunilor la borne și ale curenților după regula de la receptoare la prima bobină și după 
regula de la generatoare la a doua — transformatorul constituind o celulă intermediară 


într-un lanț de transmisiune a energiei electroinagnetice. Alegem sensurile de referință pe 
cele două ochiuri închise cu liniile tensiunilor la borne. Ecuațiile de ochiuri (36.9) sînt, în 


acest caz (cu e, = ep = 0, deoarece nu avem generatoare) : 
di di 
0 = ri + Lp — Dia A — m 
dt 
(Lie = La) 
A A ui dig LL di, . 
= Toto T Lo aj sug 
l dt dt 
(semnul minus din faţa lui Lig rezultă din regula indicată la punctul b de mai sus), sau: 
di, dia 
ui ri, - Lı Lia 
dt dt 
(36.11) 
, dis di, 
— üs Tata + L; La 
dz dt 


pentru verificare înmulțim prima ecuație cu i, a doua cu i, și udunăm ecuaţiile; se obține 
relația : 
i 


w(m) 
———————————— 
; | 5 ara EDD E, a DOD a ul una 36.12 
Uig — Uais = r i1 F Tai? 1 d 5 G = r(— L) hil ( 


Diferența dintre puterea ui, primită pe la borne de prima bobină (deoarece am folosit con- 
venţia de la receptoare) și puterea usi, cedată pe la borne (deoarece am folosit convenţia 
de la generatoare) de a doua bobină este disipată în parte în rezistențele întfășurărilor 
(rii + ria) şi acumulată în parte în cîmpul magnetic al bobinelor. a cărui energie e WOY 
(v. rel. 31.17). Semnul (—) din fața inductivității mutuale Lp rezultă din faptul că sensul 
curentului i, iese din borna polarizată respectivă, în loc să intre ca i: valoarea inducti- 
vităţii mutuale în raport cu sensurile curenților este (— Io). 


36.2. Forma complexă a teoremelor lui Kirchhoff 


Pentru circuite liniare în regim permanent sinusoidal de pulsaţie w se 
pot reprezenta în complex s simplificat relațiile (36.5), (36.6) si (36.10), folosind 
notațiile : 

a iY, 
tlg = SiTy ja sin (ot -; ga Yg) TE d; = Ie i 
Do... 
u, = U, V2 sin (ot + Ba) == Ur, = U, (36.13) 
ja 


A j A 
Emn ua = Ba V2 sin ( (ot + Xm) kararas En FT Epe 
şi regulile de transpunere a operatiilor elementare (34.81...84). 


36.2.1. Forma complexă a primei teoreme a lui Kirchhoff. Reprezentînd 
în complex, cu notaţiile (36.13), ecuaţia (36.5), se obtine expresia : 


I Dr=0 l (36.14) 
| RT | 
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se enunţă : Suma algebrică a imaginilor în complex ale curenților din iatu- 

> se reuneste Într-un nod esie nulă, Lonvenţiile privitoare la semn sint 
si ca la valori instantance. Deoarece modului unei sume nu este egal cu 
modulilor termenilor, o relatie de forma (36.14) nu se poate serie pentru 
efective (reale) : 


30.2.2, Forma complexă a teoremei a doua a ini Kirchhoff. Reprezentindd 
.13), ecuaţia (36.6), se obține enuntul cel mai 


în complex, cu notaţiile 
general al teoremei : 


Suma algebrică a imaginilor în complex ale tensiunilor la bornele laturilor care 
alcătuiesc un ochi este nulă. Convenţiile privitoare la semn sînt aceleasi ca la 
valori instantanee. Și în acest caz, relația nu e valabilă între valori efective : 


Reprezentind în complex ecuaţia (3 di cu notaţiile (30.13), se obtine relaţia : 


SE, =) 


L 
Lt oro Dif d bale] (36.16) 


mETp) Ep). SA 
Dar 
L L 
i obyt, =F j t. G Tya ig Zi OL d, 
3= s= 


(sm) 


nia (36,16) se scrie : 


RI pă (a, joi, + cazi 2 


m2(pjl IoC 


Suma algebrică a imaginilor în complex ale tensiunilor electromotoare ale genera- 
toarelor e egală cu suma algebrică a cãderilor de tensiune complexe din acei 
laturi. Căderile de tensiune pot ñ rezistive (RI, inductive (po, Zr 


{il x E à 
capacitive ss ÎI] sau induse mutual (je) de aţi curenți. Conven- 
DUn 


tiile privitoare la semn sînt aceleasi ca ja valori instantanee, 


Teorema a dona a lui Kirchhoff se poate serie strîns, introducind iape- 
) ie a laturii: 


e latura s și latura m: 


Zis = Ol (36.19) 


nis 
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Cu aceste notații relaţia (36.18) se scrie: 


L 
E — Zalm +- Z mds 
E pa s1 2z = (36.20) 
(sm) 
sau mai strîns : 
L 
E = Zu, 5 (36.21) 


mE(p) mETp) s=1 


Observaţii: a) Prima sumă relativă la ochiul (p) se face asupra tuturor indi- 
cilor m ai laturilor care aparţin ochiului (p). A doua sumă, în s, se face asupra tuturor la- 
turilor reţelei (inclusiv s = m). Dacă o latură s nu e cuplată inductiv cu vreuna diu la- 
turile ochiului (p), curentul respectiv nu apare în ccuaţia acestui ochi, deoarece Zm; = 0. 

b) Dacă se scrie explicit această relaţie, se observă că fiecare dintre impedanţele mu- 
tuale ale laturilor ochiului (p) cu laturi exterioare ochiului (p) apare o singură dată, în timp 
ce o impedanţă mutuală Z,,, între laturi m şi s, care aparţin ambele ochiului (p), apare de 
două ori: o dată în termenul Z„;{; şi a doua oară în termenul Z, mim 

c) Comparind relaţia (36.20) cu teorema a doua a lui Kirchhoff din curent continuu 
XE = XRonl m, se constată că singura deosebire de ordin formal între aceste relaţii decurge 
din existenţa, în curent alternativ, a impedanţelor mutuale Z„s. 


36.2.3. Rezolvarea rețelelor, în complex, cu teoremele lui Kirchhoff. 
Metoda generală de rezolvare a reţelelor liniare de curent alternativ sinusoidal, 
cu reprezentare în complex, consistă în utilizarea sistemului de L ecuaţii 
Kirchhoff independente : 


Ip = 0 T a pci | 
KETE) 
L (36.22) 
FZL Ea pai 
mEfp) Ls=1 mgp) | 
li 


În reţelele disipative (cum sînt reţelele electrice obișnuite, în care totdeauna 
Rmn > 0), acest sistem are o soluţie unică, adică există un singur sistem de 
curenţi complecși J}, 1... {z care îl satisfac (la t.e.m. date). 

În adevăr, din teoria sistemelor de ecuaţii algebrice de gradul I, se ştie 
că soluţia unui sistem neomogen de L ecuaţii cu L necunoscute e unică, dacă 
sistemul omogen corespunzător nu are decît soluţia identic nulă ; în caz contrar, 
o soluţie a sistemului omogen poate fi suprapusă cu o soluţie a sistemului. neo- 
mogen și s-ar obţine o a doua soluţie a sistemului neomogen. În cazul siste- 
mului (36.22), sistemul omogen e 'acela obţinut cu E„ = 0 (m = 1,2,....L) 
și corespunde cazului fizic al unei reţele fără surse. Dar o reţea liniară disipativă 
fără surse nu poate avea curenţi de regim permanent, din cauza dezvoltării 
ireversibile de energie în rezistențele laturilor (prin efect Joule-Lenz), care 
cere un apori mediu constant de energie din exterior. 


9—1568 
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În rețele nedisipative (pur reactive, fără rezistențe), soluția sistemului (36.22) poate 
să nu fie unică. Acest rezultat se explică prin faptul că în astfel de rețele regimul liber nu e 
amortizat, regimul tranzitoriu nu se stinge niciodată și regimul permanent consistă în su- 
prapunerea regimului forţat (hotărît de sursele sinusoidale date) cu regimul liber, periodic, 
determinat de condiţiile iniţiale şi de frecvențele proprii ale reţelei. În acest caz, sistemul 
de curenţi care circulă la un moment dat prin laturile reţelei, la t.e.m. date depinde de con- 
diţiile inițiale: de exemplu, de ordinea închiderii întreruptoarelor de alimentare. 


La aplicarea ecuaţiilor (36.22) se urmează aceleași etape ca şi în cazul 
teoremelor scrise cu valori instantanee (par. 36.14), cu observaţia că înainte 
de a scrie ecuaţiile e necesar să se calculeze imaginile în complex ale tensiunilor 
electromotoare date — pornind de la o singură formă normală (în sinus sau 
în cosinus) a valorilor lor instantanee. După rezolvarea ecuaţiilor în complex, 
trecerea inversă la valorile instantanee ale curenților se face cu aceeasi formă 
normală. 

Verificarea caciuli se face fie scriind ecuaţii suplimentare pe ochiuri 
neutilizaie iniţial, ecuaţii care trebuie să fie identic satisfăcute cu soluţiile com- 
plexe obţinute, fie — mai complet — verificînd bilanțul puterilor complexe 
(v. par. 37 şi aplicaţia 37.3.3.), 

Dacă în problema dată se 
cere o tensiune u, cu imaginea 
U, între două noduri oarecare 
(b) şi (d) se scrie ecuaţia a doua 
a lui Kirchhoff pe un ochi 
constituit din laturi ale reţelei 
și închis prin linia acestei ten- 
stuni (v. aplicaţia 36.3.3.). 


36.3.1. Scrierea ecuaţiilor literale 


Fig. 56.9 pentru rețeaua din figura 36.5 ú. Rețeaua 

: are L—4 laturi, N= 3 noduri, S = 2 

subrețele conexe și O = L — N + S == 3 ochiuri independente. Vom avea N—S=1 

ecuaţii de noduri (de ex. pentru nodul aa) şi O = 3 ecuaţii de ochiuri pentru ocbhiurile 
a^, (2) (3) alese. 

Alegem sensurile de referinţă pentru curenţii de laturi J}, Jp, 23 I, şi sensurile de scriere 


pe ochiuri. Ecuațiile sînt 
(O) At Is — A =0 


4 

j 

ate e a A 7 A 

i (1) #1 = Jo ofal jell ht jol: -— jola 


l : : E . 
(2) -E= [R xi obs t7 ) În — jolyt, —3 Lala + j oala 
i jo Ca] c ; 
(8) 0 = (R, +jol,— jolis (36.23) 


La rezolvarea acestui sistera de patru ecuații cu patru necunoscute e preferabil să eliminăm 
curentul I = Ja + Ja (conform cu (1)) din ecuațiile de ochiuri (1), (27), (3), pentru a 
obține un sistem de ta ecuații cu trei necunoscute — la care se poate aplica regula lui Cramer, 
fără a í nevoie să se opereze cu determinanți de ordin mai mare decit trei. 
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36.3.2. Impedanţa echivalentă a transfor- jola 
matoralui în sarcină (fig. 36.7). În acest caz, 7, E 
N=2, L=2, S=2, şi Oz L—N+S=2 17 

7 


ecuaţii independente de ochiuri, 
Scriem ecuaţiile cu ochiuzile închise pe liniile 
tensiunilor la borne : 


Ie 
= 
presa 


- 


0 = (Ri + joli —joLrl — U, E (36.24) 
0 = (Ra + j oLa), — jolali + Ua 


Aceste ecuații sînt imaginile în complex ale 
ecuațiilor (36.11). Ele se scriu sub forma: 


U, = Zl, — Zila | 2 
_ , (36.25) Fig. 36.7 
— U: = Zala — Zala f 


în care Z = Za = jol, e impedanța mutuală, 2, = R, + jol, e impedanța proprie 
a primarului, iar Z; = Ra + joLą, e impedanța proprie a secundarului. 

Dacă valoarea algebrică a inductivității mutuale L} ar fi fost definită în raport cu sen- 
surile de referință luate pentru curenți, semnul din faţa lui Z}, ar fi fost (+), dar acea va- 
loare a inductivității mutuale ar fi fost negativă (Lig < 0) pentru înfășurări realizate ca în 
figura 36.5, a (cu tensiuni u, şi ua practic în fază) 

Dacă la bornele secundare ale transformatorului e conectată o sarcină de impedarță 
echivalentă Z;, 

U = Zi (36.26) 


şi ecuaţiile transformatorului devin : 


U, = Zh, Ta Ziada | 


0 = (Za + Z)la— Zah Í 


Calculim impedđanța echivalentă de intrare a transformatorului : 


(36.21) 


rA A De (36,28) 


h =A] (36,29) 


ce iti aLi 
+Z 1 h +Zs 


36.3.3. Rezolvarea numerică a unei rețele. Datorită caracterului complex al ecuațiilor, 
rezolvarea lor literală conduce la calcule exirer de laborioase. De aceea, în aplicaţii se 
preferă scrierea de la început a ecuaţiilor sub formă numerică şi rezolvarea lor sub acestă 
formă. Ca exemplu, studiem reţeana din figura 36.8,a, în care parametrii de circuit și t.e.m. 
ale peneratoarelor sînt: 


Ri = R = 200; L, = 0,0318 H; L, = La = 0,0636 H; 
La = + 0,0318 H; C, = 159 uF; 


3. 
$ 


e = 10 Vă sin ot; ep = 50 V? cost 


(36:31) 
mif = | = SLEz. | 
27 d 
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Calculăm reactanţele bobinelor și condensatoarelor : 


1 
oli = oly = O; ol, = oL; = 209; = —209 (36.32) 


OUg 


și imaginile în complex ale t.e.m.: 
e, = 10 V2 sin ot Z> FE, = 10e = 10 


. (36.33) 


Fig. 36.8 


Pentru scrierea directă a ecuaţiilor numerice e util să notăm schema cu valorile complexe 
ale impedanţelor şi t.e.m. (fig. 36:8, b). Alegem sensurile de referință ale curenților J, 
Ja; În şi ochiurile independente (1) şi (27), ştiind că O = L—N+S=3—2+1=2. 
Substituind direct pe T, = I, — Ją (scos din ecuaţia nodului (1)) ecuaţiile de ochiuri în com- 
plex sînt: 


10 = (20 + j10)1, —10J2 — 201, — 12) 


(— 50 j) = -- (— j 207, — Ia) + (20 + j 20 + j 20) Ta —j 10 J, 
sau 
10 = (20 — j 10)1, + j 107, 
(36.34) 
150 = j 107, + (20 -+ 120) 
cu soluţiile: 
zI =i 36.35 
L=1; L=l1+j=\7 e, L= h—h=—j=e e (36.35) 
Valorile instantanee ale eurenților sînt (cu 34:78): 
i, = Im { VZ) = V2 sin (ct) 
iž j T 
i = Im { V2 e 4 VF e) = 2 sin [or + A (36.36) 


n 
i, = Im {e 3 Va ei = Va sn | ar 7) 
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o 


Observaţii: a) Pentru a verifica rezultatele, scriem ecuaţia ochiului exterior (37): 
10 — (—50) = (20 +j 10)7, — j 10I, + (20 +j 4001, — j 107, 
10 +- 50j = 207, + (20-- j 30)I, = 20(1) + (20 +- j 30 (14+3) (36.37) 
care cu relația (36.35) e satisfăcută identic. 


b) O verificare mai completă se face cu bilauțul puterilor complexe (v. 37.3). 

c) După determinarea curenților putem afla oricare dintre căderile de tensiune din 
circuit. Să presupunem că se cere tensiunea u4g (fig. 36:8. a). Scriem atunci teorema a doua 
a lui Kirchhoff pe ochiul ABC, închis prin laturi și prin linia acestei tensiuni la borne: 

Eu —Ea = U 48 + jolh, (36.38) 
de unde: 
FR 


49 


: PER | 
Uas = E, — Ea — jol = 10— (—j 50) — j 2000 + j)=30 Vă e 
iar 


uas = Im f s0 YZ 63 VTi} = co sin (or + 2). (36.39) 
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3/7. 


Teoremele conservării puterilor se exprimă prin relații care sînt con- 
secințe analitice ale teoremelor lui Kirchhoff fără alte ipoteze. Aceste relații 
se interpretează pe baza legii transformării de energie în conductoare (rel. 
31.19 şi 31.20), a teoremei energiei electrice (rel. 31.16), a teoremei energiei 
magnetice (rel. 31.17), a teoremei transferului de putere la borne (rel. 31.21). 


37.1. Teorema conservării puterilor instantanee 


37.1.1. Forma generală a teoremei. Fie o reţea electrică, constituită ex- 
clusiv din elemente dipolare de circuit, și ale cărei laturi nu sînt cuplate mag- 
netic cu exteriorul. Reţeaua nu este însă izolată şi presupunem, pentru gene- 
ralitate, că fiecare nod (c) = 1, 2,..., IN constituie cîte o bornă de acces, în el 
fiind injectat din exterior! curentul instantaneu î.(*%. Conform teoremei trans- 
ferului de putere la borne (rel. 31.21), reţeaua primeşte din exterior puterea 
instantanee : 


N 
P= vie” (37.1) 


1 Faptul că un nod (a) nu e conectat în exterior, se ia în considerare punînd iter) 0 


ei SE î 
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unde v, sînt potenţialele nodurilor ei față de un punct arbitrar! (de obicei, 
ultimul nod — v. fig. 37.1). i 
Din teorema întîia a lui Kirchhoff, scrisă pentru nodul (c), rezultă : 


i 


m&(cj 


= SD în (37.2) 


baza si 


——_— 


Fig. 37.1 


suma algebrică din membrul al doilea fiind luată numai asupra laturilor 
interioare ale rețelei conectate la nod. Înlocuind relația (37.2) în relația (37.1) 
şi ordonînd suma dublă după indicii m = 1, 2, ...„ L ai curenților laturilor, 
se obţine o sumă simplă în m, al cărei fiecare termen conţine curentul t, 
dat factor comun pe lîngă toate potenţialele nodurilor din care „iese“ acest 
curent. Deoarece o latură are numai două capete, există numai două astfel 
de noduri, de exemplu, (c) şi (d), şi anume unul (c), din care curentul iese (în 
care caz potenţialul v, înmulțește curentul i„), şi unul (d), în care curentul intră 
(în care caz potenţialul v; înmulțește curentul — in). Rezultă deci egalitatea : 
N 


L $ 
pe = 2 d, Vadim = D inle. — va). (37.3) 
m=l 


c=} mE(c] 


1 Aceste potenţiale se calculează (ca și tensiunile ja borne up) pe curbe, ale căror puncte 
sint depărtate de regiunile de flux magnetic intens din bobine şi generatoare — ceea ce e 
totdeauna posibil, dacă reţeaua nu e cuplată inductiv cu exteriorul. De asemenea, curba 
închisă, determinată de linia tensiunii la borne a unei laturi și liniile de calcul al poten- 
ţialelor capetelor laturii, nu trebuie să înlănțuie fluxuri magnetice, i 
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Diferenţa de potenţiale în această ordine e însă chiar tensiunea la bornele 
laturii, luată după regula de la receptoare (v. fig. 37 sh 


u, = Ve — Ug ae (37,4) 


Astfel se obtine forma generală a teoremei conservării puterilor instantanee : 
$, > p £ 


z 
a 


i : 
| pe = D vil” = D tonin in i e 3 087,5) 
| 


Puterea primită pe la bornele-de-acċes de o retea necuplată inductiv cu ex- 

teriorul e egală cu suma puterilor instantanee, primite de laturi pe la borne. 
37.1.2. “Conservarea puterilor instantanee în reţele liriiare. În acest caz, 

tensiunea la borne se. exprimă cu relațiile (36.7) și (36. 9) sub forma : 


30 RG, + 22 Ep ca 
at s Rint E + Do Ln E mm. (876) 


si 


Up UR -+ uc + 


Înlocuim această expresie în relația (37.5) 3 formăm derivate în raport cu 


d A 
timpul, ținînd seama că Rus Cus Ln, sînt constante, iar in = SIn, Se obţine 
dp. N | 


relaţia : 
Spo aske pos Di a A 
2> Vele + b2 Emm E 2 mim +a p= 2] + apa “mstn Ty di s ( s a) 


Suma dublă se poate descompune în doi termeni egali, iar în al doilea dintre 
aceștia se pot permuta indicii muţi între ei (notarea indicilor și ordinea de 
sumare nu prezintă importanţă la calculul unei sume multiple) și se poate 
înlocui Li, = L 


. 
ms * 


EA Eor e Mata, A E „di 
5 2 Losi lpm =>) 2 Enin e pe De L mis = 
m=l s=1 2 nl si di 2 s=] m=1 di 
pi ul . di „di, d [i A Lini 
iE Paint sita Batai]. ora 
2 F$ i di 2 dt aai s=1 2 ) 
Cu aceasta, relația- (37.7) ia forma : 
2 £ .2 da, 2 Lmsinis = 
Doit d eni, =5 Rp, -+ iS eg ȘI! Teini), (37.9) 
e=1 m=l m s=lm=l . 


Interpretarea termenilor acestei relații rezultă imediat cu relaţiile (37.1), 
(31.20), (31.19), (31.16) şi (31.17) şi se poate serie: 


Ps + pe = Prt LW + woja (37.10) 


I La energii păstrăm simbolurile majuscule chiar pentru valori instantanee. 


136 CURENȚI ALTERNATIVI 


Relaţia (37.9) cu interpretarea relaţiei (37.10) reprezintă expresia teoremei 
conservării puterilor instantanee în rețele liniare : 

Suma dintre puterea primită instantaneu pe la bornele reţelei p, (v.37.1) 
şi puterea debitată instantaneu de generatoare 


L 
=J enin (37.11) 
m=l 
este egală cu suma dintre puterea dipan instantaneu prin efect Joule-Lenz 
Pa = 2 Ri, (37.12) 


şi viteza de variaţie a energiei electromagnetice instantanee, acumulată în 
cîmpul magnetic al bobinelor 


L L L 
main is i 
Wim) = d 22 n = 2 + 22 Lopini, (37.13) 
şi în cîmpul electric al condensatoarelor rețelei 
Wo E qm L C, Um 
ED nA S 37.14 
H 2Cm j 2 (37.14) 


Această teoremă generalizează bilanțul puterilor instantanee (33.114) al unei 
laturi de circuit. 


37.1.3. Conservarea puterilor instantanee la o rețea izolată. În cazul unei reţele fără 


borne de acces, și deci izolată electric de exterior, puterea pp = 0 şi cele două expresii 
(37.5) şi (37.10) ale teoremei capătă formele: 
4 s 
| 5 Ub sim = 0 (37.15) 
m=l 
d 
Pg = PgR + gen + WON. (37.16) 


37.2. Teoremele conservării puterilor complexe, active şi reactive 


37.2.1. Puterea complexă, puterea activă și puterea reactivă. În regim 
permanent sinusoidal, curenții și tensiunile sînt de forma : 


in = Ip V2 sin (ot + Ym) = In = Iper (37.17) 
ie = It V2 sin (ot + 8.) = L = Le”: (37.18) 
v. = V, V2 sin (ot + e) 2 V. = Ve: (37.19) 
u, = U, „VZ sin (at + Bn) = Us, = U, 0” (37.20) 
„= E„V2 sin (ot + a) = En = Ene (37.21) 


1 Notaţia m < s sub semnul de sumă dublă precizează că sumarea se va face asupra 
tuturer perechilor de valori permise pentru indicii distincți, m = 1, 2, . Îl şi s= 2, 3,.. 
» L, astfel că nici o pereche nu se repetă. 
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Aşa cum am mai arătat, puterile instantanee, care sînt produse de mă- 
rimi sinusoidale, nu sînt ele însele sinusoidale și nu se pot reprezenta în com- 
lex. De aceea, nici formele instantanee ale teoremei conservării puterilor 
(37.5), (37.9), (37.10), (37.15) (37.16) — care exprimă însumarea, amplifica- 
rea şi derivarea unor mărimi nesinusoidale — nu pot fi reprezentate în com- 
plex, așa cum au putut fi reprezentate teoremele lui Kirchhoff. 

Pornind însă de la forma complexă a teoremelor lui Kirchhoff, operînd 
cu puteri complexe (de tipul celor definite în par. 34.33) şi urmărind pas cu 
pas demonstraţia din paragraful precedent, se poate demonstra o teoremă 
a conservării puterilor complexe. 

Se numeşte putere complexă primită pe la borne de o reţea fără cuplaje 
inductive cu exteriorul, mărimea definită de expresia : 


N N 
S, Z Dr yV Jea" = d V IPAE.) a P, $ jQ, (37.22) 


c=l | c=l 


Definiţia aceasta generalizează noţiunea de putere complexă, definită în pa- 
ragraful 34.33 pentru un dipol. Partea reală a acestei mărimi e egală cu pu- 
terea activă primită pe la borne, definită conform cu relaţia (33.103), de va- 
loare medie, pe un număr întreg de perioade a puterii instantanee primită 


pe la borne (37.1): 


| P, = De s y pdt |- Sam i2», (37.23) l 


c=l 


Folosind teorema valorii medii a unui produs (33.297), rezultă : 
x : 
P, = YO V.I cos (e. — 3.) = Re {S,}. (37.237) 
c=l 


În analogie cu relația (33.110), se numește putere reactivă primită pe la borne 
mărimea definită de expresia: 


N 
„= DVI sin (e, —39 | = Ima48,), (37.24) 


c=l 


egală cu partea imaginară a puterii complexe (37.22). 
Se numește putere aparentă la borne mărimea pozitivă definită de mo- 


dulul puterii complexe : 
N 


D VIe 
c=} 


Această mărime este definită prin analogie cu puterea aparentă a unui dipol, 
(33.106), care era egală cu modulul puterii complexe respective, (34.97), 
şi nu prezintă utilitate practică decît în cazul particular în care toate 
produsele din suma (37.22) sînt egale (de ex., în regim trifazat echilibrat — 
v. cap. 38). 


S, = |S,| = =P FÈ > 0. (37.25) 
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37.2.2. Conservarea puterilor complexe, Considerăm imaginea în complex 
a relației (37.2) şi luin conjugata complexă a expresiei obţinute (termon: cu 
termen) : 


Ie = SI, (37.26) 
mE(c) 


Introducînd această expresie în relaţia (37.22), transformăm suma dublă ast- 
fel obţinută în același mod cum am trecut de la relaţia (37.1) cu relaţia (37.2) 
la relația (37.5), folosind reprezentarea în complex a relației (37.4) : 


Ura > Ve Va (87.27) 


Se obţine forma generală a teoremei conservării puterilor complexe: 


LEN i i 

S, S d. yIpa* = DO Ulm (37.28) 
m=l 

i | 


Puterea complexă primită pe la bornele de acces de o rețea necuplată inductiv 
cu exteriorul e egală cu suma puterilor complexe primite de laturi pe la borne, 
Tinînd seama de reprezentarea în complex a relației (37.6), 


S 
+ 55i Oasis — Em (31,29) 


= g= 


Uin Rmlm t- 


DCm 


și Înlocuind tensiunea la borne în relația (31:27), se obține egalitatea : 


N E BI 
S> ypas Enl = D RD, + Ta D onta) e erao 
e=l m=l m=] s= m=] O 
în care 
Im = | Im |? Imn e 
Primul termen din paranteza dreaptă se transformă separînd din suma dublă termenii de 
indici egali (m = 5) şi observînd că termenii rămaşi (cu m Æ 2, m fi grupaţi doi cîte doi 
termeni cu aceeași pereche de indici, iar Luam = L Şi Lins = „ Se obține: 
D, h om Im -5 oL A +52 Las (Idm - “+ -Is Im) = 
mal s=l ms 
L 
= i oLIă + DODO 2oLmsI mIs cos (Ym — Ys), (37.31) 
m=] m<s 
deoarece 
Isla + La Im = IIg) T emis Ym) = 2I sIn cos (Ys — Ym) (37,32) 


Înlocuind relația (37-31) în relaţia (37-30) și observînd că: 


Xm = Ol — > X aem ol; 


~l 
tus 
pe 

Sa 
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sînt reactanţa proprie a laturii m şi reactanţa mutuală dintre latura m şi latura s (în 
raport cu sensurile de referință pentru care a fost definit Lms 20), rezultă forma explicită 
a teoremei conservării puterilor complexe : 


L i T 7 
yaY 4 2 Emlm = pa mm +j = Xe ++ YI 2X msl mts cos (tm — m] 


c=i m=l m<e 
(37.34) 


care se scrie scurt: 


. (317.35), 


| S + Se = Pa + jx 


Suma dintre puterea complexă primită pe la borne S, (v. 37.22) şi puterea complexă debitată 
de generatoarele din reţea 


L | 

Sg = > Ele (31.36) 
m= 

are ca parte reală puterea activă Pg, disipată în rezistențele laturilor, iar ca parte imaginară, 

puterea reactivă Qy primită de bobinele și condensatoarele rețelei. 


37.2.3. Teorema conservării puterilor active. Puterile active sînt valori 
medii ale puterilor instantanee, egale cu partea reală a puterilor complexe 
corespunzătoare, De aceea, separînd partea reală a relaţiei (37.28), se obţine 
forma generală a teoremei conservării puterilor active: 


L 
P= 5 VAIE? cos (e. — 3.)-= > Un, 1 cos (Ba — Ym). (37.37) 


c=l | ; m=l 


Puterea activă primită pe la bornele de acces de o reţea necuplată inductiv cu 
exteriorul e egală cu suma puterilor active, primite de laturi pe la borne. 


Această formä generală poate fi explicitată, înlocuind tensiunea la borne, în funcţie de 
parametrii şi curenţii laturilor. 
Rezultatul se serie direct, luînd partea reală a relaţiei (37.34) : 


L 
S y, Asa jei lee — $.) +S Bal cos (em — Ym) = YO Rl, > 0, (37.38) 
c=l m=] m=l 
care se scrie strîns; 
P, + P; = PR 20. (37.39) 


Suma dintre puterea activă primită pe la borne Pp (v. 37.23) şi puterea activă debitată de gene- 
ratoare 


L 
= D E mIn cos Cm— Ym) Z 0 (37.40) 
e egală cu puterea activă disipată în laturile reţelei : l 


L 
PR = Y> mlm >0- (37.41) 


m=1 


Relația (37.39) se mai poate obține și luînd valoarea medie pe o perioadă a expresiei (37.10). 


140 CURENȚI ALTERNATIVI 


În adevăr, puterile active sînt valori medii ale puterilor instantanee, valoarea medie a pro- 
dusului a două mărimi sinusoidale e egală cu produsul dintre valorile lor efective și cosinusul 
«defazajului lor (v. rel. 33.29), iar valoarea medie a derivatei unei funcțiuni periodice f(t) e nulă : 


T 
E iça, 1 
ile | E u= L U0 =, (37.42) 


deoarece în virtutea periodicităţii f(T) = f(0). 

Relaţia (37.39) oglindește faptul că, în regim permanent, energia medie a cîmpului elec- 
tromagnetic e constantă, iar cîmpul nu participă în medie la bilanţul puterilor, ci numai îl mijlo- 
„cește : transmite energia de la borne şi de la generatoare la conductoarele reţelei, în care energia 
se disipă prin efect Joule-Lenz. 


37.2.4. Teorema conservării puterilor reactive. Separînd partea imaginară 
a relaţiei (37.28), se obţine forma generală a teoremei conservării puterilor 
reactive : 
X (ea) N ; 
0, = VAI” sinfe — 3) = Y Us Insinna — yn) (87.43) 
; ; 


c=i m= 


Puterea reactivă primită pe la bornele de acces de o reţea necuplată inductiv 
cu exteriorul e egală cu suma puterilor reactive primite de laturi pe la borne. 


Această formă generală poate fi explicitată, înlocuind tensiunea la borne în funcție de para- 
metrii și curenții laturilor. Rezultatul se scrie direct, luînd partea imaginară a relației (37.34) : 


N L 
SO Vele” sin(ec— 8e) + 55 Emlmsin (m — Ym) = 


c=l m=i 
A w 


T S Xe + DONS 2 A mslmls cos (Ym — Y) (37.44) 


m=l m<s 
-care se scrie strîns : 


Qs + Q; = Qx. (37.45) 


Suma dintre puterea reactivă primită pe la borne Q; (v. 37.24) şi puterea reactivă produsă de gene- 
ratoare : 


L 
Q; = 5D E mln Sin (m —Ym) (37.46) 
=1 
-œ egală cu puterea reactivă primită de bobinele şi condensatoarele rețelei : 


L 
Qx = D X mI, + VIE 2Ă mslmls cos (Ym — Ys). (37.47) 
m=! 


m <s 


Expresia (37.47) a puterii reactive primite de bobinele şi condensatoarele rețelei se transformă, 
înlocuind reaetanţele proprii și mutuale cu (37.33): 


L L 2 
r I 
Qx ia > Lmg J i + > > 2oLmsImIs eos (Ym — ys) (37.48) 
m=! 


u 
m=1 ©®Cm m <s 
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Se observă că în afară de puterile reactive corespunzătoare inductivităţilor proprii ale laturilor 
(v. şi rel. 34.26): 


Qim = o Lol? 20 (37.49) 
şi capacităţilor (v. și rel. 34.29): 
L?, 
Qc, = — a <0 (37.50) 


expresia de mai sus conţine pentru fiecare inductivitate mutuală LL, o putere reactivă: 
Qims = 20Lmslmls cos (Ym — Ys) 2 0. (37.51) 


Puterea reactivă (37.48) primită de bobinele și condensatoarele unei reţele mai poate fi expri- 
mată în funcţie de energia magnetică medie şi energia electrică medie. În adevăr, luînd media 
pe o perioadă a energiei magnetice (37.13), şi ţinînd seama că media pătratului unei mărimi 
sinusoidale e egală cu pătratul valorii ei efective, iar media produsului a două mărimi sinusoi- 
dale e egală cu produsul valorilor lor efective prin cosinusul defazajului lor, se obține : f 


L a L 
Win) = D =e iz, + Do Labis = DI 


m=l m <s m=l 


TIE 


2 = DI a Lmsl ms cos (Ym — Ys) 


mes (37.52) 


De asemenea, luînd media pe o perioadă a energiei electrice, (37.14) se obţine : 


L Cpu L 72, L 2 
(e) m Cm Crm U& m IP, 
A 5 $ = > ` = > i — 7 „5 
ý m=l 2 m=i 2 II 20Cin i 4 


ştiind că tensiunea condcensatorului e egală cu produsul dintre curent și impedanţa acestuia : 


1 


Uc „=I mM 
in td Cu 


Cu relaţiile (37.52) și (37.53) se obţine din relaţia (37.48) cea mai generală expresie a puterii 
reactive primite de un receptor pasiv : 


Q = 2017 — WO) |: (317.54) 


adică exact expresia (33.123), găsită pentru o latură de circuit. Am numit această expresie „cea 
mai generală“, deoarece se poate defini și pentru un cîmp electromagnetic sinusoidal oarecare și 
nu numai pentru o reţea cu parametri concentrați. 

Folosind această expresie, teorema conservării puterilor complexe, relaţia (37.35), se scrie : 


Sp + Sg = Pr +j 20 [PM — O. (37.55) 

Analogia parţială a expresiilor (37.10) şi (37.55) nu trebuie să inducă în eroare în ceea ce 
priveşte legătura dintre ele : ecuaţia în complex (37.55) nu este imaginea ecuației instantanee 
(37.10), termenii acesteia din urmă nefiind mărimi sinusoidale. De aceea, diferenţa de semn la 
parantezele diu membrul drept nu are nimic paradoxal. 


37.2.5. Conservarea puterilor în reţele izolate. În cazul reţelelor izolate, 
nu există conductoare de legătură cu exteriorul şi teoremele de conservare 
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a puterilor se obțin din cele enunțate pentru rețele neizolate, punînd I®® = 0. 
Se obțin astfel: i 
Teorema conservării puterilor complexe (v. rel. 31.28) : 


„e 


L 
D Unin = 0 (37.56) 


m= f 


sau, explicit, (v. rel. 37.34): 


SS EIn = SS RI + il DXB + SSD 2X ll, cos (Yn — | (37.57) 
m=l m=i ms 


Teorema conservării puterilor active (v. rel. 37.37): 


L 
d Us „Im cos (Bn sya Ym) =0 (37.58) 


m=l 
sau, explicit, (v. rel. 37.36): 
| L L 
SD EnEn COS (ap — Ym) = ȘI Rl (37.59) 


m=l m=l 


Teorema, conservării puterilor reactive (v. rel. 31.43) : 


L 
5D Us m sin (Bn — Yn) = 0 (37.60) 
m=i 


sau, explicit, (v. rel, 37,44): 


b f: 
nef a y r2 £ 
> i Enin SIN (Ean T Ym) TS ) A Ale = J D ` 2X astat; cos (Yn—Y,) (37.61) 
m=1 m=l ms 
37.2.6. Conservarea puterilor în rețele pasive. În rețele pasive, Em = 0 (m = 1, 2,.., L) 
şi teoremele de conservare capătă formele particulare următoare ; 
Teorema conservării puterilor complexe (v. rel. 37.34): 


[A L 
SO KA = JA Rel [SI atăt DY mt oos (rn — 0. 016? 
c=i m=1 m=l m<S 
Teorema conserv îi: puterilor active (v. rel. 37.38) : 
N E 5 
5 VIE”? cos (ec — 8.) = S Rale (37.63) 
cal m=| 
Teorema conservării puterilor reactive (v. rel. 37.44) : 


N D Sd, y 
D VI) sin (ec — 8.) = 53 X la} SOS 2X slim cos (Yn — Ys) (37.64) 


cal m=1 ms 
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37.2.7. Observaţii privitoare la teoremele de conservare a puterilor. a) Teorema conservării 
puterilor se utilizează nu numai pentru determinarea regimului de puteri al unei rețele date, ci 
şi pentru calculul însuși i al rețelei (v. metoda separării puterilor, par. 37.3.2) şi mai ales pentru 
verificarea calculului făcut cu alte metode, prin verificarea bilanţului puterilor (v. par. 37.3.1). 


b) Calculul puterilor active, respectiv reactive, primite pe la borne sau date de generatoare, 
se face mai uşor, luînd partea reală, respectiv imaginară, a puterilor complexe (37:22) sau 7, 34), 
decit utilizînd expresiile (37.23) sau (37.38), respectiv (37.24) sau (37.44). 


c) În toate expresiile teoremelor de conservare a puterilor dezvoltate în paragrafele pre- 
cedente s-au considerai toate tensiunile la borne up „ (sau U, „) cu sensul de referință după regula 


de la receptoare, toate t.e.m. ale generatoarelor e (da Em), cu pi de referință acelaşi cu al curen” 
tului îm (sau Iņ) şi toate inductivităţile mutuale (sau impedanțele mutuale) Lps (sau Zm = 
= jOolLms) raportate la sensurile de referință ale curenților im şi is. Orice schimbare a vreunuia 
dinire aceste sensuri de referinţă atrage o schimbare de semn a termenului din expresia mărimii 
care conține mărimea afectată, 


d) Bilanţul de puteri se face numai pe întreaga reţea. Sumele care intervin trebuie efec- 
tuate asupra tuturor laturilor, respectiv nodurilor. 


În sumele care intervin în expresiile teoremelor de conservare, fiecare termen are © 
semnificație fizică bine precizată, reprezentînd puterea primită sau produsă de un anumit ele- 
ment al reţelei. De exemplu, 7” e puterea complexă produsă de generatorul din latura m, 
Rmi, e puterea instantanee disipată în rezistenţa laturii m, 20 Lms 115 COS (Ym — Ys) e puterea 
reactivă primită de perechea de bobine din laturile m și s și asociată inductivităţii lor mutuale, 
Numai termenii sumei care exprimă puterile la borne — instantanee P, = D vila, complexă Sp 

c=] 

(v. 37, 22), activă Py (v. 37.23 ) sau reactivă Q; (v. 37.24) — nu au, fiecare î în parte; semnificaţie 
fizică. În adevăr, valoarea numerică a fiecăruia dintre acești termeni depinde de valoarea poten- 
țialului, adică de alegerea arbitrară a punctului de potențial nul. Un asemenea termen nu repre- 
zintă deci o putere care se transmite pe la o anumită bornă : oricare dintre aceşti termeni poate 
"fi făcut nul, alegînd borna respectivă ca origine a potenţialelor. Puterea la borne, adică suma 
tuturor acestor termeri, nu depinde însă de alegerea origini: potenţialului : schimbarea acestei 
origini adaugă la toate potenţialele o constantă, care iese în factor pe lingă suma — nulă — 
a tuturor curenților injectaţi din exterior, 


Deci = SD e tot? = Daci? aD E = oit (81.65) 


i axă 


Aici, șa ie) =iz= 0, conforra teoremei continuității, aplicată unei suprafeţe închise X, 
c=l 

car» conţine întreaga reţea şi e înțepată numai de conductoarele de legături la borne (v. âg. 37.1). 

Această putere la borne (fluxul vectorului Poynting) se transmite strict localizat prin punctele 

din dielectric ale suprafeţei X. Nu există nici un criteriu fizic care să permită să se asocieze univoc 

fiecărei borne cite o parie din această putere. 

f) Măsurarea puterilor active transnrise pe la borne se face cu aparate numite wattmetre, 
fiecare wattmetru avînd o indicație proporţională cu media produsulzii dintre tensiunea aplicată 
lui şi curentul trecut prin el. Un wattmetru poate măsura deci un termen de forma vic”) = 
= F.I?) cos (ee—ă.). P Puterea activă totală (37.23) se poate măsura deci cu ÎN wattmetre, dacă 
punctul de referinţă al potenţialalor e lăsat oarecare — și numai cu ÎN—l wattmetre, dacă se ia 
ca referinţă nodul ÎN (în acest caz, suma răminind cu N—1 termeni), 

g) Puterile aparente (egale cu modulele puterilor complexe) nu au proprietatea de conservare. 
Penia puterile aparente nu se poate formula o relație de tipul relației (37.56), adică : 


pentru o rețea izolată. 
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37.3. Aplicaţii la teoremele de conservare a puterilor 


37.3.1. Verificarea bilanţului puterilor la rezolvarea rețelelor. După ce s-a efectuat calculul 
curenților unei reţele, o foarte bună verificare consistă în verificarea egalităţilor care exprimă 
conservarea puterilor. 

Exemplu : Considerăm reţeaua din figura 36.8, pentru care, în paragraful 36.3.3, s-au deter- 
minat curenţii cu ajutorul formei complexe a teoremelor lui Kirchhoff. Dacă se cunosc expresiile 
în complex ale curenților, cea mai rapidă verificare consistă în aplicarea relaţiei (37.57): 


E + ED = RI + R} + lotul + oL? — ra atatia 
3 
+ 20 (—Lia) IT; cos (y, —Y2)]- (37.67) 


Am scris —L,o, deoarece Lg e definit în raport cu sensurile indicate de bornele polarizate cu care 
curentul J, coincide, dar Î nu coincide. înlocuind valorile numerice şi observînd că bilanţul 


puterilor complexe devine : 


10.1 + (—j 50) (l — j) = 20.12 -+ 20 (V2 + j fioa + 20 (V22 — 20.12 + 20( V2} + 
+ 2 (— 10). 1V2 A (37.68) 


60 +j 50 = 60 + j 50. 


Bilanțul puterilor active (P, = PR = 60 W) şi al celor reactive (Q, = Qx =.50 var) este 
verificat. 

37.3.2. Metoda separării puterilor. Egalităţile care exprimă conservarea puterilor active, 
respectiv reactive, pot fi utilizate pentru rezolvarea rețelelor — scriindu-le pentru diferite por- 
ţiuni de rețea, considerate ca rețele neizolate, sau pentru întreaga rețea izolată, în numărul necesar 
corespunzător numărului necunoscutelor. Se obține astfel un sistem de ecuații, a cărui rezolvare 
permite determinarea valorilor efective şi a defazajelor necunoscute. Această metodă de rezol- 
vare se mai numeşte metoda separării puterilor şi este indicată în special pentru rețele lipsite de 
inductivități mutuale și atunci cînd laturile receptoare nu sînt caracterizate prin impedanțele 
lor complexe, ci prin puterea activă nominală, 
factorul de putere şi tensiunea nominală. Metoda 
se utilizează şi în studiul reţelelor trifazate echili- 
brate (y. a; 39). 

taemplu Considerăm un receptor liniar 
inductiv I, care absoarbe puterea activă P,=—2,4kw, 
sub tensiunea la borne U, = 120 V, cu factorul 
de putere cos ọ, = 0,5 (fig. 37.2), şi în paralel cu 


el un circuit serie (r, C), cu r = 309 ṣi — = 30, 
OUa 
Calculăm curentul total absorbit 7 (valoarea efec- 
tivă) şi defazajul ọ al acestui curent față de tensiu- 
nea aplicată la borne U = U, = 120 YV. 
Receptorul consumă putere activă şi putere 
reactivă (inductivă) : 


P, = 2400 W; Q= P, tgo = V3 P, = V3. 2400 var > 0. 


Latura (r, C) consumă puterea activă P, și puterea reactivă Q}, determinabile prin aplicarea 
bilanţului puterilor pentru această latură : 


Pa = 7312 = Ugla cos ọ = U Îa cos oa 


l 
Qa = — o I = Usa sin pa = U H sin Qg (37.69) 
Oa 
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de unde rezultă; 


adică: 
A RE E EN 9 
Viile  V9+9 
Deci: 


P, = ral? = 3(20 V2 p = 2400 W 
Qa = — IoC; = — 3 (20 V2 p = — 2 400 var < 0, 


Conservarea puterilor active şi reactive pentru întregul circuit se scrie : 
pza 
P= U I cos ọ = P + Pp=4800W N 


Q= U I sin ọ = Q, + Q, = 1752 var > ò (37.70) 
Înlocuind valorile numerice date pentru “mărimile din membrul drept | şi tinind seama că U = 
= 120 V, se obțin componentele activă şi reactivă ale curentului : 


I cos ọ = 40; I sin ọ = 14,6 > 0, 
adică : 
I = V40 + 14,6? æ 13,5 A 


14,6 
tg ọ = — x 0,365; p x 20°, 
29 Z0 d 


37.3.3. Ameliorarea factorului de putere (v. și par. 33.4.5). Un receptor M, cu P = 100 kW, 
funcţionează de la cos e = 0,6 (inductiv), sub o tensiune U = 500 V, 50 Hz. Se cere să se 
determine capacitatea echivalentă C, a bateriei de condensatoare, care trebuie conectată în 
paralel cu receptorul, pentru ca factorul de putere al ansamblului să devină cos op = 0,9 
(v. fig. 37.3). Puterea reactivă absorbită de bateria de condensatoare este negativă și are expresia 
(v. rel. 34.29): 


Qe = — o C, U2. (37.71) 


Puterea reactivă absorbită de receptorul inductiv este 
pozitivă și are expresia (v. rel. 33.111): 


Q= Ptg e. (37.72) 


Deoarece puterile reactive se conservă, puterea reactivă 
primită pe la borne va fi suma expresiilor de mai sus : 


i ii Fig. 37.3. 
Q, = Q. + Q = Ptgp— U? w Ce, (37.73) 
cu tgọ = mey 1,33. Puterea Q poate fi făcută oricît de mică în valoare absolută, alegînd 
cos o 


în mod adecvat capacitatea C,. Factorul de putere la borne cos op este, în acest caz, impus şi 
permite să se determine raportul : 


P, P a sin q, 
Qs Q Coe 


în care am pus Pp = P, deoarece bateria de condensatoare nu absoarbe putere activă. 


te, = zæ 0,488, (37.74) 


10—1668 


e 
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Din relaţiile (31.74) şi (31.73) rezultă : 
0, = Ptg ọ — U? o Ce = P tg 9h, 
iar 
P 


z aU? 


(tg p — tg 9;)- (37.75) 


Înlocuind valorile numerice, se obţine C, = 1850 p. F. 


37.4. Transferul maxim de putere pe la borne 


Considerăm un generator de tensiune electromotoare dată E, şi avînd 
impedanța interioară Z, = R, -+ j X, = Z, eios de asemenea dată (fig. 37.4). 
Se pune problema de a determina impedanţa de sarcină Z, care trebuie co- 
nectată la bornele generatorului, pentru ca acesta să transfere sarcinii o putere 
activă maximă. 

Realizarea condițiilor care asigură acest transfer maxim de putere se mai 
numeşte adaptarea sarcinii la generator (din acest punct de vedere 1, 

În analiza condiţiilor de adaptare interesează în practică două situaţii : 
cazul general, cînd se poate varia atît modulul cît şi argumentul impedanţei 
de sarcină, și cazul particular, cînd se poate varia numai modulul impedanţei 
de sarcină. 

37.4.1. Transferul maxim de putere la sarcină oarecare, Exprimăm pu- 
terea P transferată impedanţei de sarcină Z, = R, + jX, = Zeit, în funcţie 
de mărimile Æ, Z, şi 


T2 
Pi PS Bee n tea iee. T 
Z FZ Ë TETEN E 


Deoarece Ey Ra şi X, sînt date, variabilele independente în raport cu care se caută 
maximum sînt R, și A „iar condiţiile de 
maxim se pot obține anulind derivate- 
le parţiale ale fancţiunii P=f (R, X,) 
Le vom obţine mai simplu i 
raţionamentul următor: Dacă R, € 
menţinut constant şi X, variază, ma- 
ximul lui P se obține pentru minimul 
numitorului, adică pentru minimul 
expresiei (X, -h X,)? > 0, care se ob- 
ţine la anularea acestei expresii, adică 
pentru valoarea : 


| Xes -x| (31.117) 


1 Există si alte criterii de adaptare — de exemplu din punctul de vedere al anulării undei 
reflectate la joncțiunea a două linii lungi (v. cap. 54) — care conduc în cazul general la alte con- 
diţii decît cele stabilite aici. 
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a reacianţei de sarcină. În acest caz, puterea transferată sarcinii are expresia : 


P = Ea =E ie (37.78) 
dis T Lig E P 
X tă ao R; + R, + 2R; 


Cînd R, variază, această expresie e maximă cînd numitorul e minim, adică 
pentru R,+ R/R, minim, Suma a doi termeni al căror produs (R,- R3/R,= R3) 
e constant e minimă cînd termenii sînt egali, adică pentru valoarea : 
$ 4 
R, = R 


(37.19) 


2 
& 


a rezistenței de sarcină. Relațiile (37.78) și 
tate. Deoarece Z, = R, +j X, şi Z =R 
valente cu relatiile : 


(37.79) reprezintă condiţiile cău- 
+ jX, aceste condiţii sînt echi- 


z=z | (37.80) 


sau 
Z. = şi O., = —9p (37.81) 


Puterea activă transmisă pe la borne de un generator liniar dat unui dipol 
receptor este maximă atunci cînd impedanta complexă echivalentă a recep- 
torului e conjugata complexă a impedanţei interioare complexe a generato- 
ralui (teorema transferului maxim de putere). 

Trebuie observat că în condiţiile de adaptare (37.80), puterea activă trans- 
misă la borne este (cu 37.78 și 37.79): 


P = (R, + RPS 2 Pp, = fl. (37.84) 


£|P= Pax 2R; 
Randamentul electric al transferului de putere fiind : 
P RI R, 
P (R RYE R, iR, 


n = 
are în conditiile maximului de putere la borne valoarea : 


= 0,5. 


R=R 
& 


y 


=n 
P= Panax 


Această valoare e mult prea scăzută pentru necesitățile transmisiunii de 
energie. De aceea, în electroenergetică, unde se cer randamente cît mai mari, 
se lucrează cu R, < R, departe de condiția de adaptare (37.80). În electro- 
comunicaţii, unde aspectul energetic e secundar, interesează adesea să se 
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„scoată“ maximul de putere activă dintr-un generator dat și, în acest caz, 
se caută satisfacerea condiţiei de adaptare. 

Expresia (37.83) arată că puterea maximă pe care o poate debita un 

generator tinde către infinit, dacă impedanţa interioară tinde către zero. În 

aceleași condiţii, tensiunea la borne 

T Mh U = Eg— Zgl tinde către E. De 

aceea, un generator capabil să men- 

țină o tensiune invariabilă la borne 

se mai numește generator de putere 
Z, infinită. 


37.4.2. Transferul maxim de putere la 


2 sarcină cu defazaj invariabil. Practic este 

greu să se modifice după voie impedanţa 

2 complexă a unui receptor dat, pentru a 

= A > obţine adaptarea. Se poate însă intercala 
Nas între generator şi sarcină un transformator 


(fig. 37.5), astfel că impedanţa echivalentă 
prezentată generatorului nu mai este Z;, ci 


co2M2 
Zatz, 


Za, = Za + (37.86) 


(v. rel. 36.30), unde Z, = R, + joL, e impedanţa proprie a înfăşurării primare cu ÎN, spire, 
Za = Ra + Jo Lae impedanţa proprie a înfășurării secundare cu Na spire, iar M = | Lal 
e inductivitatea mutuală a înfășurărilor (în modul). Se numește transformator ideal un transfor- 
mator care are : a) rezistenţele înfăşurărilor neglijabile, R, œ% 0, Ra % 0; b) dispersiunea mag- 
netică neglijabilă, astfel că M2 = LL (v. rel. 27.6, vol. I) şi VL, La = N, Na (raportul de trans- 
formare); c) reactanţa secundară foarte mare faţă de impedanţa de sarcină ol, > Z;=|Z;|. 

Ţinînd seama de aceste condiţii, impedanţa de intrare a transformatorului ideal devine : 


AEE ate SED. aa btu Deea e aa DD ae 
$ jol +Z, jol: + Zs jol, + Zs 


joL,Z L 
x Dai i si mt Z, 
jola L, 


sau 


Di az | (37.87) 
fa s 


Cu ajutorul unui transformator ideal se poate deci obține o multiplicare a modulului impedanţei 
de sarcină cu un factor egal cu pătratul raportului de transformare. Pe această cale se poate deci 
modifica numai modulul impedanţei de sarcină a unui generator. De aceea interesează condiţiile 
de adaptare la defazaj invariabil ale acestei impedanţe. 


Puterea (37.76) se poate scrie, punînd în evidenţă variabila Z, = |Z;|: 
E? Z, , 
P =R at — = so Ps (87.88) 


Ze Z$ + Zg + 2 ZZ; cos (Ps — 94) 
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sau 
pa E - cos Ọs i 
z (37.89) 
Z; =F Z, F 2Z; cos (e; — 93) 


La Z, variabil, această expresie e maximă cînd numitorul e minim, adică atunci cînd 
2 03 
Z; + Ze /Z; e minim, ceea ce are loc pentru: 


Z, =Z; |. l (87.90) 


Accasta e condiția de adaptare a sarcinii cu defazaj constant. 
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38, 


În afară de teoremele lui Kirchhoff pot fi utilizate la rezolvarea reţe- 
lelor de curent alternativ numeroase alte metode, care sînt consecinţe 
ale acestor teoreme. 

Dacă se utilizează metoda reprezentării în complex, se observă analo- 
gia care există între relaţiile care exprimă legea lui Ohm şi teoremele lui Kir- 
chhoff în curent continuu, respectiv în curent alternativ. De aceea se vor pu- 
tea transpune în curent alternativ metodele şi teoremele utilizate pentru 
rezolvarea circuitelor de curent continuu (v. și par. 13, vol. I), pe baza 
analogiei : 

E I R V U Ẹ 

ERE 

oo | je SP (38.1) 
E T Z yv U Y 


Aşa cum am mai precizat, analogia completă este posibilă numai în cazul 
în care nu există cuplaje inductive (adică impedanţe mutuale) între laturile 
rețelei. Din orice teoremă demonstrată în complex, în curent alternativ 
se obține deci o teoremă valabilă în curent continuu, anulînd impedanţele 
mutuale și înlocuind mărimile complexe din curent alternativ cu mărimile 
din curent continuu care le corespund prin relația (38.1). 


38.1. Metoda suprapunerii efectelor 


38.1.1. Teorema superpoziţiei. Conform acestei teoreme, curentul elec- 
tric din orice latură a unei rețele de curent alternativ, în care există mai 
mulie generatoare, este suma algebrică a curenților produși de fiecare t.e.m. în 
parte, dacă ar acționa singură în rețea (celelalte surse fiind presupuse cu 
te.m. nule, dar cu impedanţe interioare neschimbate). 
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Din caracterul liniar al ecuaţiilor teoremelor lui Kirchhoff rezultă că 
fiecare curent este o funcţie liniară şi omogenă de t.e.m. exterioare din 
reţea. În adevăr, rezolvînd ecuaţiile date de cele două teoreme ale lui 
Kirchhoff prin regula lui Cramer, curentul din latura s va rezulta sub forma : 


1, = SO Ym Em (38.2) 


în care coeficienţii Y,„ sînt mărimi complexe, numite admitanţe de trans- 
fer între laturile s și m (care îndeplinesc relația de reciprocitate Y „n = Ym, 
cum se va arăta în par. 38. 3.5.). Relaţia (38.2) se poate exprima și astfel: 


L 
I, = 2u dim (38.3) 
m=] 
în care Im = Ym Em este curentul produs de t.e.m. E, în latura s, celelalte 
t.e.m. fiind nule. 

Metoda suprapunerii efectelor este o metodă generală de rezolvare, care 
consistă în determinarea curenților pe baza teoremei superpoziţiei, folosind 
relaţia (38.3). 

38.1.2. Aplicaţie, Calculăm curentul 14 din figura 38.1, a cu ajutorul teoremei superpoziţiei. 
Vom avea: 

Is = Ina + Ina (38.4) 


unde Į, e curentul produs în latura 3 în condiţiile în care numai t.e.m. E, Æ 0 (v. fig. 38.1, b), 
iar [aa e curentul produs în latura 3 în condiţiile în care numai t.e.m. E, 0 Æ (v. fig. 38.1, r)a 


1 
Astfel, cu Z, = R, +jo L Za = Ra Z=- avem: 
joc; 


I. =I Za _ E, Za z FıZa 
= Siua y Ly ZI L 22772 
Za + Za z ZaZs Za+ Zs ZıZa+ZZ3+ZZı 
T ZZ 
Eau 
9 
ZiZatZoZat+ Zsa 


a. i zi b. c. 
- Fig. 38.1. 
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adică : 


Eat Ea? 
I; = Iz + I= = 


. 38.5 
5 Za + Zola + ZZ Ca 


Înlocuind valorile impedanțelor, se obține : 


I; TAE ERa + ER, +joL,) 
gi L R Ra 
RR ++i [onr — e a i 
3 oC 


Se verifică ușor că dacă Y, = 1/21, Ya = 1 /Z}, Y, = 1/Z, sînt admitanţele celor trei ramuri, 
expresia generală a curentului 73 se mai poate scrie : 


(38.57) 


x A E : jys P è 
Dacă efectuînd calculele numerice, se obține 73 = ¿€ `, valoarea instantanee a curentului 
este i = I, V2 sin (ot + Y3). 


38.2. Metode de transfigurare 


Se numeşte transfigurare operația prin care o porțiune de rețea se con- 
sideră înlocuită cu o alta, de structură în general mai simplă, astfel încît 
schimbarea să nu aducă nici o modificare în repartiția curenților şi tensiu- 
nilor din restul rețelei. Noua porțiune de rețea cu care se consideră înlo- 
cuită porţiunea de reţea dată se mai numește echivalentă acesteia. Două 
reţele sau două circuite care se pot înlocui reciproc prin transfigurare se 
numesc reţele echivalente sau circuite echivalente, iar reprezentările lor în 
desen, scheme echivalente. În cele ce urmează, vom considera transfigurări 
şi scheme echivalente valabile în regim permanent sinusoidal. De la înce- 
putul studiului circuitelor de curent alternativ am considerat numeroase 
astfel de scheme echivalente — alcătuite din elemente ideale de circuit — 
pentru diferite circuite reale. 


Metodele de transfigurare folosesc operaţii de transfigurare succesive, pentru a reduce 
reţele cu structură mai complicată la reţele cu structură mai simplă, ceea ce permite determinarea 
unor curenţi sau tensiuni din rețea, fără să se rezolve un sistem de ecuaţii liniare cu multe ecuaţii 
şi multe necunoscute, aşa cum ar cere aplicarea teoremelor lui Kirchhoff. Totodată, prin trans- 
figurare, se pot analiza proprietăţile unor circuite pe baza proprietăţilor schemelor lor echi- 
valente. Există numeroase teoreme care permit efectuarea de transfigurări și, în primul rînd, 
teoremele impedanţelor echivalente (v. par. 35.2), cu ajutorul cărora se înlocuieşte un sistem 
de dipoli în serie sau în paralel cu un singur dipol. În acest capitol vom prezenta diferite alte 
asemenea teoreme. 

Se numește multipol (sau n-pol) o rețea neizolată cu n borne de acces şi ale cărei laturi inte- 
rioare nu prezintă cuplaje inductive cu exteriorul. Un multipol interacționează deci cu exteriorul 
exclusiv prin intermediul celor n curenţi 7, Ia... Iņ, absorbiți prin borne şi al celor n potențiile 
Vis Vass Fa (definite pînă la o constantă arbitrară) ale bornelar (v. fig. 38.2, a). 
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Condiţia necesară şi suficientă de transfigurare a unui multipol este invarianța curenților 
absorbiți din exterior atunci cînd se aplică aceleași diferențe de potențial între borne. În 
figura 38.2, b e prezentată schema topologică echivalentă tip stea a unui multipol, iar în 
figura 38.2, c, schema topologică echivalentă tip poligon complet a aceluiaşi multipol. 


Fig. 38.2. 


38.2.1. Teorema generatorului de tensiune echivalent (Thevenin- 
Helmholtz): O rețea liniară și activă, cu două borne A, B de ieșire și fără 
cuplaje inductive cu exteriorul (v. fig. 38.3, a) este echivalentă cu un gene- 
rator ideal de tensiune, avînd t.e.m. E, egală cu tensiunea la bornele rețelei 
la mersul în gol (U po)» conectat în serie cu o impedanţă Zo, egală cu impe- 
danța echivalentă a rețelei pasivizate (Zap): 


E, = Uas 3 Ze = Za (38.6) 
Curentul Î„p debitat în exterior de rețea pe o sarcină de impedanţă Z 


are deci expresia (dedusă 
din fig. 38.3, b): 


= 
= 38.7 
L=- 68) 


A da 


care cu relația (38.6) devine E7=Vas, 
(teorema lui Thevenin) : Co m pm i) 
8 5 
UAB, p, 


1 48= (38.8) a: 


l 
ZTZAB Fig. 38.3. 
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În relaţiile de mai sus, Uygye tensiunea Up, care se stabileşte la bornele 
rețelei, cînd Ip = 0 (mersul în gol), iar Zap, e impedanţa echivalentă a 
dipolului constituit de reţea (fără latura exterioară AB) după pasivizare. 

Teorema generatorului de tensiune echivalent se demonstrează stabilind 
valabilitatea expresiei (38.8) a curentului pentru reţeaua dată, deoarece 


4 da 4 {aB 


Fig. 38.4. 


curenţii (38.7) și (38.8) pot fi egali pentru orice impedanţă de sarcină Z 
numai dacă sînt satisfăcute egalităţile (38.6). Demonstrația se bazează pe 
liniaritatea reţelei, adică pe teorema superpoziţiei. Reţeaua din figura 38.3, a 
se poate obţine prin suprapunerea sistemelor de tensiuni electromotoare 
ale rețelelor din figura 38.4, a (reţeaua activă dată debitînd pe latura ex- 
terioară, în care s-a introdus un generator ideal de t.e.m. E’ cu sens opus 
curentului 1,4ş) şi din figura 38.4, b (reţeaua dată pasivizată, pe care de- 
bitează latura exterioară, în care s-a introdus un generator ideal de t.e.m. E' 
cu acelaşi sens ca al curentului Ip). Rezultă atunci: 
E 

Ins = dap + lan = I; ai ' (38.9 

lag — dag + dag > lagt PRETA (38.9) 
ultimul termen fiind calculat prin înlocuirea rețelei pasivizate, cu impedanța 
ei complexă echivalentă Z4g, Se poate alege acum o astfel de valoare a t.e.m. 
auxiliare E, care să anuleze curentul Ig. Deoarece teorema lui Joubert 
aplicată laturii exterioare se scrie în acest caz: 


= (Uzis + (—E))= Iss = 0, (88.10) 


rezultă că trebuie să se aleagă: 


E = (Uan)r, = o > Uas (38.11) 
Cu aceste valori introduse în relaţia (38.9) se obţine relaţia (38.8). 


Observaţii: a) Teorema lui Thevenin (38.8) se utilizează pentru calculul curentului 
într-o latură oarecare AB, fără inductivităţi mutuale a unei reţele izolate date. Restul reţelei 
poate fi atunci înlocuit — din puuctul de vedere al curentului debitat în această latură — cu 
generatorul de tensiune echivalent în raport cu bornele AB. 

b) Calculul tensiunii T! 4pg se face considerînd că latura AB lipseşte, adică rezolvînd o rețea 
cu o latură mai puţin. Simplificarea e uneori importantă. 

c) Calculul impedanţei interioare ZA go se face considerînd că latura AB lipseşte şi că reţeaua 
dată e pasivizată, adică toate sursele din laturile ei sînt înlocuite cu laturi pasive de impedanţe 
egale cu impedanţele interioare ale acestor surse (egale cu zero, dacă sursele erau ideale). 
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= 
Ca 
Aa 


d) Dacă impedanţa interioară a rețelei pasivizate e neglijabilă Z 4p9220, rețeaua e capa- 
bilă să mențină o tensiune constantă la borne U 48% Z I 487% U ABo Și să debiteze o putere activă 
oricît de mare (v. par. 37.4.1); de aceea se mai numește rețea de putere infinită. 

Aplicaţii : 1. Condiţiile de echilibru ale punţii de curent alternativ. Considerăm o punte Wheat- 
stoue, ale cărei laturi nu au inductivități mutuale (fig. 38.5, a). Curentul 7, din diagonala de 
măsură, considerată ca latură AB, se poate scrie cu relația (38.8) : 


(38.12) 


şi se anulează atunci cînd IJ4gọ = 0. Tensiunea de mers în gol se calculează pe schema din 
figura 38.5, k şi este: p ; 
U4Bo = — Zili + Zala » 


iar impedanța Z 4go se obține cu ajutorul schemci din figura 38.5,c, 


Dar 
r Ii Za Sia Za Zs 3 Za 
E LO OZ = — 
, Z+ Za +Z ZA + Za + Zs + Za) + (Z + Za) (Z + Z) 
noos AEZ Z+Z 
E Zn + Za 1 2 


=E a 
Zı + Za +Z + Za ` Ze(Zı + ZatZ3 -H Za) + (n + Za) (Za + Za) 
și rezultă : 


E Z 
— Ze (Za + Za Za + Za) + (Z + Za) (Zs + Za) 
Această expresie se anulează — oricare ar fi E şi Ze — dacă numărătorul e nul, Z323 — ZZ; =0, 
adică dacă A 

Z 


<T 
Za 


Za DEE ZZ: 


U 48o = (38.13) 


; (38.14) 


Za- 
Z: 


Aceasta e condiția de echilibru în complex a punţii de curent alternativ. Ca orice egalitate în 


complex, ea e echivalentă cu două egalități în real, care rezultă : fie înlocuind Zy = Zpelok 
(k = 1, 2, 3, 4), în care caz se obţin condiţiile: 


Z Z E 
d za gi — 09=02—0u 38,15 
Zz Şi 1 — P2 = P3 — Pa ( ) 


1 Relaţia (38.14) se putea obține şi din egalităţile : 
Uan = — 2l + Za > Za — Zu, = 0 
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fie înlocuind Zg = R; + jX}, în care caz se obțin condiţiile : 
R Ri — Xa = Ra Ra — XX; şi RX, + RX = RX; + RaXa- (38.16) 


La echilibrarea unei punți de curent alternativ trebuie să se regleze independent doi parametri 
reali de circuit : de exemplu, R, şi X; Totodată, pentru ca să se realizeze condiţiile (38.16), e 
posibil ca reaetanţa X, să trebuiască să fie neapărat pozitivă (şi deci a unei bobine de inductivi- 
tate variabilă ) sau neapărat negativă (şi deci a unui condensator de capacitate variabilă). 

2. Schema echivalentă a unui generator cuplat cu un transformator. Fie un generator de 
t.e.m. £ z şi impedanţă Z; care alimentează o sarcină Z prin intermediul unui transformator, 


cu caracteristicile prezentate în paragraful 36.3.2. (v. fig. 38.6, a). 


7 aa jol 1 224 23 


Fig. 38.6. 


Considerînd bornele de ieşire 2, 2’ drept borne A, B, se poate stabili o schemă echivalentă de 
tipul unui generator de tensiune (v. fig. 38.6, b) pentru grupul generator-transformator, avînd : 


Eg = UAB = U (tensiunea secundară de mers în gol) (38.17) 
Zg = Za = Ze, (impedanţa echivalentă de ieșire). (38.18) 


Tensiunea secundară de mers în gol se deduce din ecuaţiile (36.25) ale transformatorului, în 
care punem U, = Ez, —Zg, n Și Ja = 0, 


Uz = Za =E < A (38.19) 
Ia =0 Zi 
Impedanţa echivalentă de ieşire e impedanța echivalentă, măsurată pe la bornele de ieșire 2, 
2’, cînd primarul e pasivizat, adică E. = 0. Ea este impedanţa echivalentă a transformatorului, 
calculată în paragraful 36.3.2, dacă se interverteşte rolul înfășurărilor 1 şi 2. Se observă că 
acum impedanța de sarcină e Z,,. Din relația (36.30) rezultă : 


Ze = Za — e 38.20 
=A- (38.20) 


Punînd Zig = joLig Zi = Ri + joli Za = Ra + joLe, elementele schemei echivalente sînt : 


Es, oLa 
E, =joL *Z, = RR j pan 38.21 
Eg = JOhg R, + jel, +-fg a + jol, 4 Rı +joLa + Zy, ( ) 


Dacă transformatorul e apropiat de un transformator ideal, 


R 220, Ra 00 Lila = 123, Lilla N2IN2 (38.22) 


oL, >> Ze (38.22) 
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Elementele schemei echivalente devin : 


dau pară zh z (38.23) 
=g 7 N, =g]? =g Y N? —8y d 


Acest rezultat se exprimă spunînd că transformatorul ideal multiplică t.e.m. a generatorului 
cu raportul lui de transformare 2 /N,, iar impedanţa generatorului cu pătratul raportului de 
transformare. 


Fig. 38.7. 


38.2.2. Teorema generatorului de curent echivalent. O rejea liniară și 
activă, cu două borne A, B de ieșire și fără cuplaje inductive cu exteriorul 
(v. fig. 38.7, a) este echivalentă cu un generator ideal de curent, avînd curentul 
injectat Ig egal cu curentul debitat de reţea la mersul în scurtcircuit (14g;)) 


conectat în paralel cu o admitanţă Y,, egală cu admitanţa interioară a 
rețelei pasivizate (Yan) : 


I 


=8 


= Lis, bi Y, = Yay (38.24) 


Tensiunea U 4g produsă de rețea la bornele A, B ale impedanței de sar- 
cină Z = 1/Y are deci expresia (dedusă din fig. 38.7, b): 


7 I 
Į = -E 9 < 
U ap YY, (38.25) 
care cu relația (38.24) devine (teorema lui Norton) : 
IAB, 
J ip = — c. j 
Uag Y Ya _ (38.26) 


În relaţiile de mai sus, I aB, € curentul I 4g debitat de rețea la legarea borne- 
lor A, B scurtcircuit (U4 = 0, Z=0), calculabil cu ajutorul teoremei lui 


Thevenin (38.8): 


U 
Liz, = Ias = A U18, XB, (38.27) 


Z=0 ZABo 


iar 


Yapi IZas (38.28) 
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e admitanţa echivalentă a dipolului constituit de reţea (fără latura exte- 
rioară AB) după pasivizare. 

Teorema generatorului de curent echivalent se demonstrează stabilind 
valabilitatea relaţiei (38.26), deoarece tensiunile (38.25) și (38.26) pot fi egale, 
pentru orice admitanţă de sarcină Y = 1/Z, numai dacă sînt satisfăcute 
egalităţile (38.24). Relaţia (38.26) rezultă imediat din relaţia (38.8) şi (38.27): 


U 48 
ZU 48 ZAB IAB 
Una = Zap = N Sa, (38.29) 
Z+ Za 1 1 X+ Yaa 
IZ Zag 


La aplicarea acestei teoreme calculăm separat curentul de scurtcircuit Ip 

PTA Li 

şi admitanţa interioară Y AB, Şi deducem astfel elementele schemei echivalente 
(38.7, b) sau tensiunea Up, respectiv curentul lup = Us Y. 

Aplicaţie : Determinăm schema echivalentă ca generator de curent a dipolului activ din 


figura 38.8, a. La conectarea bornelor A, B în seurtcircuit, latura (R, L3) e scurteircuitată și 
nu e parcursă de curent, așa încît: 


E 


Lis; (gt R 
Admitanţa interioară e suma admitanţelor celor două laturi în paralel : 


1 1 _RtRtjols 


Yas = 
° R R Fiole R, (Ra +joLa) 


Se obține schema din figura 38.8, b. 


[en 


Fig. 38.8. 


38.2.3. Teoremele transfigurării stea-iriunghi. Cele mai simple rețele cu 
trei borne de acces sînt constituite din trei laturi conectate în triunghi 
(fig. 38.9, a), sau în stea (fig. 38.9, b), fără inductivități mutuale. Astfel 
de rețele se numesc triunghiuri de impedanțe (admitanțe), respectiv stele 
de impedanțe (admitanțe). 


E 


FE ss 
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A. Transfigurarea triunghi-stea: Orice triunghi de impedanţe Zio, Zog, 
Za, admite o schemă echivalentă unică în stea, ale cărei laturi au impedantele 


| Zia Za 
55 Zis + Zas + Za 


Zas Zia Zy Zas 


soe 


Z = nfa o adu, (38.30 
SA Dadia a a (8.0) 


Za P Zas + Za 


Yu, 


respectiv admitanțele : 


psd o Feet Zeta t Pake. you; You (38.31) 
Z Ya z 5 


Relaţiile. (38.30) — și (38.31) — se deduc unele din altele, prin permu- 
tarea circulară a indicilor 1, 2, 3. Relațiile (36.30) se pot stabili scriind că 
echivalența are loc în diferite situații particulare. Dacă, de exemplu, borna (1) 
nu e conectată în exterior, dipolul rămas cu bornele (2) și (3) trebuie 
să aibă aceeaşi impedanță echivalentă la triunghi și la stea, adică: 


Zas (Zis + Za) = Z,- Zes (38.32) 
Zia + Za + Ža E i 


Repetind raţionamentul pentru cazul cînd borna (2) nu e conectată, res- 
peciiv borna (3) nu e conectată, rezultă încă două relaţii analoge, care se 


pot scrie direct tot prin permutări circulare : 


Zsa (Zsa + Zi) 2 23 + Zi (38.32”) 
Zia + Zas + Za ; . 


Zis (Zas i Za) => Zı + Zy (38.32) 
Ziz + Zas + Za 
Fäcfînd semisuma relațiilor (38.32), (38.37), (38.32), se obţine: 


Za Za E ZZ + Za Za 


ZZ EZAZ 38.33) 
Za + Zas + Za sila dai er) 


H 


şi scăzînd pe rînd fiecare din aceste relaţii din (38. 33), se obţin relaţiile 
(39.30). Relaţiile (38.31) rezultă dn (38.39). punînd Zi = 1 Ye Ik= = 1,2,3). 
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B. Transfigurarea stea-triunghi : Orice stea de admitanje Y, = 1/Z Zr, 
Y, = 1/2 şi Ya = 1/Za admite o schemă echivalentă în triunghi, unică, 


ale cărei laturi au admitanţele : 


| Ya AES z Y.Y, - ; Yag pa YY; > Ya (Ea Z, , Fi (38.34) 
| Xı +Y: +Ë; Yı +X, +X; Yit Yat Ëa 
respectiv impedanțele 
2 1 a ARI BA A +ZZ a At 
Z= de a Pata tf Zai Zu (38.35) 


Za 


Relaţiile (38. ea şi (38.35) se deduc unele din altele prin permutarea 
circulară a indicilor 1, 2, 3. Relaţiile (38.34) se pot stabili scriind că echiva- 
lența are loc în diferite sit tuații particulare. Dacă, de exemplu, bornele (2) 
şi (3) sînt conectate împreună în scurtcircuit, dipolul rămas cu bornele (1) 
şi (2) (reunit cu (3)) trebuie să aibă aceeași admitanţă echivalentă la tri- 


unghi și la stea, adică: 


D uti 


y Xl, + Ya) 
Y ò a m ANa T es, 38.36 
APAS E Sit 
Scriind alte două relaţii analoge prin permutări circulare, făcînd semisuma 
tuturor şi scăzind din ea pe fiecare în parte, se obțin relaţiile (38.34). 
Relatiile (38.35) rezultă imediat din relaţia (38. 34), punind Y; = 1/Z; 
(= 1, 2, 3). 


Fig. 38.10. 


Aplicaţii : 1. Curentul din diagonala de măsură a unei punți, Considerăm puntea Wheat- 
stone, studiată în aplicația 1 de la paragraful 38.2.1, (fig. 38. 5). Pentru a determina curentul Iy 
cn relația (38.12), e necesară determinarea impedanței interioare Z4go a punţii în raport cu 
latura AB. Pentru aceasta trebuie determinată împedanţa echivalentă a dipolului cu bornele A,B, 
obținut, pasivizină puntea şi suprimând latura AB (v. fig. 38,5, c şi 38.10, a). Folosind trans- 
figurarea triunghi-stea, se poate stabili o schemă echivalentă cu elemente serie şi paralel 
(fig. 38.10, b}, a cărei impedanţă echivalentă se calculează fără dificultăţi. 


160 CURENȚI ALTERNATIVI 


Rezultă succesiv ; — impendanțţele stelei echivalente : 


pa 


z ZZ . ZZi . Zs Za 
LATE TITI 17 


E OR LOS FI LDS p y 
Zi +Z: + Ze Za + Za + Ze Za + Za + Ze 
— impendanţa echivalentă între O şi B: 


ZZ, (Zu + Za + Ze) + Ze (ZiZa LEI Za) Ei ZaZaZ3/(Zat Za Ze) 
Ze (fi Za) + (Za + Zi) (Za + Za + Ze) 


— impedanţa echivalentă totală : 


Zos= 


ZiZa (Za + Za) + ZZ, (Za + Za) + Ze [ZZ + ZZ, + ZZ, + Z273] 
Ze (Z1 + Z + Zs + Z4) + (Zs + Za) (Z1 + 73) 


ZaB, = Za + Zos = 
(38.37) 


Înlocuind această expresie şi (38.13) în (38.12), se obține expresia căutată a curentului în diago- 
nala punţii: 


ZaZ; —ZiZa 
LA AA Zat Zat Za)” (fut Za) (fat Za)l +Za(Zu+Z) (Za Za) tf Za)t ZaZa(Zat Za) 
E (38.38) 


Adesea se folosesc punți, în care impedanţa laturii generatorului, Ze, e neglijabilă. În acest caz : 


l = 


— ZiZa 
7 Zs (Z + Zi) (Zs a 27 (Za + Za) 
2. Transfigurarea unei stele în triunghi. Considerăm steaua de impedanţe din figura 38.11, 


1 
în care Lo = 1/Co, adică jol +-—;, = 
joc 


L=E 


(38.39) 


Triunghiul echivalent are admitanțele (v. 38.34): 


1 
7 joC. — 
Yn = 1 i = joC 
T INI LA 
R c jot- TuL F z 
—.joL i 
Yos = T 
3 L 2 joc + 3 4 jol 
1 Sia joL r 
Co i 
mp E C-— 
Ear L ý Je joL Cr l 
La = E ETA 
ig i 1 1 L R 
Fig. 38.11. Fig. 38.12. joC+ ya 
joL r 


Triunghiul echivalent e indicat în figura 38.12. 


38:2-4. Teorema lui Vaschy. Dacă în toate laturile care se înttlnese într-un 
nod al unei rețele (fig. 38.13, a) se introduc generatoare ideale de tensiune, 
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avînd t.e.m. egale și îndrepiate la fel către nod (fig. 38:13, b) curenţii din 
rețea nu se schimbă, 

În adevăr, ecuaţiile lui Kirchhoff se scriu la fel, înainte și după introdu- 
cerea surselor ideale menţionate, deoarece în orice ochi (p), care trece prin 
nodul considerat, apar două surse de t.e.m. egale şi opuse, cu o contribu- 
tie nulă la t.e.m. a ochiului. 


Teorema lui Vaschy se utilizează peniru a transforma o latură activă în latură pasivă, 
fără a modifica curenţii. E suficient să se aplice teorema la unul din capetele laturii, alegînd, 
t.e.m. E a surselor ideale astfel, încît să compenseze exact t.e.m, a sursei din latura considerată. 


ANN 
-D> a L- lE pae DERA 
rr pi N pc, ja cai == 
o al ale i E anii (7) = 
a b b. 
Fig. 38.13. Fig. 38.14. 


39.2:5 Teorema compensaţiei. Grice porjiune pasivă de latură necuplată 

inductiv cu altele, avînd impedanța proprie Z și curentul I (fig. 38.14, a)» 
poate fi înlocuită cu o sursă ideală de t.e.m. E =ZI , cu sens opus cureniului 
(fig. 38.14, b), fără ca să se schimbe curenţii din reţea. 
Si în acest caz, teorema se demonstrează observînd că ecuaţiile lui Kirchhoff 
rămîn neschimbate: cele două elemente de circuit substituite unul altuia 
produc aceeaşi cădere de tensiune la borne pentru orice ochi (p) care trece 
prin latura considerată. 


38.3. Metoda curenților de ochiuri (Maxwell) 


Metoda curenților de ochiuri e o metodă sistematică de rezolvare a 
reţelelor, în care se operează cu noi variabile, astfel încît numărul ecuațiilor 
şi al necunoscntelor să se reducă la numărul O al ochiurilor indepen- 
dente, totdeauna mai mic decit numărul L al laturilor (sau cel mult 
egal cu el). 

38.3.1. Curenţii de ochiuri. Noile variabile sînt anumiţi curenţi închiși, 
fictivi, atribuiţi cîte unul fiecărui ochi fundamental, cu sensul de referință 
al ochiului. Se numesc curenţi de ochiuri sau curenţi ciclici (de contur, de 
buclă) şi vor fi notați cu accent, spre a fi deosebiți de curenţii laturilor : 


i F d i 
A ADI LABE 


11— 1668 
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Prin definiţie, fiecare curent de latură I, (s = 1,2... L) e egal cu suma 
algebrică a curenților de ochiuri care trec prin latura respectivă : 
=. (38.40) 
s£ q) 


În acestă sumă intră cu semnul (+) 
curenții de ochiuri, al căror sens prin 
latură coincide cu al curentului latu- 
rii, și cu semnul (—) curenții de ochiuri, 
al căror sens prin latură nu coincide 
cu al curentului laturii. 

Fie, de exemplu, puntea Wheatstone 
din figura 38.5, a, a cărei schemă 
topologică e dată în figura 38.15, și 
care are trei ochiuri fundamentale, ale- 
se ca în figură. Relațiile (38.40) 


> Fig. 38.15. x a 
pentru această reţea sint: 
L = l — Í; k = gi E Ep Isi h= Eg IL; (38.407) 
Ia = Ii = +s; LF — I; 


Din punct de vedere matematic, relațiile (38.40) reprezintă o schimbare 
liniară de variabilă, care duce de la cele L necunoscute vechi (curenții de 
laturi) la O necunoscute noi (curenții de ochiuri). Pentru ca o astfel de redu- 
cere a numărului de necunoscute să fie posibilă, trebuie ca schimbarea de 
variabilă (38.40) să fie compatibilă cu sistemul (36.22), al celor L ecuaţii 
Kirchhoff. Se verifică fără dificultăți că — înlocuind în cele N — S ecuaţii 
de noduri 

S Ip =0 b= 1,2, p, N—S, (38.41) 
ke(b) 
date de prima teoremă a lui Kirchhoff, expresiile (38.40) ale curentilor — 
aceste ecuaţii sînt satisfăcute identic (adică oricare ar fi valorile noilor va- 
riabile, curenţii de ochiuri). Aceasta, pentru că fiecare curent de ochi — 
fiind închis — intră o dată și iese o dată din nodul considerat, aducînd o 
contribuţie nulă la curentul total printr-o suprafaţă închisă care înconjură 


nodul : 
d] = 0. (38.42) 
kE(b) k&(a) 


Fie, de exemplu, nodul (2) al reţelei din figura 38.15, pentru care prima 
ecuaţie Kirchhoff se scrie : 


— În ++ la=0. 
Înlocuind aici expresiile (38.40), această ecuație devine identitatea : 


—(Ii — 15) + ht B+ (— bd) ith t Lth l—l=0. 


1 Suma se face asupra tuturor curenților ochiurilor (q) cărora latura s le aparţine, 
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Prin trecerea la noile variabile se satisfac identice primele ecuații Kirch- 
hoff, adică N—S ecuaţii. Cele O noi variabile — curenții de ochiuri — vor 
fi atunci univoc determinate de cele L— (N—S)= 0 ecuaţii rămase: ecu- 
ațiile date de a doua teoremă a lui Kirchhoff. 

38.3.2. Teorema curenților de ochiuri. Sistemul de O ecuații satisfăcut 
de curenții de ochiuri e dat de teorema curenților de ochiuri. Pentru a se 
obtine acest sistem, înlocuim în ecuațiile de ochiuri (36.22) ale teoremei a 


doua Kirchhoff aar (38.40). Se obțin relațiile : 


2 È Zid, 2] = 2 E, .(p = 1,2, 0). 


mE(p) | s=1 sElqg) 


Intervertind ordinea de sumare, se obține o sumă multiplă de termeni de for- 
ma Zu, dg În această sumă pot fi grupați împreună toți termenii cari con- 
țin în factor același curent de ochi Î,, curent care se poate scoate în fac- 
tor comun în această grupare. Fiecare curent de ochi va apărea deci fac- 
tor pe lîngă o sumă de impedanţe Z,, şi întreaga expresie va putea fi 
ordonată după curenţii de ochiuri, căpătînd forma : 


> | 2o Zn | L =P En e (38.43) 


mE(p) mE(p) 
se() 
Se notează cu: 
E, = J) En (38.44) 
m&(p) 


suma algebrică a tensiunilor electromotoare din laturile ochiului (p) şi se 
numeşte tensiune electromotoare de ochi. Se mai notează cu: 


Za ez PE Zis (38.45) 


coeficientul de natura unei impedanţe al curentului ciclic 1; din ecuaţia 
ochiului (p), şi se numește impedanţă de cuplaj dintre ochiurile q și p ( p), 
respectiv impedanţă proprie a ochiului p (p= q). Cu relaţiile (38. 44) şi (38. 15) 
se obţin din relaţia (38.43) ecuaţiile curenților de ochiuri : 


9 
2o Zulu > Ep 020, (38.46) 
q= 
care, explicit, formează sistemul : 
Zudi + Ziti +. + Ziolo=Ei 
Zul + Zaala + um. + Z2010=E3 


(38.47) 


sososovosenssosssasvosoona wo oras os 


Zoi Ii + Zoz12 + + Zoolo=Eo 


Pentru a scrie dintr-o dată aceste ecuații, e necesar să clarificăm interpretarea coeficientului 
ie 2 > . 
Z pa» interpretare care rezultă din (38.45): 
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— Considerăm mai întîi coeficienţii diago- 
nali, cup = q, 


Zpa = SO Zms za SO Zm +5 joLns 


m £ (p) mE (p) m € (p) 
s& (a) 
mÆs (38.48) 


Aceasta este impedanța proprie a cchiului p. 

Este egală cu suma impedanţeior proprii Z, ale 

laturilor m .care aparţin ochiului (p) — adu- 

nată cu suma algebrică a impedanţelor mu- 

z tuale dintre laturile m și s, aparțiuînd ambele 

Fig. 38.16. iului a ; 

5 ochiului (p). Deoarece Lps = Lsm, la scrierea 

explicită a acestei ultime sume, fiecare in- 

ductivitate mutuală va intra de două ori. Semnnl fiecărei inductivități mutuale de- 

pinde de modul cum se asociază sensul jochiului (p) cu bornele polarizate ale celor 

două bobine din laturile m şi s, fiecare neconcordanță însemnînd o schimbare de 

semn. Fie, de exemplu, rețeaua din figura 38.16. Impedanțele proprii ale oehiuri- 
lor (1) şi (2) sînt: 


Zi = R + joli +jol— jol — jola = R + jol + La)— j2 oa 
1 
joc, 


1 , A : 
Zi = jol, + jol + joc, Fi olLas +joLg = jol: + La) + F j2 oLas e (38.49) 
3 


Semnul (—) din faţa lui L; = La, se datorește faptului că sensul ochiului (1) intră în borna 
polarizată a bobinei La, dar iese prin borna polarizată a bobinei L}. Semnul (+) din fața lui 
La, = L, se datorește faptului că sensul ochiului (2) iese prin borna polarizată și la bobina L, şi 


la bobina L} 
— Considerăm apoi coeficienţii nediagonali, cu p Æ q 


Za =)> Zm => Zm +3 joLns (38.50) 


m € (p) mE (p) m € (p) 
s€ (9) m E (q) s£ (a 
mÆs 


Aceasta este impedanța de cuplaj a ochiurilor (p) şi (q). Este egală cu suma algebrică a impedan- 
telor proprii ale laturilor comune ochiurilor (p) şi (q) — cu semnul (+), dacă ochiuriie au acelaşi 
sens prin latura comună, şi cu semnul (—), dacă au sensuri opuse — adunată eu suma impe- 
danţelor mutuale dintre o latură s, aparținînd ochiului (q) și o latură m, aparținînd ochiului 
(p) Æ (4). Semnul fiecărei inductivități mutuale depinde de modul cum se asociază sensurile 
ochiurilor (p) şi (q), cu bornele polarizate ale celor două bobine din laturile m € (p) şi s € (a) 
fiecare neconcordanţă însemnînd o schimbare de semn. 

Fie, de exemplu, reţeaua din figura 38.16. Impedanţele de cuplaj dintre ochiurile (1) și 
(2) sînt: 


Ziz = — jol, —jola + jola + jolis E (38.51) 


Za = —joLa — jobs + jobu + jobs 


Observaţii: 1. Din însuşi modul cum sînt definite și deoarece Lps = Lsm, im- 
pedanţele de cuplaj dintre ochiuri satisfac relația de reciprocitate : 


| Zp1= Zap | (38.52) 


(v. exemplul (38.51), în care Zia = Za). 

2, Semnul cu care apare o inductivitate mutuală în coeficienții ecuaţiilor curenților de 
ochiuri (38.47) e hotărît pînă la urmă de modul cum se asociază față de bornele polarizate sensul 
de scriere al ecuaţiei pe ochiul considerat cu sensul curentului de ochi (ciclic), care induce că- 
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derea de tensiune respectivă. Sensurile de referinţă ale laturilor nu intervin în această regulă; 
de aceea e preferabil ca ele să nu se indice pe figură atunci cînd scriem ecuaţiile (38.47). 

38.3.3. Aplicarea metodei curenților de ochiuri. Se procedează în felul următor : 

a) Se aleg ochiurile fundamentale, sensurile lor de referință și se numerotează. 

b) Se caleulează cu (38.44) t.e.m. de ochiuri Ep. 

c) Se calculează impedanţele proprii şi mutuale de ochiuri Z pp şi Z pq cu relațiile (38.49) 
gi (38.50). 

d) Se scriu ecuaţiile curenților de ochiuri (38.47). 

e) Se rezolvă în raport cu curenţii de ochiuri. 

f) Se aleg sensurile de referință pe laturi, se numeroiează laturile. 

g) Se calculează curenţii de laturi cu relaţia (38.40). 

h) Se verifică calculele (de ex. cu bilanțul puterilor). 

Ca exemplu, considerăm reţeaua din figura 38.16, pentru care ecuaţiile curenților de 
ochiuri sînt : 


IR, + jol + La) — j2oLli] Îi + I> jol — j o(Las—Laa—La5)] J,=E,—E, 
(38.53) 


EAR N E E E E l; E a E ra idol] ESA 


jocs 
38.3.4. Admitantele de transfer dintre echiuri. Dacă se rezolvă ecuațiile curenților de 
ochiuri cu regula lui Cramer, un curent de ochi oarecare — de exemplu I; — are expresia : 
$ r F: Lă 
Zu Za eee Ea = Zio 
? + Lă r 
ZaZaa -.. Ez «+ Zao 
+ d: ? + 
ZpiZp? = Ep = Zpo 
r + Lă + 
, Zo1Zo2 «=. Eo = Zoo f 
lenr e (38.54) 
Zuz = Ziq «+ Zio 


ZaZaz = Zag = Z20 


o... ...... 1... oosa oo 


, 


Zp:Zp2 ... Zpa s.. Zpo | 


o... poo or so 


Lă ? f f 
Zo:Zo2 + Zog: Zoo 


Notind cu A’ determinantul sistemului şi cu Ap, minorul normalizat al elementului Zp4 din A, 
dezvoltarea numărătorului după coloana q duce la expresia: 


1 Apa Apa Ap Aoa 
l = Ei +E; +. t Ep t o HA E 38.55 
15 y itoy T T pT t 0 (38.55) 
sau 
? ? Li ? Q. r 

dq = YpEr + YgpE2 e m + YgoEo = 2, Ypate: (38.56) 

În această relație, coeficientul dă 

, Apa r5 
Yap == = (J)ez: 38.57 
= 4p A 10)z, =] ( ) 
E} =0 (q#p) 


se numeşte admitanță de transfer de la ochiul p la ochiul q. Curenții de ochiuri sînt deci func- 
luni liniare și omogene de t.e.m. de ochiuri, ale căror coeficienţi sînt admitanțele de transfer între 
ochiuri, determinate numai de impedanțele laturilor şi de structura retelei. 
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38.3.5. Teorema  reciprocităţii. Deoarece Zia = Zap relația (38.52), 
determinantul A/e simetric față de diagonala principală și toți minorii Apa 
satisfac condiția Apa = Agp Din relația (38. 57) rezultă că această condi- 
ţie e satisfăcută şi de admitanţele de transfer între ochiuri 


Ypa = Y (38.58) 


Relația (38.56) e valabilă pentru orice sistem de t.e.m.,cu acelaşi coeficienți. 
Putem considera că există în rețea numai o singură sursă ideală de teem. £ 
conectată în latura mE(p) s şi alegem astfel ochiurile fundamentale, ca numai 
ochiul (p) să treacă prin latura m şi numai ochiul (g) să pasi printr-o altă 
latură s (fig. 38.17, a). În acest caz, toți Ep = 0, E E; = Em = E, iar 
I, = Ig; cu relația (38.56) : 


I; E T: TA Vero =F gts (38.59) 
iar cu relația (38-2): 
L, = saluri => Y aE (38.60) 
adică 
wara (38.61) 


Se pot deci totdeauna alege ochiurile astfel ca admitanțele de transfer între 
laturi (v. par. 38.1.1) să fie egale cu admitanțele de transfer între ochiurile 
cărora acele laturi le aparțin în exclusivitate. Considerăm acum că sursa 
ideală de t.e.m. E e mutată în latura sẹ(g) (fig. 38.17, b). Avem Ept, = 0, 
E= E, = E, iar J„= Jp; cu relația (38.56): 
Im = Ip Vp Ea Ya (88.62) 
iar cu relația (38.2) 
In = Ym = YmE» (38.63) 


adică 


Rejea 
pastv/zatâ 


Via = Yme (88.64) 


a. Comparînd relaţiile (38.58), (38.61) 
și (38.64), rezultă : 


Yn = a 


(38.65) 


Reţea : A 
pasivizată E£ adică şi admitanţele de transfer între 
laturi satisfac condiția de reciproci- 
tate. De asemenea, cu relația (38.58), 


(38.59) şi (38. 62), rezultă că în 


b. conditiile de mai sus I„ = i 
S i TRE i 7 Curentul produsi într-o i pi s de 
3 ia — -E 
Em"E EE o sursă situată într-o latură m (fi ig. 
£>0(pen) E70 [r+s}) 38. 17) e egal cu curentul pe care aceeași 


sursă, mutată în latura s, l-ar pr oduce 
Fig. 38.17. în latura m (teorema reciprocităţii). 
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Observaţie: Teorema reciprecităţii e o consecință a caracterului liniar al reţelei 
şi al caracterului dipolar al elementelor care o compun. Există rețele liniare cu elemente de 
circuit multipolare (nestudiate în acest capitol) care se numesc nereciproce, deoarece în ele teo- 
rema reciprocităţii nu e verificată (v. par. 42.2 şi 43.7), 


38.4. Metoda potenţialeior de noduri 


Metoda poteniialelor de noduri e o metodă sistematică de rezolvare a 
rețelelor, în care se operează cu noi variabile, astfei încît numărul ecuaţiilor 
şi a] necunoscutelor să se reducă la numărul ÎN — 1 al nodurilor independente, 
totdeauna mai mic decît numărul de laturi. În forma prezentată mai jos, 
metoda se aplică numai reţelelor fără inductivităţi mutuale (în care nu- 


mărul de subreţele conexe S = 1), pentru care sistemul de ecuații 
Kirchhoff este : 
| 5> I, = 0, b = 1, 2, .. N —1 
ET) 
EA (38.66) 
| DA E- SE P= În 2, no 0. 
m E (p) m € (p) 


38.4.1. Ferma duală a teoremelor lui Kirchhoff. În reţelele fără in- 
ductivități mutuale, ecuaţiile lui Kirchhoff se pun și sub o altă formă, în 
care necunoscutele sînt tensiunile la bornele laturilor (luate după convenţia 
de la receptoare): 


Usm = mlm — Em (UN = Le 2 e L). (38.67) 
Curentul I,, se exprimă sub forma: 
În = YU + Ym = YU T La (38.68) 
în care Y, = 1/Z„ e admitanţa laturii m, iar 
Lia = YpEn = (aus =0 (38.69) 


e curentul de scurtcircuit al laturii m. 
Cu relaţiile (38.67) şi (38.68), ecuaţiile lui Kirchhoff capătă forma : 


YU, SC Lh b=1,2,. N—1 
| „Xa DL 


f (38.70) 
| Sp ed 7 e e 20) 

mEtp) ” 
numită formă duală, deoarece se deduce formal din relaţia (38.66), în baza 
corespondenţei : 


nod ochi 


E 
4 4 4 (88.71) 
—J, 


[Ok 
je 
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ma 
93) 
w 


38.4.2. Potenţialele de noduri. Noile variabile utilizate în metoda pre- 
zentată în acest capitol sînt tensiunile dintre fiecare nod și un nod (al IV-lea) 
luat ca referinţă — numite și potentialele nodurilor (și notate cu accent numai 
pentru a păstra uniformitatea de notație în schimbarea de variabile efectuată) : 


Yi, Ya, .... Vy. 
Fie m o latură care iese din nodul (c) 
şi intră în nodul (d). Tensiunea U,,, 
după regula de la receptoare, se exprimă 
în funcție de potențiale (v. fig. 38.18) 
prin relația : 

? Lă 

Up > Vi — i (88.72) 
Dacă se substituie tensiunile U,,, date 
de această expresie în a doua ecua- 


tie Kirchhoff, scrisă sub forma duală 
(38.19), se obţine o identitate 


Fig. 38.18. pi — V) =0, (38.73) 


mE (p) 


deoarece fiecare potențial de nod intră în această sumă luată pe un ochi 
de două ori: o dată cu semnul (-+), cînd latura iese din acel nod, și o 
dată cu semnul (—), cînd latura intră în acel nod. 

Prin trecerea la noile variabile, se satisfac identic ultimele ecuaţii Kirchhoff, 


adică O ecuaţii. Cele N — 1 noi variabile — potenţialele de noduri — vor 
fi atunci univoc determinate de cele L — O = N — 1 ecuaţii rămase: 


ecuaţiile date de prima teoremă a lui Kirchhoff. 

38.4.3. Teorema potenţialelor de noduri. Sistemul de N—l ecuații satis- 
făcut de potențialele de noduri e dat de teorema potenţialelor de noduri și 
se obţine înlocuind relaţia (38.72) în primele ecuaţii Kirchhoff, scrise sub 
forma duală (38.70). Fie ecuaţia nodului (c): 


l Pru SDL) 


m € (e) m € (e) 


Cu relaţia (38:72) se obţine relaţia: 


mE (e) m € (e) 


Suma din membrul stîng se poate grupa și ordona după potenţialele nodu- 
rilor care apar în ea. Fiecare potenţial de nod apare drept factor comun 
pe lingă o sumă de admitanţe de laturi, și anume: potenţialul nodului (c), 


pentru care e scrisă ecuaţia, apare factor comun pe lingă suma admitan- 
; Ps i : a 
teler laturilor legate la nodul (c), numită admitanța proprie a nodului (e): 


Yo Ypi (38.75) 
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iar potențialul unui alt nod (d) =£ (c) apare factor comun pe lîngă suma 
cu semn schimbat a admitanielor care leagă nodul (d) de nodul (c), numită 
admitanța de cuplaj dintre nodurile (d) și (e): 


Via = — 30 Yn (38.76) 
m E (e) 
m € (d) 
Membrul drept din relaţia (38-74) este suma curenților de scurtcircuit ai 
laturilor legate la nodul (c), considerați pozitivi cînd intră în nod. Această 
sumă e numită curentul de scurtcircuit injectat în nodul (c), 


=}; (— L) (38.77) 


m £ (c) 


unde semnul (—) a determinat schimbarea convenției față de prima teoremă 
Kirchhoff oa care curenţii erau considerați pozitivi cînd ieșeau din nod). 
Cu relaţiile (38.75), (38. 16) şi (38.77) rezultă din relația (38. 14) ecuaţiile 


p otentialelor de noduri: 
d YoaYa => ds -e= 1,2, n, N— 1, (38.78) 


care, explicit, formează sistemul : 
Yai + Yil + ... + Y,, Ni Vu —— I | 


Yaki t YV j e ši Ys, na Vy- = Isa (38.79) 


Pene prenl perra a e | 
Observaţii: 1. Ecuațiile potenţialelor de noduri (38.78) arată că, din punctul de 
vedere al acestor potențiale, totul se petrece ca şi cum rețeaua ar fi pasivizată, iar în noduri 
s-ar injecta din exterior curenții Js, (v. sub 38.4.4, exemplul de calcul şi fig. 38.19 şi 38.20). 


2. Din însăși relaţia (38.76) de definiţie rezultă că admitanţele de cuplaj între noduri satis- 
fac relaţia de reciprocitate : 


Yed = Vac (38.80) 


3. Toate admitanţele de cuplaj (38.76) au semn schimbat față de admitanțele laturilor 
respective. 

4. Dacă vreo latură are impedanța proprie nulă, ea are admitanța infinită şi ecuațiile 
(38.10), respectiv (38.74) şi (38.78) îşi pierd sensul. Nu se scriu deci ecuaţiile de noduri (38.78) 
decît pentru noduri la care sînt legate laturi cu impedanţe nenule, Această scădere a numărului 
de ecuaţii de noduri e compensată de faptul că pentru astfel de laturi diferența de potenţial 
ia borne este egală ci: tensiunea electromotoare cu semn schimbat : 


U, = Ve Va = — Em - (38.81) 


așa că se obţin pe această cale ecuaţii suplimentare care completează sistemul. 
5. Sistemul (33.19) are N—1 ecuații. Dacă: 


Noe Da Da tb, (38.82) 


metoda potenţialelor de noduri e mai avantajoasă decît acesa a curenților de ochiuri, deoarece 
duce la un sistem cu mai puține ecuaţii, 
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6. Märimile Ep intră în relațiile de mai sus cu semn schimbat, dacă nu au sensul de referinţă 
acelaşi cu al curentului. 


38.4.4. Aplicarea metodei potențialelor de noduri. Se procedează în felul următor: 
a) Se alege nodul de referință şi nodurile pentru care se scriu ecuaţiile. 
b) Se calculează admitanţele laturilor şi curenţii de scurtcircuit injectaţi în noduri. 

c) Se calculează admitanţele proprii şi de 
cuplaj între noduri. 

d) Se scriu ecuaţiile potenţialelor de 
noduri, 

e) Se rezolvă în raport cu aceste po- 
tenţiale. 

f) Se aleg sensurile de referință pentru 
curenţii pe laturi şi se calculează tensiunile la 
bornele laturilor după regula de la receptoare 
cu (38.72). 

g) Se calculează curenţii din laturi cu re- 


J laţia (38.68). 
g h) Se verifică calculele (de ex. cu bilanţul 
RTA puterilor). 
(3)2(N) E Exemplu: Considerăm rețeaua din figu- 
=3 ra 38.19 cu trei ochiuri şi două noduri indepen- 
Fig. 38.19. dente (N — 1 = 2 < 3 = 0). Se dau: 
e = 20 sin (or + i » ep = 202 sin ct ; (38.83) 


l 
R = 49, R; = R; =2Q0, ol =-= IÑ. 
oG 


Admitanţele laturilor şi t.e.m. de laturi sînt : 


Ya =joG =j; Ya = L/Ra = 0,25; Y, {= 1/R;= 0,5 
Y, = lljoL = —j; Y; = I/R; = 0,5; (38.84) 
E, = 101 +j); Es = 20. 


Îl 


Curenţii de scurtcircuit injectaţi în nodurile (1) şi (2) sînt: 


id da = EY = (10 + 10j)j = — 10 -j0 | 


38.85 
sa = — Es Va = — 200,5 = — 10 f ; z 


Admitanţele proprii şi de cuplaj între noduri sînt ; 


Yii = Yı + Ya + Ya + Y; =j 025 + 0,5 — j = 0,75 
Yiz = Ya = — (Y; + Yo) = — (0,5 — j) = — 0,5 + j (38.86) 
Via = Y; + Yi + Ys = 05 + 0,5 —j [l ll. 


Ecuațiile potențialelor de noduri sînt: 


P = Yati + Yia V saa — 10 4- jlo = 0,75V1 + (~ 0,5 + jK (38.81) 


Iss = Yaki H Yaka sau — 10 = (— 0,5 + Ki + a iE 
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Ecuațiile sînt acelea care s-ar obţine dacă am considera rețeaua pasivizată dar neizolată, avind 
injectați din exterior în noduri curenții Fi s1 gi şa şi — (ia t dia). ca în figura 38.20. 
Rezolvind aceste ecuaţii, se obţin potenţialeie : 


V = 20 i; Wa=10j. (38.88) 


Fig. 38.20. Fig, 38.21, 


Alegem sensurile curenților pe laturi și caiculăm aceşti curenţi (fig. 38.21, în care, alături de 
laturi am înscris valorile admitanţelor) : 


Ls CW + EDY, = 10 + 10) g> i = 20 sin (ot -+ a/4) 


da = VuYa = 5j Z> în = 5 V2 sin (ci + n/2) 
d = (Po + E)Y, = 10 -+ 5j zi = 5 Vî6 sin | ot -+ arc tg =) (88.89) 
d, = (V; — VF = 10 Z> i = 10 VZsin ot 
Le = Yi — Pr = 5j Z> i = 5 Vâsin (or + =). 
Se verifică imediat teorema lui Kirchhoff cu acești curenţi şi bilanțul puterilor complexe : 
Edi + Es = Ral + Ral -+ Rg +j (= a 13 alai) (38.90) 


sau 
(10 + j10) (10 — 10) + 20(10 —j 5) = 4.25 + 2.125 + 2.25 -+ į(—1.200 -+ 1.100) 
400 — 100 = 400 — į 100. 
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3 SISTEME TRIFPAZATE, 
«| CARACTERIZARE ȘI PROPRIETĂŢI 


Transmisiunea energiei electromagnetice, de la locul de 
producere (centrala electrică în care sînt instalate maşinile generatoare) la 
locul de utilizare se face prin linii electrice. În cazurile cele mai simple, această 
transmisiune se face cu o linie cu două conductoare (v. şi par. 35.6), alimen- 
tată la plecare cu un generator de curent alternativ, avînd o unumită ten- 
siune electromotoare. Acesia este sistemul monofazat de transmisiune, în care 
atît generatorul cît și sarcina constituie dipoli electrici (v. fig. 39.1, a). Pen- 
tru o linie dată, dimensionată pentru o anumită tensiune nominală Uy(a 
cărei depăşire ar periclita izolatia liniei) și pentru un anumit curent nomi- 
nal Îx (a cărui depășire ar mări inadmisibil pierderile de putere în conduc- 
toare), există o putere activă maximă pe care o poate transmite linia, egală 


cu produsul Uyn — factorul de putere maxim fiind egal cu unitatea. Ra- 
portată la numărul ae conductoare —— două în cazul liniei monofazate — 
această putere maximă (specifică) caracterizează eficacitatea sistemului de 


trausmisiune : 


cond — 


PU, = Sais, (89.1) 


Se constată că puierea maximă pe conductor poate fi sporită (în condiţii 
în rest neschimbate), dacă se utilizează o linie cu trei conductoare (v. fig. 39.10), 
alimentată cu generatoare care produc trei tensiuni electromotoare de valori efec- 
tive egale şi avînd faze initiale diferite cu cîte 27/3. Sistemul de transmisiune 
astfel obţinut se numeşte sistem trifazat — chiar dacă egalitatea valorilor efec- 
tive şi a defazajelor t.e.m. nu e riguros asigurată — și prezintă numeroase avan- 
taje : o transmisiune de energie mai economică (v. şi par. 39.3); posibilitatea 
de a dispune la utilizare de două tensiuni diferite pentru consumatori mono- 
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fazaţi (v. şi par. 39.3.1); posibilitatea de a produce cîmpuri magnetice învîr- 
titoare (v. și par. 39.4), care permit realizarea celor mai simple și mai eco- 
nomice motoare electrice — motoarele asincrone ete. Totodată, construcția 
generatoarelor trifazate nu este mai dificilă decît a celor monofazate (v. și 
par. 39.2). Toate aceste 
avantaje au făcut ca în teh- 
nica actuală producerea, 


transmisiunea și distribuția | R ] 


energiei electromagnetice să Á e 2 n ] 


se facă aproape numai în 
trifazat (cu frecvenţa indus- a 
trială de 50 Hz). 


Prima linie de energie în curent 
alternativ trifazat a fost realizată 
de M. 0. Dolivo-Dobrovolschi, 
în 1891. Linia începea la Lauffen 
(lingă Heidelberg — Germania)— 
unde se găsea o instalaţie formată 
dintr-o turbină hidraulică, un ge- b. 
nerator de curent alternativ tri- 3 
fazat şi un transformator ridicător Fig. 39.1. 
și se termina la Frankfurt pe 
Main, unde se găsea un transformator coborîtor care alimenta un motor asincron trifazat 
(realizat tot de Dolivo-Dobrovolschi), folosit pentru a antrena o pompă. Pe linia care avea 175 km 
s-a transmis puterea de 200 CP ~ 147kW, la tensiunea de 15 kV, cu frecvența 30—49 Hz şicu 
un randament de 75%. 


În cazuri cu totul speciale se utilizează și sisteme cu două faze (bifazate) sau cu mai mult 
de trei faze (polifazate), de obicei din motive impuse de natura receptorului. În cele ce 
urmează vor fi prezentate numai sistemele trifazate. 


me er ca) axate R 


39.1. Sisteme trifazate simetrice de mărimi sinusoidale 


39.1.1. Definitii și proprietăți, Se numește sistem trifazat simetric direct 


(de sueeesiune direciă) un ausamba exdonat de trei mixiwi gausoidele de 
aceeași frecvență (ej, ep, €3) 1, care au valori efective egale și diferențe relative 


de fază egale cu 2 » astfel că mărimea e; e în urma mărimii €,, iar mărimea ez 
e în urma mărimii e. Valorile lor instantanee sînt deci : 
e = E, V2 sin (ot + o) = E V2 sin (ot + a) l 
=o. A a 2r 
e = E, V2 sin (ot - a) = E V2 sin [ot +a F] | 
2 2 V (ot -+ a) | | z] (39.2) 


e; = E, V2 sin (ot + a) = E V2 sin (or + ga] 


1 Folosim notația de la tensiuni electromotoare, deşi definițiile şi proprietățile prezentate 
sînt valabile pentru orice astfel de mărimi : tensiuni la borne, curenți, fiuxuri etc. 
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Ae adică. 


În figura 39.2 sînt reprezentate grafic 
mărimile unui sistem trifazat simetrie 
direct. Deoarece adăugarea unui 
multiplu întreg de 2v la faza ini- 
țială nu modifică mărimea sinu- 
soidală, se mai poate afirma că 
mărimea e, e defazată înaintea mă- 


e o. 2n 
rimu e; cu — -> 
3 


27 21 + Se numește sistem trifazat sime- 
313 tric invers (de succesiune inversă) 
Fig. 39.2, un ansamblu ordonat de trei mă- 


rimi sinusoidale de acceaşi frec- 
venţă (eis €z €z), care au valori efective egale și diferențe relative de fază 


2m 
egale” cuî, astfel că mărimea e; e înaintea mărimii e;, iar mărimea e, e îna- 
B am 3 
ntea mărimii e. Valorile lor instantanee sînt deci: 


e; = E; V2 sin (ot + a) = E V2 sin (ot + a) i 
e, = E; V2 sin (ot + aj) = E V2 sin (o + a F] (39.4) 


e, = E; JŽ sin (ot + ai) = E Vă sin (ot ie a+) 


Se observă că mărimea e; e totodată defazată în urma mărimii e, cu ZE 
3 

Se mai observă că diferenţa dintre un sistem direct și un sistem invers 
are un caracter obiectiv numai în măsura în care ordonarea mărimilor acelor 
sisteme a fost efectuată în prealabil, de exemplu prin numerotarea bornelor 
sau a conductoarelor la care se referă aceste mărimi. De aceea, în orice problemă 
în care se dă un singur sistem trifazat de tensiuni electromotoare, ordonarea 
se poate face astfel încît sistemul să fie de succesiune directă. Aşa vom proceda 
mereu în cele ce urmează. 
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39.1.2. Reprezentări simbolice Reprezentarea geometrică a mărimilor 
sistemului trifazat direct (39.2) conduce la trei fazori de lungimi egale, făcînd 


unghiuri egale cu cîte ZE „ astfel că fazorul E,, (respectiv E.), trebuie rotit în 
z £ £ 
sens trigonometric cu = „ spre a se suprapune cu E}, respectiv E, (v. fig. 39.3). 


Reprezentarea în complex a mărimilor sistemului trifazat direct (39.2) 
conduce la următoarele imagini : 


E, = Be = £ 
f 2n _. 28 
pa 3) = Ee T af (39.6) 
F án 
Es = E iei =) =Ee '*=aE, 
unde am introdus notația ! 
i „28 V3 
17 3 (39.7) 


i 

| 
a = e 

| 


+ 


Fig. 39.3. 


Deşi a e un număr complex, deoarece nu reprezintă o mărime electrică sau magnetică 
; : : ; FE g e . j x! 
ci numai un operator numeric de rotație, se obișnuiește să nu se sublinieze (ca şij=e! 2) . 


a 
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2r 


pentru operatorul de rotație cu A în sens direct, Se verifică uşor relațiile (în 
care n e un întreg arbitrar): 
„2 Pr 
e ly a y3 
a = ai = a? = ati — e 3 = — T 
2 
„27 p [33 
zi zau ore 1 . V3 39.8) 
a? = að = al = a+? = e ` 8c nej ( i 
2 2 
a? = ab = a? = a” = e° = 1 
şi 
|l+a+a=0 (39.9) 


„2 


; j i ; 
Înmulțirea cu a = e` ê rotește un vector reprezentativ A din planul com- 


27 , č A P E A A A 
plex cu — în sens trigonometric direct, iar înmulțirea cu a? îl rotește 
d 


27, i să 
ci- în sens trigonometric invers (fig. 39.4). 


Se demonstrează fără dificultăţi teorema : suma mărimilor unui sistem simetric 
(în instantaneu, ca și în complex) e identic nulă: 


e1 + e + e3 = 0, E, + E + E = 0. (39.10) 


39.1.3. Diferența a două mă- 
rimi ale unui sistem simetric. În 
studiul rețelelor trifazate echi- 
librate se  înțiineşte frecvent 
diferenţa a două mărimi sinu- 
soidale, aparţinînd unui sistem 
simetric, Fie sistemul simetric 
direct (39.2), reprezentat în com- 
plex sub forma relației (39.6). 
Se demonstrează fără dificultăți 
teoremele : 

a) Diferenţa dintre una din 
mărimi (de ex. E.) şi o a doua, 


Y 7 


y y 2T p 
defazată în urmă cu — faţă de ea 
E] 


j 
(de ex. E,), este o mărime ampli- 


A e sua E a 
ficată cu V3 şi defazată cu A îna- 


inie faţă de prima (v. fig. 39.5), 
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În adevăr, cu relația (39.7), 


3 , Y3 E y3 al E pu 
şi deci 
E,—E, = E(l — a) = V3 E et: (39.12) 
iar 
e, — e, = (E 13) V2 sin (ot + g+ =) A (39.127) 


b) Diferenţa dintre una din mărimi (de ex. E,) şi o a doua defazată înainte 


2r a x vs . x 7 . < 
Cu faţă de prima (de ex. E,) este o mărime amplificată cu V3 şi  defazată 


cu $ în urmă faţă de prima (v. fig. 39.5). 


În adevăr, cu relația (39.7): 


ERNE ace A. a PILE e a au E a (39.13) 
2 z 2 2 J 2 
și deci 
jZ 
E, — E= E(l—a) = 3 Ee č (39.14) 
iar 


(39.147) 


12- 1668 
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39.2. Producerea tensiunilor electromotoare trifazate simetrice 


Producerea unui sistem simetric de tensiuni electromotoare este, în prin- 
cipiu, la fel de simplă ca şi aceea a unei singure tensiuni electromotoare sinusoi- 
dale (v. par 22.5.3, vol. I). 

Considerăm un cadru dreptunghiular (1), bobinat cu N spire, care se roteşte 


-= aC a A : a s l j / 
lua Ii 


u, e elata a- au 


cu turația constantă n (rot fs) în jurul unei axe paralele cu una din laturi, într-un 
cîmp magnetic omogen de inductie B, perpendicular pe axa de rotație 
(v. fig. 39.6, în care, pentru simplificarea desenului, s-a figurat o singură spiră). 
Dacă 2 v nt + a e unghiul făcut de normala n; pe planul unei spire, iar Ae 
aria acesteia, fluxul magnetic instantaneu prin cele |N spire ale cadrului este : 


0,= NA B, cos (2r n t+ a), 
iar tensiunea electromotoare instantanee indusă în cadru este : 
de, ; l Te AR 
geesi pa 2mn NAB, sin (2x ni -+ o) = E V2 sin (ot + a) 
t 
Această t.e.m. are pulsația : 
to = nf = 2nn, (39.15) 

faza inițială : 

«= 4 = X (m Bo)/i=0 (39.16) 


(egală cu unghiul făcut de normală cu liniile de cîmp în momentul t = 0) şi 
are valoarea efectivă : 


27 (39.17) 
E = NO, = 4,44 fN Ör |» 
FA f Í f Í 
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în care O, = AB, e valoarea maximă a fluxului fascicular al unei spire. 
G 


Tensiunea electromotoare e} poate alimenta un circuit exterior prin două perii 
(1, 1”) în contact cu inele colectoare, fixate pe axul de rotaţie și conectate la 
capetele înfășurării cadrului. 

Dacă acum se fixează pe acelaşi ax încă două cadre identice, (2) şi (3), 
cu planurile decalate succesiv cu cîte 27/3 (schiţate în fig. 39.6 cu linii între- 
rupte), fluxurile instantanee corespunzătoare vor diferi numai datorită faptu- 
lui că unghiurile făcute de normalele la planurile respective, cu direcţia liniilor 
de cîmp în momentul t = 0, vor fi: 


tg ae 20 ai ag = a — E. (39.18) 


Se vor obţine astfel pentru tensiunile electromotoare induse în cele trei cadre 
expresiile 


e = E V2 sin (ot + a) 


e = E VE sin (ot +a — F) (39.19) 


e, = E VÈ? sin (ot + ami] J 


cu E dat de relația (39.17), cu w dat de relația (39.15) şi cu œ dat de relația 
(39.16). Se constată că aceste tensiuni electromotoare formează un sistem 
trifazat simetric direct. 


Generatoarele sincrone de curent alternativ trifazat se construiese după acest principiu, 
cu următoarele deosebiri mai importante (v. reprezentarea schematică din fig. 39.7) : pentru a 
obține inducții magnetice intense, mașina e constituită dintr-un rotor și un stator din material 
feromagnetic, prin care se închide fluxul magnetic, cu un întrefier foarte redus, necesar pentru 
a asigura mobilitatea lor relativă; cele trci înfăşurări (corespunzătoare celor trei cadre) sînt 
imobile, cu conductoarele active (longitudinale) îngropate în crestături dispuse la fața dinspre 
întrefier a statorului; cîmpul magnetic este un cîmp învîrtitor, produs de un electromagnet 
învîrtitor (rotorul), care mătură succesiv cele trei înfășurări. Rotorul poate avea polii aparenţi 
(ca în fig. 39.7) sau îngropaţi. Înfășurarea de magnetizare de curent continuu a rotorului, nu- 
mită înfăşurare de excitație, nu a fost figurată în desen. Adesea, rotorul are un număr de 2p 
poli alternaţi, în care caz și înfăşurările statorului sînt dispuse în p grupe de cîte trei bobine 

; : à no 27 PRE nera 
succesive, cu decalaje spațiale de cîte i În acest caz, o perioadă a tensiunii electromotoare 

P 


. . . AT . . v . . . 
induse corespunde la o rotaţie cu numai — a rotorului, adică pulsaţia t.e.m, induse e de p ori 


mai mare ca viteza unghiului de rotaţie : 


w = 2nf = 2mpn (39.20) 
sau 
nak (39.21) 
P . 


În afară de aceasta, dacă spirele unei bobine de fază ar fi suprapuse în aceeași pereche de cres- 
tătuzi, la o rotaţie completă a rotorului, fluxul prin bobina considerată ar avea e variație prea 
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= 
a 
(e) 


depărtată de cea sinusoidală. De aceea, înfășurarea se execută repartizat, ceea ce afectează și 
coeficientul numeric al expresiei valorii efective (39.17) a t.e.m. 
Din cele arătate rezultă că sistemele trifazate simetrice de tensiuni electromotoare se pro- 


A à 2 R 
duc prin simpla aşezare decalată în spațiu (cu decalaje de > la maşini cu p perechi de poli) 
P 


Fig. 39.7. 


a trei înfăşurări induse, care. se găsesc în rotație relativă față de un cîmp magnetic inductor și 
sînt în rest identice cu înfășurarea necesară unui generator de curent alternativ monofazat. 


T 


"39.3. Conexiunile sistemelor trifazate 


Considerăm un sistem de trei linii monofazate independente (fig. 39.8, a), 
alimentate cu tensiunile electromotoare e}, €p, €g simetrice (39.19) şi avînd im- 
pedanțe (totale) egale, 


Z, = Z, = Z=Z = Z 6" (89.22) 
Curenții in, is, ip ai celor trei circuite vor avea aceleași valori efective: 
= === (39.23) | 


fa 


şi aceleași defazaje față de t.e.m. corespunzătoare : 
Fe AR das D 
F1 = Pa = P3 = Q (39.24) 
adică vor forma un sistem simetric : 


i, = I2 sin (ot -+ D= Za sin (ot + «—q) \ 


în = IV3 sin (o +- f —- a -2 y2 sin (o + gg — de) — 2) (39,25) 


ia = IV7 sin at + + —2)= 7 y2 sin (or + &— ọ— | j 
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Dacă t.e.m. au valorile efective maxime compatibile cu izolaţia liniilor E = 
= Uyom» dacă intensităţile au valorile efective maxime compatibile cu încăl- 
zirea -conductoarelor şi dacă factorul de putere e maxim (cos = 1), cele trei 


linii monofazate (cu 6 con- 


generatoarelor, formînd un 
punet O, numit neutrul 1 gene- \ i 


g : é 4 
ratorului, respectiv bornele 1’, OEN 


ductoare) vor putea transmite da 4i Do aaan g 
puterea maximă : | îi _ 
Proa = 3 E E E og (Id E bier 
non > 9 nomi nom? ( . ) pia 92 
Te v . pe N j 
adică puterea maximă pe con- e 7 rm 
Fa i 7 ea 
ductor Paomd6 va fi egală cu PRE NE ARENES SEE A AI a +A 
cea dată de relaţia (39.1). | Ne i 
39.3.1. Conexiunea în stea. ARE 2: 
Din cele trei reţele monofazate ra 
se poate obţine o reţea trifazată 
si se poate reduce numărul de Pai 7 i 7 
și se p c å A AE a) Cf ti a 
conductoare necesare transmi- O i 
siunii puterii, dacă se leagă o re ; 2 
A 3 2 j 
împreună bornele 1', 2', 3' ale å 2 A 2 $ 
H 


2, 3 ale receptoarelor, formînd 2 EE a AD PEEPLES 
un punct ÎN numit neutrul | Ha 

receptorului (fig. 39.8,5). Cele b y 

trei conductoare „de Întoarcere“ pă i 

ale celor trei linii pot fi con- ge aa _ PE a 
topite într-un conductor unic ja £ o TE RI E E E a 


NO, numit conductorul neutru, 
Se obtine astfel o rețea trifazată 
cu conexiune în stea atît la 
generator cît şi la sarcină. 
Conductorul neutru va fi 
străbătut de suma curenților 
din celelalte trei conductoare 
(cum rezultă din prima teoremă 
a lui Kirchhoff aplicată punctului O sau N). Ori, această sumă e nulă: 


aa a ela ina 0. (39.27) 


deoarece sistemul (39.25) e simetric. De aceea, conductorul neutru poate fi 
suprimat, fără ca să se modifice repartiţia curenților şi a potenţialelor din 
rețea. Conexiunea trifazată în stea permite deci transmisiunea puterii (39.26) 


+ 


cu numai trei conductoare în loc de șase. 


pomi 
Rupe None AR 


1 În loc de neutru se mai spune nul, deoarece un astfel de punct se ia de obicei ca punct 
de potenţial nui (originea potenţialelor), 
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Economia realizată nu este întotdeauna atît de mare, deoarece între două conductoare 
ale liniei trifazate obţinute există acum o tensiune practic egală cu diferenţa a două t.e.m. de 


fază, diferență a cărei valoare efectivă e cu V3 mai mare decît a acestoră (e. rel. 39.12). Dacă 
transmisiunea se efectuează la tensiune înaltă, izolaţia liniei trifazate obţinute trebuie să fie mai 
rezistentă decît a linilor monofazate din care provine. Dacă se menţine aceeași izolaţie, se pot 


utiliza tensiuni de fază maxime cu 3 mai mici decit în cazul celor trei sisteme monofazate, 
adică se poate transmite o putere activă maximă: 


pe) =3 Ta Inom = y3 Urinov (39.28) 


şi o putere specifică pe cenductor : 


=U nomlnom (39.29% 


cond 


pO zip 
3 , 


cu 2/3 mai mare ca în monofazat (v. 39.1). 


_89.3.2. Conexiunea în triunghi. Din cele trei rețele monofazate se poate 
obţine.-o reţea trifazată și se poate reduce numărul de conductoare necesare, 
dacă se leagă succesiv bornele generatoarelor, respectiv ale receptoarelor, ca 
A A > v S PE aN A E 
în figura 39.8, c, grupîndu-se două cîte două conductoarele liniei și înlocuind 
cu cîte un singur conductor fiecare grupă de două conductoare în paralel. Se 
obține astfel o reţea trifazată cu conexiune în triunghi atit la generator cît şi 
la receptor. 


Şi această conexiune permite transmisiunea puterii (39.26) cu numai trei conductoare. 
Economia realizată nu este atît de mare, deoarece conductoarele liniei vor fi acum străbătute 
de curenţi egali cu diferenţa a doi curenţi debitați de generatoare, diferență a cărei valoare 


afectivă e cu V3 mai mare decît a acestora. În condiţii de încălzire egală, conductoarele liniei 
ax trebui să aibă o secțiune mai mare. Dacă se menţin aceleași conductoare, pentru ca să se 


păstreze încălzirea liniei trebuie redus curentul generatoarelor cu V3, adică se poate transmite 

o putere maximă : 

PO __3 Upp [Tem — a 
"= non y iai y3 U nomI nom (39.30) 


hom 3 


egală cu cea de la conexiunea în stea. Puterea specifică pe conductor este deci aceeași ca la co- 
nexiunea în stea (39.29). 


Adesea se folosesc ambele tipuri de conexiune, şi anume steaua la genera- 
toare și triunghiul la receptoare, sau invers. În cele ce urmează vom face abstrac- 
ție de conexiunea generatorului, deoarece vom presupune că acesta e capabil 
să producă anumite tensiuni la borne date. E important însă dacă generatorul 
are sau nu un punct neutru O, accesibil receptorului (în primul caz generatorul 
are neapărat conexiunea în stea). 


Observaţii: a) În terminologia curentă a reţelelor trifazate se numește fază — mu 
numai argumentul sinusului din expresia unei mărimi sinusoidale (tensiune, curent etc.) — ci 
și ansamblul elementelor de circuit (generator, conductor, receptor etc.), parcurs de unul dintre 
curenţii unui sistem trifazat. 

b) Se numeşte tensiune stelată sau tensiune simplă tensiunea dintre o bornă a unei faze 
şi un punet neutru. Se numește tensiune compusă sau tensiune dintre faze tensiunea dintre două 


borne sau conductoare de fază (în cazul analizat mai sus, cu/ 3 mai mare ca prima). 
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Tensiunea compusă mai e numită tensiune de linie, deoarece e stabilită şi între conductoa- 
rele liniei, iar tensiunea simplă mai e numită tensiune de fază, dacă conexiunea e în stea (această 
ultimă denumire nu trebuie utilizată la conexiunea în iriunghi, decît precizînd despre a cui 
fază e vorba : a receptorului, a generatorului etc.). 


> 


39.4. Chupuri magnetice învîrtitoare 


În legătură cu avantajele amintite la început ale rețelelor trifazate arătăm cum se pot 

produce — cu ajutorul unei sistern trifazat simetric de curenţi — cîmpuri magnetice învirti- 
toare, extrem de importante pentru fuuc;ionarea maşinilor electrice. 
Se deosebesc două tipuri principale de cîm- 
puri magnetice învirtitoare : cu vector-cîmp 
învîrtitor sau cu repartiție spaţială învîr- 
titoare. 

39.4.1. Cîmp magnetice cu vector-cîmp 
învârtitor, Fie trei spire plate dreptunghiulare 
identice, ale căror plane formează unghiuri 
de [2r-/3 — dispuse deci analog celor trei 
cadre ale generatorului din figura 39.6, dar 

xe (fig. 39.9). Dacă i. în, iş sînt curenţii 
din cele trei spire, inducția magnetică B}, Bz, 
B, a fiecăreia dintre eie e în fiecare moment 
proporţională cu intensitatea curentului care 
îl produce (aşa cum rezultă din teorema 
suprapoziţiei cîmpurilor magnetice — v. par. 
25.1, vol. I). Într-un punct O de pe axa 
de simetrie a sistemului de spire identice 
(dreapta de intersecţie a planelor lor), con- 
stanta de proporţionalitate K e aceeași 
pentru toate spirele — şi vectorii inducție 
magnetică ai celor trei spire, cu orientări 


? 


fixe, corespunzătoare vectorilor n, Rg, ng Fig. 39.9. 
normali pe planul spirelor, sînt : 
B, = nKi,; B, = n,Kig; B; = n;Kigş (39.31) 


Cîmpul magnetic rezultant într-un punct de pe ax 
B = B, + B, + B; = K(n,i, -H naia + maia) (39.32) 


are proiecţiile pe axele Ox, Oy (alese ca în fig. 39.9), 
B,.=K (i t in cos T -F ig cos 7) =K |i — nt) 
2 


| (39.33) 
B; =K [i cos Š ia cos SE Faiy cca =) = Ke i—i) 


Să presupunem acum că aceste trei spire — dispuse în spațiu cu decalaje succesive de 27/3 — 
sînt alimentate cu trei curenți i}, ig, is formînd un sistem simetric direct, adică avînd expre- 
siile (39.25) — cu defazaje succesive în timp de cîte o treime de perioadă şi cu valori efective egale. 
În acest caz (v. și rel. 39.14): 


i + i = — i} = — I|? sin (ot + y) 
7 


i, — i =(V3D V2 sin le + y— z — a = V3 I V2 cos (ot + y) (39.34) 
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și proiecţiile cîmpului magnetic dintr-un punct de pe axă (39.33) devin: 


3 z 
B, =K P IV2 sin (œt + y) 
3 (39.35) 
B, = ii cos (ot + y) |. 
Vectorul B, care ars aceste proiectii, are modulul constant în tim 
B= [R5 = Ž KIY? (39.36) 


şi formează cu axa Ox un unghi variabi 


l 4 = ot + y funcțiune liniară de timp, adică se roteşte 
în sensul de rotaţie definit de ordinea de așe 


ezare a spirelor (nu, ng, n3), cu viteza unghiulară : 


| 
do e, (39.37) 
dt 


egală cu pulsaţiă curenților trifazaţi care aliinentează bobinele. Dacă această pulsaţie nu e prea 
mare, şi dacă într-un punct de pe axă se așază un mic ac magnetic de moment m, căruia i se 
dă un impuls de rotaţie inițial, acul „se prinde î în sincronism“ gi se rotește o dată cu vectorul 
cîmp B, sub acțiunea cuplului C= mX B(v. par. 18.1, vol. I). Acesta este în forma cea mai 
simplificată principiul de fancționare al motorului electric sincron. 

39.4.2. Cîmp magnetic radial cu repartiție spațială învîrtiteare. În maşinile electrice, 
conductoarele înfășurărilor de curent alternativ sînt dispuse în crestături longitudinale, prac- 
ticate în feţele: dinspre Întrefier ale statorului sau rotorului. Conductoarele unei aceleiași faze 
sînt străbătute toate de același 
curent și dacă se parcurge între- 
fierul, ocolind rotorul într-un plan 
transversal (v. fig. 39.10), se în- 
tiinesc (pentru o aceeaşi fază) 
grupuri de conductoare „de du- 
cere“ (cu un anumit sens de refe- 

ă al curentului), dispuse în 
ături alăturate şi grupuri de 
conductoare „de întoarcere“ (cu 
sens de referință opus), care îm- 
preună cu primele asigură consti- 
tuirea spireior înfășurării. Pe în- 
treaga periferie a maşinii, această 
alternare a unor conductoare de 
ducere și de întoarcere (pe aceeaşi 
fază) se poate îniîlni de p ori, p 
fiind numărul de perechi de poli ai 
înfășurării (respectiv ai mașinii). 
În figura 39.10 e reprezentată o 
secţiune transversală printr-o ma- 
şină  trifazată cu o  înfăşurare 
rotorică, avind p == 2 perechi de 
poli şi cîte trei crestături pe poi 
şi fază. Pentru simplificarea de- 
senului s-au reprezentat numai 
conductoarele fazei 1 şi numai 
cîte un conductor pe crestătură. 
Dacă înfășurarea unei faze e stră- 
bătută de curentul respectiv, se 
produce un cîmp magnetic cu 
linii închise prin ferul statorului, 
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prin fierul rotorului și prin întrefier. Aceste linii înlănțuie (după regula burghiului drept) gru- 
purile de conductoare de ducere, respectiv de întoarcere. În figura 39.10 sînt reprezentate sim- 
plificat liniile cîmpului de inducţie magnetică produs de curentul i, al fazei 1. Datorită permea- 
bilităţii foarte mari a fierului, liniile de cîmp din întrefier sînt practic perpendiculare pe fața 
acestuia, adică sînt radiale. Cîmpul din întrefier e mai intens în dreptul dinţilor şi mai slab 
în dreptul crestăturii, lungimea de întrefier a liniilor de cîmp corespunzătoare find diferită : 
mai mică în dreptul dinților şi mai mare în dreptul czestăturilor. În cele ce urmează vom neglija 
această structură de detaliu a cîmpului magnetic din întrefier și vom ţine seama numai de va- 
loarea medie a lui pe un interval dinte -- crestătură. Variația acestui cîmp radial în lungul 
întreferului — în funcţiune de unghiul « din planul transversal — este periodică, cu perioa-. 
da unghiulară 2r/p = 27. Maximele acestei variaţii corespund polilor nord (N) ai rotorului, 
iar minimele, polilor sud (S), distanţa dintre doi poli succesivi fiind pasul polar t = m/p. Axele: 
de simetrie ale secțiunii transversale a mașinii, care trec prin dreptul punctelor din întrefier. 
unde cîmpul se anulează, se numesc axe neutre, şi au fost figurate cu linii întrerupte în figura 
39.10. Conductoarele înfășurării fazei a doua, respectiv a treia (nereprezentate în desen), sînt 
dispuse analog celor ale “fazei întîi, cu un decalaj spaţial (unghiular) egal cu 27 /3p (în sens 
orar în fig. 39.10). În figura 39.11, a e prezentată o singură perioadă a cîmpului magnetic al 
înfășurării statorice a unei singure faze (cu p = 6 şi patru crestături pe pol şi fază), 
Determinarea repartiţiei spaţiale a cîmpului în lungul întrefierului de grosime (medie) 8 se face 
observînd că ori de cîte ori se întîlnește un conductor parcurs de un curent i (fig. 39.11, b), inten- 
sitatea cîmpului magnetic are o creştere AH, cu valoarea absolută : 


LAH | Z (39.38) 


Re 


şi cu sensul dedus din sensul curentului, după regula burghiului drept. În adevăr, în fierul sta- 
toric și rotorie (presupus nesaturat) H = 0, deoarece u œ% co, şi aplicînd legea circuitului mag- 
netic unei curbe de forma anui dreptunghi care înlănţuia conductorul considerat, rezultă : 


(H+ A HB—H=i 
adică relația (39.38). Creşterea corespuuzătoare a inducției magnetice radiale din întrefier este ; 


i. (39.39) 


Curba care indică repartiția spațială a inducjiei magnetice în întrefier se obține pornind de la 
axa neutră (punctul 0) într-un sens ales pentru variabila unghiulară a şi adăugînd creșterea 
(39.39) ori de cîte ori se trece prin dreptul unui conductor de curent i (cu sensul asociat în mod 
corespunzător sensului curentului). Pentru cimpul magnetic al înfășurării fazei întii parcursă 


de curentul i, = I V2 sin (ot +- y) se obţine o expresie de forma : 
l B, (%1) = K i o), (39.40) 


în care Q,(0) e funcțiunea de repartiție spațială, periodică, în trepte, reprezentată cu linii pline 
în figura 39—11,c (în care s-a luat linia de referință B = 0 la periferia rotorului). În primă apro- 
ximaţie, această repartiție spaţială periodică poate fi aproximată cu o sinusoidă de aceeași 
perioadă (de ex. unda fundamentală de la dezvoltarea ei în serie Fourier), reprezentată în linii 
întrerupte în fgura 39.1l,c.Se obține astfel expresia aproximativă : 


B, (Oa K I VÈ sia (ot + Vin pz = B, sin (cot +- y) sin pa (39.41) 


pentru inducția magnetică din întrefier a fazei întîi. Expresia aceasta reprezintă un cîmp de 
vectori radial, alternativ, cu repartiție unghiulară sinusoidală şi invariabilă : în toate punctele 
din întrefier, vectorii cîmp sînt în fază, fiind permanent nuli în dreptul axelor neutre (noduri) 
şi avînd maximele și minimele în dreptul axelor polilor (ventre), în totală analogie cu undele 
staționare, 

Dacă se exprimă acum inducția magneiică din intrefier a fazei a doua, respectiv a treia, 
se obțin expresii similare cu relaţia (39.41). Deoarece înfășurările fazelor sînt prin ipoteză iden- 
tice şi sînt parcurse de curenţi trifazaţi simetrici, valoarea maximă By = K I V2 rămîne aceeaşi; 


“TT'6£ "ăla 


SISTEME TRIFAZATE, CARACTERIZARE ŞI PROPRIETĂȚI 137 


Pa iati à La PE 2r ; 
deoarece curenții i (4), respectiv i; (t), sînt defazaţi în urma curentului i, (t) cu = » respectiv 
3 


Are 


— >, fazele iniţiale ale factorului temporal se vor modifica corespunzător ; deoarece înfășură- 


rile acestor faze sînt decalate spaţial (de ex. în sensul œ crescător, ca în fig. 39.10 şi 39.11) 


2 „4 à Ja Dss : 3 $ MINA A 
a Z, respectiv Za » sinusoida repartiției spaţiale din relaţia (39.41)"se înlocuieşte cu una 
p : 
decalată corespunzător. Se obţin astfel expresiile : 
2z) 27 
Ba (t) 2 Bisin | ot + y — 3] sin [e — T (39.42) 
3 3 
3 4 F 47 
B; (4) x Bo snf ot + y — a sin (pa — =) e (39.43) 


Dacă admitem acum că toate înfășurările sînt parcurse concomitent de curenţii i, în, îs ai unui 
sistem trifazat şi neglijăm neliniarităţile (determinate de saturaţia fierului), inducția mag- 
netică rezultantă din întrefier va fi suma inducțiilor produse de fiecare dintre înfăşurările celor 
trei faze 


B (e&t) = B, (0 t) + B, (o, t) + B, (@, t). (39.44) 


Expresiile acestora se mai pot transforma cu identitatea ; 


sin a sin b == [cos (a — b) — cos (a -+ b)] 


şi devin: 
Bo Bo 
B, (&, d) = - cos (ot — pa + y)-— E cos (ot + pa + y) 
B 
B, (a) = A cos {ot — pa + y) — 2 cos fo! + pu +y -5) (39.45) 
Bo Bo f 8r 
B, (a, 1) = F cos (ot — pa -+ y) — F cos | ot + pa + = 


Dacă adunăm aceste expresii, termenii secunzi au o contribuție nulă, deoarece alcătuiesc un 
sistem trifazat simetric de mărimi sinusoidale, iar termenii primi sînt identici, așa că 


3 
B(x, t) = zs Bo cos (ot — pa + y). (39.46) 
Inducţia magnetică rezultantă nu mai reprezintă o undă staţionară, ci o undă progresivă : repar- 
tiţia spaţială sinusoidală 


cos (—pr-+oi+y)= in [pa — [oi + y+ A 
are o „fază inițială“ e&t + y + 7 funcțiune liniară de timp, adică se deplasează la periferia 


maşinii, În lungul întrefierului, cu o viteză unghiulară de rotație Q, constantă. Aceasta e viteza 
unui sistem de referință mobil, în raport cu care inducția din întrefier apare ca o repartiție 
spațială invariabilă 

ot — pa + y = const, 


Prin derivare rezultă viteza unghiulară de rotație: 


De Se 7, (39.47) 
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respectiv turația : 


m= D= (39.48) 


numită turație de sincronism,. Expresia (39.47) reprezintă deci un cîmp de vectori radial cu repar- 
tiție spaţială învîrtitoare. Un asemenea cîmp magnetic se poate produce de înfășurarea trifazată 


i : Te way A E aaa F A no 2m 
cu 2p poli a unei mașini, adică de un sistem de trei înfășurări decalate în spațiu cu cîte —— 
3p 


TE m A Pai AE 
- Dacă un astfel de cîmp învîrtitor e pro- 


gi parcurse de curenți defazaţi în timp cu cîte 


dus de stator şi „mătură“, în deplasarea lui, conductoarele unei înfășurări trifazate, fixate de 
rotor, în această înfășurare rotorică se induc curenţi, şi asupra ei se exercită forțe, care, în confor- 
mitate cu regula lui Lenz, antrenează rotorul în sensul de rotaţie al cîmpului învîrtitor. Viteza 
de rotaţie Q a rotorului e totdeauna diferită de viteza Q, a cîmpului învîrtitor, deoarece numai 
astfel există o deplasare relativă a cîmpului învîrtitor față de rotor şi se produce fenomenul 
de inducţie electromagnetică (dacă Q = Qg, cîmpul ar fi invariabil în raport cu rotorul). Acesta 
este în forma cea mai simplificată principiul de funcţionare al motorului electric asincron, 


A REZOLVAREA REŢELELOR TRIFAZATE 
40; ECHILIBRATE, SUB TENSIUNI 
LA BORNE SIMETRICE 


- Se numește receptor trifazat echilibrat un receptor trifazat care admite 
o schemă echivalentă în stea, cu impedanţe complexe egale în cele trei ramuri 
ale stelei. Receptorul poate avea numai cele trei borne de fază (1, 2, 3), în care 
caz linia de alimentare nu are fir neutru ; sau poate avea şi o a patra bornă (ÎN) — 
nodul comun laturilor stelei echivalente, numit punctul neutru al recepto- 
rului — în care caz linia de alimentare poate avea fir neutru. Un receptor cu 
conexiune în triunghi și impedanţe complexe egale Za, în laturile triunghiului, 
e de asemenea echilibrat, deoarece, în baza teoremei transfigurării (38.39), 


admite schema echivalentă în stea cu impedanţele egale Și 
Z, 
Z=%2, l (40.1) 


În cele ce urmează vom studia diferite tipuri funda amentalé de receptoare 
echilibrate, cărora reţeaua de alimentare le aplică la borne Mn sistem simetric 
de tensiuni, presupuse cunoscute. Vom nota cu : 
U, — valoarea efectivă a tensiunilor simple (stelate, de fază) ale reţelei; 
U, — valoarea efectivă a tensiunilor compuse (dintre faze) ale reţelei; 
U, — valoarea efectivă a tensiunilor aplicate fazelor receptorului ; 
I, — valoarea efectivă a curenților din conductoarele liniei; 
I, — valoarea efectivă a curenților din fazele receptorului. 


Cele trei borne de fază vor fi notate cu 1, 2, 3. În practică se mai utilizează nota- 


tile (U, V, W), (R, S, T), (a, b, c) etc. 
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40.1. Receptoare trifazate echilibrate în stea 


40.1.1 Receptor în stea cu fir neutru (fig. 40.1). Se dau tensiunile simple 
(stelate) ale reţelei de alimentare : di 


2r 2 


Us = Us; Ux=8a° Un = Ue? ; Ux = a Up = Uje’ 3 (40.2) 


(tensiunea fazei întîi fiind aleasă ori- U 
gine de fază) — şi impedanţele egale ale 7 dp A 
fazelor receptorului (necuplate inductiv 
între ele) 

Z, = Z, = Z, = Z = Ze ™ (40.3) 2 


respectiv impedanța firului neutru 


Zn=ZĘ e®™. - (40.4) 


Dacă impedanțele (în serie) ale liniei 
de alimentare nu pot fi neglijate, se con- 
sideră incluse în valorile (40.3). Conduc- 
toarele liniei de alimentare fiind în serie g 
cu laturile stelei, curenții de linie sînt 


identici cu aceia din fazele receptorului : ila Aia AT 
h= he” > h= Le” ; AN 
; Fig. 40.1. 
L = Le”. (40.5) i 


Calculul curenților. Aceşti curenţi se pot exprima imediat în funcţie de 
tensiunile stelate ale receptorului Uy, Uau. Uaws care, ia rîndul lor, sînt egale 
cu diferenţele dintre tensiunile stelate ale reţelei şi tensiunea Uyoa neutrului 
receptorului faţă de neutrul reţelei : 


IL = ÆN — Ho Uro. y Tan __ Vo — Uno, 
ft Z 7 E 2 Z Z , 
ASN , 
Ip DN = Hohe, (40.6) 
Pa fi 


Conform primei teoreme a lui Kirchhoff, aplicată punctului neutru N, curen- 
P » ap 
tul din firul neutru este: 


= Bt + Is (40.7) 


Uno 
2y 


Cele patru relaţii (40.6, 40.7), cu necunoscutele F, Za, Is și Unos rezolvă com- 
plet problema. Demonstrăm mai întîi că tensiunea neutrului Uyo şi curentul 
Ip din firul neutru sînt nule în acest regim echilibrat și simetric. În acest scop, 
înlocui în relaţia (40.7) valorile (40.6) ale curenților și obținem egalitatea : 


3 1 
(Uio + U20 + Uso) = Uno Fes i E) (40.8) 
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deoarece 
Uio + Uz0 -+ Uzo = 0, (40.9) 


sistemul tensiunilor simple ale rețelei fiind simetric. Paranteza dreaptă din 
relaţia (40.8) nu poate fi nulă, din cauză că în reţele disipative părţile reale ale 
impedanţelor și admitanţelor sînt pozitive și nenule. De aceea, din relaţiile 
(40.8) şi (40.7) rezultă : 
[Uxo = 0| și Iy = UsolZu =0, (40.10) 

de unde; ze at 

Un = Uio î Uz = Uzo î Us = Uzo. (40.11) 
Luînd modulele, rezultă : 


U; = U, = | Un | = Uzul = |Usul: (40.12) 


În regim echilibrat şi simetric, tensiunile stelate ale receptorului sînt egale 
cu tensiunile stelate ale relației, iar curentul firului neutru e nul. Curenții 


rezultă imediat din relațiile (40. 6) şi (40.10): 


Fi o o Dig 
Zz 7z 
=] 
1, = Io lie (05) car (40.13) 
= Da 
— G maru 
1, = = e At E) asa 


şi formează un sistem simetric direct 
ca şi tensiunile, avînd valorile efective 
egale : 


aa 


I Ju \ 


Id! = |] = al = 


Fig. 40.2, 


(0.14) 


şi fiind defazate cu argumentul ọ al impedanțelor față tensiunile stelate 
corespunzătoare : Î, față de Uw, 1, fată de Ua» I3 faţă de Us. În figura 40.2 


i sînt reprezentaţi fazorii tensiunilor și 
UR SION aie a curenților, 
Z 
az Concluzie : În regim echilibrat şi simetric, 
[a curenţii unui receptor în stea se pot calcula 
pe fiecare fază în parie, ca într-un circuit mo- 


nofazat, căruia i s-ar aplica tensiunea stelată a 
Fig. 40.3. reţelei (v. fig. 40.3). 
D H g 
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- Relaţii între mărimile de linie şi mărimile receptorului. Dacă I, e valoarea 
efectivă comună a curenților din conductoarele liniei, în cazul receptorului 
în stea avem 


(40.15) 


deoarece curenţii de linie coincid cu cei din fazele receptorului. 

Tensiunile de linie sînt tensiunile dintre faze U13 Usg, Us egale cu dife- 
renţele tensiunilor stelate respective (v. teoremele din par. 39.1.3) şi care for- 
mează sistemul simetric : 


Uz = Uso Uso= /3 Uzo e E =a? y3 U; e = Up Gta 


Usi = Uzo — Uio = y3 Üe 6 = aȚ3 U; e 5 = a Uig 


Luînd: modulele și ţinînd seama de relaţia (40.12), rezultă că valoarea efectivă 


comună a tensiunilor dintre faze e de y3 ori mai mare caa tensiunilor de fază 
ale receptorului : 


| Geya E SLs (40.17) 


40.1.2. Receptor în stea fără fir neutru (fig. 40.4) În acest caz sînt accesi- 
bile măsurări şi se presupun cunoscute tensiunile simetrice de linie (dintre 
faze) : 


j (B25) zit 
Un = U, o”! 3 Uas= "Usa = U, cil? 5); Us =a Ug = U, atei 5) (40.18) 


și impedanțele egale ale fazelor recep- 
torului (40.3). 

Calculul direct al curenților se poate 
face aplicînd teoremele lui Kirckhoff 
celor două ochiuri formate și punctului 
neutru |N. Ne putem însă dispensa de 
acest calcul, dacă observăm că supri- 
marea firului neutru la rețeaua studiată 
mai înainte (par. 40.1.1) nu poate aduce 
nici o modificare în repartiţia tensiu- 
nilor și curenților, deoarece Iy era egal 
cu zero (rel. 40.10). Rezultă jcă tensiu- 
nile stelate ale receptorului sînt egale 
cu tensiunile stelate ale generatorului Fig. 40.4. 
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din cazul precedent. Din relaţiile (40.11) şi (40.16) rezultă atunci cum se exprimă 
aceste tensiuni în funcţie de tensiunile de linie : 


Uin = 
1 jz l 

Ua = yy Us e 6 = a? Uin (40.19) 
1 ~i 

Usn = [3 Usi e` = a Uy, 

cu 
U, = | Urn | = | Uen |= | Usun |= E =. (40.20) 
y3 y3 


Curenţii vor fi și ei aceiași ca în cazul precedent, adică (v. 40.12, 40.14 și 40.20) 
vor avea valoarea efectivă : 


lLi=]L|=]ÃI] = I, = I = Z =Z (40.21) 


şi defazajul ọ față de tensiunea stelată corespunzătoare a receptorului. Expre- 
siile lor complexe vor fi: 


E Da (6%); pal; Ia I, (40.22) 


adică vor fi defazaţi faţă de tensiunea de linie dintre faza=dată și cea următoare 
cu ọ + 7/6 (fig. 40.5), 

40.1.3. Keceptor-în stea cu induciivi- 
tăți mutuale. Fie un receptor echilibrat fără 
fir neuiru, avînd laturile cuplate cu impe- 
danţele mutuale două cîte două egale 


Zu = jol = j obz = joLay = joM, 
(49.23) 


— de exemplu, în cazul unei bobine trifa- 
zate (v. fig. 40.6, a) sau a unei linii de 
alimentare, la care se iau în considerare 
inductivităţile liniei. În acest caz se poate 
găsi o schemă echivalentă în stea fără cuplaje 
între laturi (v. fig. 40.6, b) si problema deter- 


REZOLVAREA REŢELELOR TRIFAZATE ECHILIBRATE 193 


minării curenților se reduce la cazurile precedente. Pentru a găsi schema 
echivalentă, scriem ecuaţiile lui Kirchhoff pe cele două ochiuri independente 
din figura 40.6, a: 


Ur = Z L + Zul — Z Ia — Zu L = (Z — Zu) Da — (Z — Zu) I, 
Us = Z I, + Zu ls — Z l — Zula = (Z — Zu) I, — (Z — Zu) Ig 


Se observă că am obținut ecuațiile scrise pentru ochiurile schemei echivalente 
din figura 40.6, b, dacă impedanţele acesteia sînt : 


Z: == Z — Zu (40.24) 


Dacă Z = R + jol, se constată că inductivităţile echivalente, necuplate, 
în stea sînt: 


L, = L—M, (40.25) 


unde M e valoarea comună a inductivităţilor mutuale dintre faze. Curenţii 
din ramurile acestei stele echilibrate cu inductivități mutuale sînt simetzici, 
dacă tensiunile aplicate sînt simetrice. Echivalenţa stabilită e însă valabilă 
şi în cazul în care tensiunile între faze nu sînt simetrice, deoarece simetria lor 
nu a fost utilizată în demonstraţie. 


40.2. Receptoare trifazate echilibrate în triungbi 


40.2.1 Receptor în triunghi fără cuplaje inductive (fig. 40.7). Se dau ten- 
siunile simetrice de linie (40.18) şi impedanţele egale ale fazelor receptorului : 


Zr = Za = Za = Z = Z ei. (40.26) 


13--1668 
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Se cer curenţii din fazele receptorului 1,2, Iss, 13 și curenţii de linie T4, Ip, Is: 
Calculul curenților. Primii curenţi se pot exprima imediat în funcție de 
tensiunile de linie, care sînt acum aplicate direct impedanţelor receptorului : 


Uiz U; io) Uss 2 Usa 9 
= —e ; Log = Z =a? Ip; tal 40.27 
z z fmi 7 212? 233 Z =12 ( ) 


de == 


şi formează un sistem simetrie cu valorile efective : 


la (40.28) 


lhal = | Ia | = | Ia] = I, = = 
es ==: 


torului rezultă că fiecare curent de linie e diferența a doi curenți de fază ai 
receptorului (v. par. 39.1.3): 


In Prr Isa — Iz => y3 Ina ais = Ju. ei (8-02) 


z s Z 
Ia = In — In = V3 Io es = aL (30.29) 
13 = Ia — Izn = V3 Iz emis = al ° 
Curenții de linie formează gi ei un sistem simetric cu valorile efective : 
I, = Bu, l (40.30) 


A i pe: T E ja, ăi . Yvo oe 
fiecare avînd defazajuj pia față de tensiunea dintre faza dată şi cea următoare. 


Dacă se introduce un sistem de tensiuni auxiliare stelate, pe baza relaţiilor 
(40.19), considerate ca relaţii de definiție, rezultă pentru curenţii de linie expre- 


siile : 


Uin __ a Tan 9 Ai Lan „io 
h=3 283 e ; În = 3 3 ; 
TIN TN jo 
Îp i dp e i (40.31) 
4 


Se verifică şi pe această cale că impedanţa unei laturi a stelei echivalente triun- 


că 
ghiului e Z, = i Za = Lz. 


Observație: Tensiunile auxiliare stelate TiN, Uyn, Uy definite de relațiile 
(40.19) nu există în acest caz în rețea. Dacă însă rețeaua de alimentare simetrică are neutrul 
accesibil, sau dacă se montează un grup de impedanţe egale în stea între bornele ei, pentru a 
forma un punct neutru artificial (fig. 40.1), tensiunile stelate corespunzătoare sînt egale cu 
aceste tensiuni auxiliare. 
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În figura 40.8 e construită diagrama curenților şi tensiunilor. 
Relaţii între mărimile de linie și mărimile receptorului. În cazul receptorului 
în triunghi, tensiunea aplicată unei faze a receptorului e chiar tensiunea de linie 


| 


lu =u, 


= ZI (40.32) 


Fig. 40.8, Fig. 40.9. 


iar curentul de linie este de |/3 ori mai mare decît curentul de fază al recep- 
torului (v. 40.28 şi 40.30), 


I= 31, 


(40.33) 


40.2.2 Receptoare în triunghi cu inductţivități mutuale (fig. 40.9, a). Ca şi 
în cazul stelei cu inductivităţi mutuale căutăm o schemă echivalentă fără cu- 
plaje inductive pentru receptorul considerat (fig. 40. 9, b). 

Ecuațiile lui Kirchhoff scrise pe cele trei ochiuri independente din figura 40.9 a, 
sînt : 
Usa = Z le + Zu (loa + la) | 
Uz = Z dos Zu (aa + dh) A (40.34) 
Uz = Z Ia + Zu (lua + 125) 


Adunînd aceste ecuaţii și ținînd seama că suma tensiunilor dintre faze e nulă, 


rezultă : f 
(Z+ 2 Zu) (i + iz + În) = 9. 


Primul factor nu poate fi nul, din cauza rezištențelor totdeauna pozitive ale 
aturilor. Rezultă că cei trei curenți ai receptorului satistfac relația : 


Da lst la =. (40.35) 
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Înlocuind cu această relaţie suma a cîte doi curenţi în (40.34), rezultă 
U, = (Z — Zu) Lo; Us = (Z—Zu) la; Uza = (Z— Zu) Law (40.36) 
adică impedanţele triunghiului echivalent fără cuplaje inductive sînt : 

Ze = Z — Zy | (40.37) 
Curenţii receptorului Iio, 23» Is; şi cei de linie sînt şi în acest caz simetrici, 
dacă tensiunile aplicate sînt simetrice. Echivalenţa stabilită e însă valabilă 


și în cazul în care tensiunile dintre faze nu formează un sistem simetric, deoarece 
simetria tensiunilor nu a fost utilizată în demonstraţie. 


40.3. Puteri în reţele trifazate echilibrate 


Un receptor trifazat în stea cu fir neutru constituie un 4-pol, a cărui putere 
complexă la borne e dată de relaţia generală (37.22) : 


8, a PD + Val + Vali EROI (40.38) 
sau —cu În = I + h + I; $i Uro = Y} — Vo, (k = 1,2,3) — de relația : 
| S, = Uioli + Uzol + Usols. (49.39) 


Dacă receptorul e echilibrat și tensiunile sînt simetrice, din relaţiile (40.2) şi 
40.13) rezultă egalitatea celor trei termeni de mai sus (cu a* = a? și (a2)' = a): 


Uzol: = a2Uso (a1.) = aUo = Uoti 
Usofs;= a Uo (ahy = atoli = Uioli. l 
Puterea complexă trifazată în regim simetric rezultă cu relația (40.17) : 
S, = 3 Uol = 3 Uje? = V3 U, I, e = P, +j, (40.40) 


cu puterea activă și puterea reactivă: 


|P, = 3 U, I, coso ; Q, = 3 U; le sin e |. (40.41) 


Puterea activă se măsoară cu un singur watt- 
metru (fig. 40.10), a cărui bobină de curent se 
pune în serie cu conductorul fazei întîi, a cărui 
23 bobină de tensiune se conectează între conduc- 
Š torul fazei întîi și firul neutru (dacă acesta lip- 
seşte, se folosește un neutru artificial, ca în 
fig. 40.7) şi a cărui indicație se multiplică cu trei. 

Deoarece orice receptor în triunghi ad- 
mite o schemă echivalentă în stea, rezultă 
că formulele (40.38) şi (40.41) rămîn valabile 
(cu Iņ = 0) la orice fel de receptor echilibrat, 
Fig. 40.10. alimentat cu tensiuni simetrice. 


~a 
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Concluzii: Cazurile particulare de receptoare studiate anterior conduc la următoarele 
concluzii generale, privitoare la reţelele trifazate echilibrate, alimentate cu tensiuni simetrice : 

a) Calculul curenților se poate efectua ca în monofazat, pe fiecare fază în parte. 

b) În cazul mai multor receptoare conectate în serie sau în paralel se pot face transfigurări 
succesive, pentru a obţine un singur receptor echivalent în stea sau în triunghi. . 

c) Curenţii de linie sînt defazați față de tensiunile stelate ale generatorului (sau ale recep- 


torului), cu argumentul o = arc tg T al impedanțelor de sarcină Z = R + jX și au valoarea 


efectivă : 
U U U 3U 
TSU aa Ukan Ua Ur, (40.42) 
ZA ZA Y3z, ZA 


în care ZA e impedanţa unei laturi a receptorului echivalent în stea, iar ZA impedanţa unei 
laturi a receptoruli echivalent în triunghi. 

d) Puterile complexe, active şi reactive, sînt date de relaţia (40.40) şi (40.41), oricare ar 
fi receptorul. 

e) În cazul receptoarelor trifazate echilibrate în stea, curenţii și tensiunile au aceeaş 
valoare fie că există, fie că nu există firul neutru. De aceea, el poate fi suprimat. Cu toate acestea, 
în reţelele trifazate de distribuție a energiei electrice (la tensiune joasă) există totdeatena 
conductorul neutru (cu o secţiune mai mică decît a conductoarelor de fază). Aceasta deoaurec 
un mare număr de consumatori (iluminat, uz casnic etc.) au receptoare monofazate — conectate 

< în stea —a căror echilibrare nu e niciodată perfectă. Firul neutru are, în acest caz, rolul 
de a stabiliza potențialul punctului neutru al receptorului, astfel încît fiecărei faze a acestuia 
să i se aplice practic aceeași tensiune efectivă, chiar la impedanţe de fază neegale (v. par. 41.2). 
Pentru același motiv, firul neutru, care nu trebuie să se întrerupă nici măcar accidental, nu se 
echipează cu siguranţe fuzibile. Totodată, în reţelele de distribuție de joasă tensiune, conduc- 
torul neutru e legat la pămînt, asiguriîndu-se astfel o tensiune maximă între conductoarele de 
fază şi pămînt, egală cu tensiunea stelată. 

Observaţie: În practică, valorile efective ale tensiunilor unui sistern trifazat se indică 


prin raportul (neefectuat şi egal cu V3) dintre tensiunea de linie și cea stelată a rețelei de ali- 
mentare: U//U. De exemplu, notația 380/220 V înseamnă ; tensiuni între faze de 380 V şi 


tensiuni stelate de 220 = 380//3 V. 


40.4. Aplicatii 


40.4.1. Exemplul 1. Se consideră o reţea cu 
tensiuni trifazate simetrice, date de 380/220 V, 
50 Hz, care alimentează un receptor echili- 

„ brat în stea, format din trei impedanţe egale 

{Z= R +jX =(3 + j4)Q şi un motor trifazat 
asincron 1, care absoarbe o putere P” = 4 kW, 
sub un factor de putere inductiv cos ọ = 0,8. 
Se cere: 

a) Să se determine curenţii totali de 
linie şi să se verifice bilanțul puterilor active şi 
reactive. 

b) Să se determine capacitatea a trei 
condensatoare montate în triunghi, care com- Fig. 40.11. 


1 Motorul asineron alimentat cu tensiuni simetrice admite o schemă echivalentă cu trer 
A - â F ; > x a aci k i : 
impedanțe (inductive) identice, legate În stea sau în triunghi. Prin urmare este un receptoi 


echilibrat, e i 
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pensează integral puterea reactivă a celor două receptoare, astfel încît factorul de putere 
să devină unitar, 

c) Dacă linia de alimentare are impedanţele interioare (serie) de fază Z; = (1 + ji), 
să se determine valoarea tensiunii de fază a generatorului, înainte și după montarea condensa- 
toarelor, 

Soluţie : Ambele receptoare fiind echilibrate, curenţii de linie formează un sistem simetric, 
deci este suficient să se determine curentul pe o fază, de exemplu pe faza 1 (fig. 40,11), 

a) Ca origine de fază se consideră tensiunea stelată pe faza 1: 


i o pe T 
3 


Curentul de linie pentru receptorul în stea este : 


Y za Ui tat 220 2 8,8(3 — j4) = 26,4 — j35,2 x 43,9 emj aretg 0,15. 
Z 3+jt 
Curentul de linie absorbit de motor are valoarea efectivă : 
P” 0 
I= sa A SNA, 


V3 U; cos g l Y3 380.0,8 
cu expresia în complex pentru faza întîi: 
Ix = If’ (cos ọ” — j sin e) œ% 7,6(0,8 — j 0,6) = 6,08 — j 4,56. 
Carentul total devine, conform primei teoreme a lui Kirchhoff : 
L = Ji + Iy x% 32,48 — j 39,76 = I; eio, 
cu valoarea efectivă I; = V32,48? + 39,763 = 514 A şi defazajul inductiv ọ = 


= arc tg (39,76 /32,48) = arc tg 1,223 = 51°30 (cos q œ% 0,633; sin ọ % 0,114), 
Puterile date de rețea sînt: 


Pp = V3 38001514 + 0,633 = 21 400 W; Qp = V3 380 + 51,4 + 0,774 œ 26 200 var, 
Puterile consumate de receptoare (cu Q” = P”tgo”) sînt: 
Pp = SRI -+ P” = 3. 3. 43,92 -4+ 4000 ~ 21 300 W 


Q = 3XI2 -+ Q” = 3 + 4 + 43,92? + 4 000 -< æ 26 100 var. 


În limitele erorilor de calcul cu rigla am obținut verificarea bilanţului puterilor active şi reac- 
tive: 


P œ P}, Q = 0. 


b) Puterea reactivă a bateriei de condensatoare necesare compensării integrale a factoru- 
lui de putere este: 


Q; = — 3CA o U? = — Q = — 26 200 var. 
Capacitatea pe fază a bateriei montate în triunghi rezultă : 
Ca = Lel 26200 192 uF 


3U2 © 3 380?» 314 
c) Înainte de montarea condensatoarelor, tensiunea stelată necesară generatorului era : 


E, `= | U, + Zi B | = 1220 + (L + j) (82,48 — j 39,16) | œ 290 V. 
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După montarea condensatoarelor, deoarece compensarea este completă, iar condensatoarele 
absorb numai curenţi în cuadratură cu tensiunea aplicată, curentul total se reduce ia compo- 
nenta activă a curentului determinat anterior Ijọ = 32,48 A, 

Tensiunea stelată necesară 
generatorului e, în acest caz, nu- 
mai : 

(Evol = + Zi iol = 
|220 + (1 -+ j) 32,48 | 2 255 V. 


În figura 40.12 e reprezen- 
tată diagrama compunerii curen- 
ţilor şi tensiunilor pe faza întii, 
Avantajul cel mai important al 
compensării puterii reactive con- 
sistă în reducerea consumului de 
putere AP pe linie: înainte de 
compensare 


AP=3R = 3-1 514 


x 1910 W, 
după compensare : 
A P = 3 R IÃ=3 1e 39,482 SE 
i Fig. 40.12. 
x 3170 W. iri 


40.4.2. Exemplul 2. O linie trifazată alimentează un receptor format din trei impedanţe 
egale Z = R + jX = (8,4 + j 11,1)Q, montate în triunghi (fig. 40.13, a). La bornele genera- 
torului, tensiunea între faze are valoarea efectivă U; = 250 V (f = 50 Hz). Impedanțele echi- 
valente serie ale liniei sînt Z; = R; + jX; = (0,2 + j 0,3)Q. 

Să se determine curenții de linie, tensiunile de linie aplicate receptorului şi curenții din 
laturile receptorului. 

Soluţie: Se transfigurează triunghiul într-o stea echivalentă (fig. 40.13,5). Se obţine: 


za == 28 + 33,70. 


Deci, immpedanţa totală pe fiecare fază va fi : 


Z” = Za Z1 =3 +j4=5: 0, 


cu ẹ = arc tg (4/3) x 53°. 
Dacă se alege ca origine de fază ten- 
siunea stelată la generator pe faza 1 


U, = 250/ V3 V, se obține curentul : 
nenn je 20 a în, 
y3 y3 
cu valoarea efectivă | 7, | = I; = 28,9 A. 
Ceilalți doi curenți de linie sînt : 


—j er 22) 
h =2896 | 37; 


T, = 289 e (+3) 


b. 


Fig. 40.13. sistemul fiind simetric. 
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La receptor, tensiunea stelată U’y este: 
30 40 
UN =Z = TE 


yo EI 


Valoarea efectivă a tensiunii de linie la receptor este: 


232 — 


B 


yz e8 +i j3) = 


U; Y3 | Uz yae BZ = 282 v, 


y3 
iar valorile efective ale curenților din laturile triunghiului sînt egale cu : 
Ii 28,9 
I, = > = x = 16,7 A. 
r ! ha 3 y3 3 


4] REZOLVAREA REȚELELOR TRIFAZATE 
» | DEZECHILIBRATE SUB TENSIUNI 
LA BORNE DATE 


Calculul reţelelor trifazate dezechilibrate sub tensiuni la borne date se poate 
face cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff, fără alte metode speciale. Pentru 
reţelele trifazate fără inductivităţi mutuale între laturi, acest calcul se siste- 
matizează, după cum vom arăta în acest capitol, în principal pe baza teoremei 
potenţialului punctului neutru. Dacă neutrul 0 al reţelei de alimentare e acce- 
sibil, vom presupune, în general, că se dau tensiunile nesimetrice, 


Uio = Uio eifi0, Uso = Upo eif20, Uzo = Ugo ebo, (41.1) 
cu 


Uio + Uz0 + Uzo #0. (41.2) 
Tensiunile aplicate între faze rezultă imediat : 
Ur = Uio — Uz0» Us = Uz0 — Uzos Ua = Uzo — Uio (41.3) 
şi sînt, în general, tot nesimetrice, satisfăcînd însă relația evidentă 
‘Ur + Uz3 + Uzi A 0. (41.4) 


Dacă neutrul rețelei de alimentare nu e accesibil, se pot da numai tensiunile 
între faze ale rețelei 


Usa = U e , Usg = Ugg ei, Un = Ugy ea, (41.5) 


satisfăcînd relaţia (41.4) și fiind, în rest, oarecare. În acest caz nu există tensiuni 
stelate ale reţelei de alimentare, decît introduse în mod convenţional și neunivoc, 
prin relaţiile (41.3), luînd arbitrară una din aceste tensiuni, ceea ce corespunde 
alegerii unui anumii punct neutru artificial. Astfel de tensiuni stelate vor fi 
numite tensiuni stelate auxiliare. 
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41,1. Teorema potenţialului punctului neutru 1 


Considerăm un multipol pasiv în stea cu n ramuri, prin care intră curenţii 
IL, Io «ee Î„ Şi cu bornele de acces 1,2,..., n, avînd potentialele Vy, Vas ces Va 
față de un punct de referință 
arbitrar (fig. 41.1). 

Ramurile stelei nu sînt cuplate 
inductiv între ele sau cu aite laturi 
exterioare şi au impedanţele pro- 
prii Zi» Zs =., Zn, respectiv ad- 
mitanţele : 


Y=}, 


i pl Se NR Re ae 


3 41.6 
Za Zn ( ) 


w 


Conform teoremei poten țialulu 
punctului neutru, potențialul punc- Fig. 41.1 

iului N de întîlnire a ramurilor 

stelei e egal cu media aritmetică a potențialelor bornelor de acces, ponderate 
cu admitanțele laturilor corespunzătoare 


Vy ai VY, Va Ya + tes + VnYn 3 (41.7) 
i Yı $ Ya +. + Ya 


Teorema se demonstrează imediat, exprimînd curenţii din laturi cu ajutorul 
diferențelor de potenţial: 


L= Y (Yı m Yy); I = YV, ju Ji es În = Y (Va — Vy) (41.8) 


şi înlocuind aceste valori în relația care exprimă prima teoremă a lui Kirchhoff» 
aplicată nodului N, 


IA + Io + ss + L; TS 0. (41.9) 


Prin înlocuire, grupînd termenii care au în factor pe Vy, se obţine: 


VY, + Pat o H Kp Yn — Vy (Ya H Ya t o + Y) = 0, 


de unde rezultă teorema (41.7). Rezultatul e corect, oricare ar fi punctul de 
referiiță al potențialelor, dacă în sumele din teorema (41.7) nu se omite nici 
o latură legată de nodul N. 


1 Uneori, această teoremă e numită teorema lui Milman. 
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41.2. Receptor dezechilibrat, în stea, cu fir neutru 


Curenţii de linie I, 12, Ig, identici cu aceia din fazele receptorului s-ar 
putea determina din relațiile : . 


k ! 
L = = = Y, (Va Fn) = Yı (Uio — Uno) 


U ' i l 
l= TA = Ya (Va — Fn) = Xa (Uzo — Uno) (41.10) 
Ss 


(cai 


2a SaN aa = 

Ig = = => Xa (Va Vu) = Xa (Uso—Uno) 

=3 

dacă s-ar cunoaște potentialul Val punctului neutru sau tensiunea U yo dintre 

neutrul receptorului și cel al rețelei de alimentare, numită şi deplasarea neutru- 

lui. Potențialul V, rezultă din teorema (41.7) care, în acest caz, se scrie: 

VY t Y Ya tHE Ya tI ` 
Yy = Ll tY; at 3 at OYN 3 (41.11) 
Pitas 
cu punct de referință arbitrar pentru potenţiale. Practic, se cunosc tensiunile 
stelate ale reţelei de alimentare U10, Uz0, U30, care coincid cu potenţialele borne- 


N 


Fig. 41.2 Fig. 41.3 


lor, în cazul cînd neutrul reţelei de alimentare se alege drept punct de refe- 

rință cu Vo=0. În acest caz, Vy = Vy — Vo = Upo şi teorema (41.11) capătă 

forma : ` 

0 Fat UaoYatUsoYs A (41.12) 
Yit Yot Ya HYN 

O dată calculată această tensiune (deplasarea neutrului v. fig. 41.3), tensiunile 

stelate ale receptorului, și curenții rezultă imediat din (41.10). 


NO T 


EN 


2 


(s 
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Trebuie observat că Uyo Æ 0 (neutrul „se deplasează“), chiar dacă tensiunile de alimen- 
tare sînt simetrice, din cauza dezechilibrului sarcinii, Dacă însă impedanța | Z y | de pe firul neutru 
e foarte mică (se reduce la rezistența și inductivitatea echivalentă a firului), atunci [Y y]—> oo 
şi Uno — 0: deplasarea neutrului e neglijabilă în reţelele cu conductor neutru, de sec- 
ţiune suficient de mare, chiar dacă sarcina e puternic < dezechilibrată, Această consecință prezintă 
mare importanță practică, deoarece asigură aplicarea unor tensiuni de fază, practic simetrice 
(dacă Uno = 0, atunci Ia = Uio ete.) receptorilor dezechilibrați monofazați, conectaţi în 
stea în reţelele de distribuţie de joasă tensiune, De altă parte, dacă admitanţa firului neutru 
e mică sau nulă (nu avem fir neutru), deplasarea neutrului poate fi importantă (v. aplicaţia de 
mai jos), producind mieşerarea tensiunilor aplicate unora dintre faze și creşterea tensinnilor 
la celelalte, ceea ce e inadmisibil în exploatare, periclitind securitatea instalaţiilor, Dacă, în 
plus, suma admitanţelor laturilor e mică (de ex., datorită satisfacerii unei condiţii de rezo- 
nanță), deplasarea neutrului poate atinge valori oricît de mari, mai mari decît ale tensiunilor 
aplicate de reţea. Laturile stelei pot fi în acest caz mult supratensionate. 

Aplicație: Fie un receptor trifazat pur rezistiv, constituit din lămpi de iluminat, în stea, 
cu rezistenţele laturilor : 


R, = 100 Q, R= R =109, 


în care sînt incluse și rezistențeie conductoarelor liniei de alimentare (care au inductivități negli- 
jabile). Rețeaua de alimentare aplică tensiuni simetrice 220/127 V, 50 Hz. Studiem deplasarea 
neutrului Uno şi tensiunile aplicate fazelor receptorului UN, Uan Usn în următoarele 
două situații : 

a) există un conductor neutru de inductivitate neglijabilă şi rezistența Ry = 0,6 Q 
(fig. 41.4, a); 

b) conductorul neutru lipseşte (fig. 41.5, 0). 


3 


Fig. 41.4 


a) În primul caz, Y, = 0,01,Y a= Ya = 0,1, Yn = 1,67. Deoarece am presupus că 
tensiunile la borne sînt simetrice, 1/20 -+ Uso = — Uo, rezultă : 


T ; 
Upo = Uot] Maot Uso) — — 0,048 Ui 


0,01 -+ 0,1 -+ 0,1 -+ 1,67 


Uno = | Uno | = 0,048 X 127 = 6,08 V. 3 


Deplasarea neutrului e admisibilă, fiind sub 50/o din tensiunea aplicată. Tensiunile de fază ale 
receptorului (v. fig. 41.4, b) sînt practic simetrice și egale cu cele ale rețelei. 
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b) În al doilea caz, Yy = 0 (fig. 41.5.) şi rezultă : 


T 
Uno = LHW t01 (Uot Uo) L 0,4310 
0,01 + 0,1 + 0,1 


Uno = | Uno | = 0,43 - 127 = 54,6 V. 


Ri 
7 
fa 
2 
R. 
J 
lo Uno 


Deplasarea neutrului e acum de ordinal jumătăţii tensiunii aplicate (fig. 41.5, b). Tensiunile 
de fază ale receptorului sînt : 


Uin = To — Uno = 1,43 Uio; > Uin œ 182 V 
o 
av = Tao — Uno = Uo (e ° -+ 0,43); Un œ 95V 
jas 
TN = Do — Uno = Do (e 3 4 0,43); Un Z 95V. 


Se observă că în lipsa firului neutru lămpile de pe faza 1, mai descărcată (cu rezistență 
mai mare şi curent mai mic), sînt supratensionate inadmisibil (143%). Acest exemplu ilustrează 
necesitatea utilizării conductorului neutru în rețelele trifazate de distribuţie cu consumatori 
monofazaţi. În cazul liniilor de înaltă tensiune, care alimentează un număr mare de receptori 
prin staţii de transformare, dezechilibrele consumatorilor mici se compensează prin reparti- 
zarea cit mai egală a receptorilor monofazaţi pe cele trei faze și prin utilizarea unor conexiuni 
speciale ale înfăşurărilor transformatoarelor. De aceea, aceste linii au sarcina practic echilibrată, 


41.3. Receptor dezechilibrat în stea, fără tir neutru (fig, 41.6) 


În acest caz nu sînt DE tensiunile stelate ale rețelei de alimentare, ci 
numai tensiunile dintre faze : 


Ui = U de, Uz3 = Uaz dees, Uz = Uz alis, (41.13) 
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în general nesimetrice. Numai două din aceste mărimi sînt independente, deoa- 
rece suma lor e nulă, fiind suma unor tensiuni la borne în lungul unei curbe 
închise : 


Ui + Un + Ua=0. (41.14) 


Curenții de linie sînt dați, ca mai sus, de relațiile : 


L = În = Y (Vı— Yn) 


Si 


Ia =X = Y, (Va — Vy) (441.15) 


<a 


U 
13 = a = Y; (V; — Vn) 
£3 


unde V, se determină cu teorema po- 
tenţialului punctului neutru (41.7), 
care în acest caz se scrie: 


PY + VY, Æ VY; i (41.16) 
Yı + Ya + Ya 


Alegerea originii potențialelor este 
arbitrară şi poate fi un punct oare- 
care P) din spațiu. În practică se 
alege astfel punctul de referință P, al potențialelor, încît exprimarea lor în 
funcție de datele problemei — tensiunile dintre faze (41.13) — să se facă cît 
mai simplu. 

Dacă tensiunile (41.13) sînt simetrice, se preferă să se aleagă drept poten- 
ţial de referinţă (nul) potenţialul pe care l-ar avea punctul 0 al rețelei de ali- 
mentare, simetrice, dacă ar fi accesibil — identic cu potenţialul pe care l-ar 
avea o sarcină echilibrată alimentată de această rețea. Potenţialele bornelor 
vor fi atunci tensiunile auxiliare de fază (simetrice), definite de relaţiile : 


Va= 


„IT 
TT. Jg z T7, “F TT A 
Vi=U p= SE i. V, == sang T] V, = U o= le 
LA =A C0) y3’ ; Yamo Y3 3 e = Uzo 73 > 
(41.17) 
iar potenţialul neutrului va fi: 
Vy nn Uxo ACE INOX t hoY + U0Y3 . (41.18) 


Yı + Ya + Ya 


În cazul general, tensiunile (41.13) nu sînt simetrice şi se poate alege nul poten- 
ţialul unei faze (de ex. V,). Potenţialele devin : 


Va = 0; Vi = Ur; Va = Usa = — Uz Vu = Una = — Ugye (41.19) 
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Relaţia (41.16) ne dă atunci chiar tensiunea pe faza a doua a receptorului (după 
schimbarea semnului). Pentru tensiunile de fază ale receptorului se obţin expre- 
siile generale : 
Pie UasY 3 kaan UY, 

Yı + Ya + Ya 


Uan = aY TS UasYa (41.20) 
Yı + Ya F Y, 
UYs E UzaY; 
Bin Yı + Ya + Ya 
Curenții rezultă imediat cu relațiile (41.15). 


Aplicaţii. 1. Dispozitiv peniru identificarea succesiunii fazelor. Considerăm un receptor 
în stea (fig. 41.7, a), avînd pe fazele 1 și 2 cîte o lampă cu incandescență de rezistență R, iar 
pe faza 3 un condensator de capacitate C. Se cere că se determine raportul valorilor efective 
E curenților din fazele 1 şi 2, ştiind că tensiunile de alimentare sînt simetrice : Ug; = a2Uuas 
Un =.8 Us 


Fig. 41.7 


Alegem drept referință borna fazei 2, astfel că potenţialele sînt (41.19). În 'acest caz, Y, = 
= Y= LR, Y, = joC şi cu relațiile (41.20) rezultă tensiunea pe faza 2 a receptorului ; 


A 1 
Uj o C — U R 


Bada Z 
Ux = = Vu = CR = 
2 joc 2+ ja CR 
R 
Tensiunea pe faza l a receptorului rezultă : 
1 
Usa — — Unajo C 
Vaz śŻ31j i 1—a:ʻjoCR 
Unama Un 
2 2 +joCR 


— +joC 
R J 
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iar raportul cerut al curenților rezultă : 


UN | PE = 
A R Unj _|_1—e ° -joCR a o eaaa A 
Ta  |Un]  |Uan =! 2r OV 1—3 o CR+ VER 
a | —1+e 3 jo CR 


Raportul J, [17 e totdeauna supraunitar, adică lampa de pe faza 1 e mai luminoasă decît lampa 
de pe faza 2. De aceea, acest dispozitiv se poate folosi pentru identificarea succesiunii fazelor : 
dacă această ordine nu e cunoscută, conectăm receptorul la cele trei borne neidentificate ale 
rețelei și vom şti că fazele se succed în ordinea ; lampa aprinsă puternic, lampa aprinsă slab, 


Des ; ; a ; A l 
condensatorul. Căutînd maximul raportului la R variabil, se obține condiția R = — . pentru 
wC 


care 


l =) 2 + V3 = 2 + V3 =Œ 3,73 
Ia 2 V3 


ja? —1 IP Azi 
Un = Ug = — (0,154 -H j 0,173) Uig 
2 +j 


În figura 41.7 e desenată diagrama vectorială corespunzătoare cazului R = 1/œC. 

2. Receptor dezechilibrat cu curenți simetrici. Deteriminăm condiția generală pe care tre- 
buie să o satisfacă impedanțele neegale Z,, 22, Z ale unui receptor în stea, fără fir neutru, pen- 
tru ca fiind alimentat cu tensiuni simetrice, să absoarbă curenţi simetrici. Cu relaţiile (41.20) 
şi (41.15), curenţii au expresiile generale (care rezultă unele din altele, prin permutări circulare 
ale indicilor 1, 2, 3 


J — T 
FA ean UaYsY, UYY, : Ja Ex ; I, = (41.21) 
Yı +Y: +Y; 
Dacă tensiunile sînt simetrice Ug; = a° Uig, Usa = aUag curenţii J} și Jg se scriu: 
=U Y(Y, — aY;) > Ie =a2Uia YY aY) ; (41.22) 
Yı Xa +Y; Yı + Y; + Ya 
Deoarece T, = — I, — Ja, pentru ca acești curenți să fie simetrici e necesar şi suficient ca J} = 
= a27,, adică i 
YVa(Ya — a Y3) = Ya Ya — a Y,) 
sau 
a? Ya Ya + 2 YY, + YY = 0. (41.23) 
Introducînd impedanţele cu Yg = 1/Zy (k = 1, 2, 3), rezultă condiţia : 
(SZ raza + z=0, | (41.24) 


Această condiţie e evident satisfăcută dacă Z, = Za = Za, deoarece | + a + a? = 0. Acesta 
e cazul banal al sarcinii echilibrate. Dar ea poate fi satisfăcută şi cu impedanţe neegale, adică 
există receptoare dezechilibrate, alimentate cu tensiuni simetrice, care absorb curenţi simetrici. 


Condiţia (41.24) se satisface, de exemplu, cu Za =joL=j T (o bobină ideală), Z, = 
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= = —jLo =—j îi (un condensator ideal a cărui capacitate e legată de inducti- 
jo 3 
vitatea bobinei prin condiţia de rezonanţă 1 — œ? LC = 0) și Z, = R (v. fig. 41.8, a). Rezultă: 
1 s 
Uio — +Uzo A + Usojo c 
Uno = 12 = otet V3 + ja V3) = — 22,0- 


Curenții sînt : 


2 = (ho — Uno) IR = 310 /R 
Ta = (V20 — Uno) jj o L = 3T [R = aè h, 


I = Ulso — Uno) 'j oC = 3Uao/a = ala 


şi formează un sistem trifazat simetric direct ca și tensiunile de fază ale rețelei. De observat 


că tensiunile de fază ale receptorului Uin = 310, Van =j Y3 To şi Uau =—j V3 Io nu 
sînt simetrice (fig. 41.8, b}. 


41.4. Receptor dezechilibrat 
în triunghi (fig. 41.0). 


Şi în acest caz sînt date tensiu- 
nile dintre faze (41.13) ale reţelei de 
alimentare. În reprezentarea geome- 
trică aceste tensiuni (nesimetrice) 
trebuie să formeze un triunghi 
(g. 41.10), deoarece suma lor e nulă 
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Urz za E Ar, 


Fig. 41.10 


(rel. 41.14). Cum aceste tensiuni se aplică direct laturilor triunghiului, curenţii 
(41.25) 


din aceste laturi — care reprezintă fazele receptorului — sînt : 
T7. Tr. 
12 Ioa = = —31 3 
Za 


I; = Iz — Los (41.26) 


iar curenții de linie sînt (v. ṣi fig. 41.10) 
I, = ss — li» 


j 


L = le — sv 
Aplicaţie : Considerăm un receptor trifazat în triunghi (fig. 41.11, a) avînd: 
(adică, 2LC o? — 1 = 0), 


1 i 
Za = Za = oC) lam jelena 
căruia i se aplică tensiunile simetrice de succesiune directă 
Tlie Fas = a? Tha, Ia = a Thie (41.27) 
a? Ug = — oC y3 Tig 
„2x 
3 ceia (41.28) 


Se obţin curenţii : 

h =j o Clhp—- 

jol 

F 

— oC 37 e 
= pa 

= — oC V3 e 3 = a? J. 


Ia = aj o Cha — j o CUr 


a Tla — j œ Callas 


fis 
S jol 


14— 1668 
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Se observă că în acest caz cei trei curenţi formează un sistem simetric, dar de succesiune inversă 
(v. fig. 41.11, b). 

“Observaţii privitoare la receptoarele dezechilibrate: 
a) Dacă impedanţele echivalente serie ale liniei de alimentare a unui receptor în triunghi nu 
sînt neglijabile, trebuie să sesia în considerare tăderile de tensiune pe linie. În acest scop, recep- 


E 


Fig. 41.11 


torul în triunghi (fig. 41.12, a) trebuie transfigurat într-un receptor în stea (fig. 41.12, b), 
pentru a putea calcula impedanțe echivalente pe fiecare fază, prin însumarea celor două impe- 
danțe în serie : a liniei şi a receptorului echivalent. Se obține un receptor dezechilibrat în stea; 
care se studiază cu teorema potențialului punctului neutru. 

b) Dacă există impedanțe mutuale între laturile receptorului, metodele prezentate în 
acest capitol nu sînt, în general, aplicabile şi trebuie să se utilizeze teoremele lui Kirchhoff. 

c) Dacă un generator aliaenteazá mai niulte receptoare dezechilibrate în stea, cu neutrele 
izolate, potențialele acestor neutre nu coincid și stelele nu pot fi conectate cu laturile omo- 
loge în paralel. În acest caz se pot transfigura stelele 
în triunghiuri, laturile omologe ale tuturor acestor tri- 
unghiuri fiind în paralel, ceea ce permite să se găsească 
un receptor echivalent în triunghi pentru întreaga rețea. 


41.5. Puteri în rețele trifazate dezechilibrate 


41.5.1. Retele trifazate cu fir neutru, În 
cazul sistemelor de transmisiune trifazate cu 
3 4 fir neutru, zise „cu patru fire“ (v. fig. 41.13), 

3 Om pol puterea complexă (31.22) este: 


Fig. 4112 S, = Vata + Yolh + Vals + Vo(— In) (41.29) 
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In=h+ htp ia V,— Vo= U (k =1,2, 3), 
se obține expresia : PE i 
S= Up Diet ioi t Upee să (41.30) 


Puterea activă e partea reală a acestei expresii, 


P, = Uol, cos (Uio) + Uzola cos (Uzola) + Usols cos (Uzol), (41.31) 


iar puterea reactivă e partea imaginară a acestei expresii, 


Q, = Uol, sin (Urol) + Uzola sin (Uzol) + Uzol; sin (Usols). (41.32) 


În relațiile (41.30), (41.31), (41,32) numai sumele au o semnificație determinată : 
puterea primită pe la borne de receptorul considerat. În cazul general, fiecare 
termen în parte al acestor sume nu este localizabil, în sensul că nu se poate 
asocia unei anumite faze. Unii dintre termenii puterii active, de exemplu, pot 
fi negativi, întreaga putere fiind pozitivă aşa cum e necesar, dacă receptorul 
e pasiv. Expresia (41.32) a puterii active corespunde măsurării acestei puteri 
cu trei wattmetri (fig. 41.13). 


Fig. 41.13 


41.5.2. Reţele trifazate fără fir neutru. În cazul sistemelor de transmisiune 
fără fir neutru, zise „cu trei fire“ (fig. 41.14), puterea complexă este : 


Sp = Vali + Vals + Vals (41.33) 


cu punct de referință arbitrar pentru potenţiale. În montajul de măsurare a 
puterii active cu trei wattmetri, punctul comun al bobinelor lor de tensiune 
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poate fi legat oriunde în reţea sau poate fi lăsat liber. Dacă se alege una dintre 
faze, de exemplu faza 2, ca referinţă, se obţin expresiile : 
> P mta, £ f p 


S, = Unli + Usa = Uiali — Uls (41.34) 
AN AN 

P, = Uf; cos (U12, I1) + Usals cos (U so» 13) (41.35) 
EN AN . 

Q; = Urf, sin (Uz) + Usals sin (Usa, 15). (41.36) 


Expresia (41.35) a puterii active. corespunde măsurării acestei puteri cu doi 
wattmetri (fig. 41. e 


A2, METODA COMPONENTELOR SIMETRICE 


Calculul regimurilor trifazate nesimetrice 1 prezintă importanță practică 
în construcția și exploatarea sistemelor: electroenergetice. Dimensionarea şi 
protejarea reţelelor electrice trifazate necesită calculul unor regimuri de avarie 
nesimetrice (scurtcircuite între o fază și pămînt, scurtcircuite între două faze 
şi pămînt, întreruperea unei faze etc.). Regimuri nesimetrice se creează uneori 
şi în mod intenţionat, de exemplu pentru pornirea sau reglarea turaţiei la 
motoarele asincrone trifazate. 

Studiul acestor regimuri nesimetrice într-o reţea cu un număr mare de 
linii, transformatoare electrice, generatoare și motoare electrice trifazate con- 
duce la necesitatea rezolvării unui sistem de ecuaţii cu un număr mare de necu- 
noscute. Rezolvarea unui astfel de sistem este îngreuiată considerabil de faptul 
că în prezenţa cuplajelor magnetice, mai ales între elementele mobile ale mași- 
nilor electrice, relaţiile dintre tensiuni și intensităţile curenților sînt complicate. 

Pentru a simplifica aceste ecuaţii şi schemele electrice echivalente cores- 
punzătoare, electrotehnicienii au elaborat metode de calcul bazate pe utilizarea 
unor noi necunoscute, auxiliare. Aceste mărimi necunoscute auxiliare sînt 
numite componente (ale tensiunilor, curenților etc.). Prin trecerea la noile 
necunoscute, sistemul de ecuaţii se simplifică. Schemele electrice echivalente 
corespunzătoare se simplifică și ele. Cele mai răspîndite metode pentru calculul 
regimurilor trifazate nesimetrice ale unor circuite liniare sînt cele care utili- 
zează ca mărimi de calcul auxiliare „componentele simetrice“, „componentele «, 
B, 0“ sau „componentele d, q, 0“. În cele care urmează se expune metoda com- 
ponentelor simetrice, care este cea mai răspîndită. 

1 În acest curs, termenii simeiric şi nesimetric se referă exclusiv la sistemele trifazate 
de mărimi sinusoidale (tensiuni, curenţi etc.), respectiv la regimurile caracterizate prin aceste 
mărimi; iar termenii echilibrat şi dezechilibrat se referă exclusiv la elementele trifazate de reţea : 
receptoare, generatoare, linii etc. (adică la sistemele de impedanţe). 
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Metoda componentelor simetrice se bazează pe descompunerea sistemelor de mărimi 
‘trifazate nesimetrice (tensiuni electromotoare etc.) în trei sisteme componente trifazate simetrice 
şi pe principiul suprapunerii efectelor (ea se poate aplica deci numai circuitelor liniare sau prac- 
„tic liniare). Astfel, calculul unui regim trifazat nesimetric se reduce, pentru circuite echili- 
¡brate sau porțiuni echilibrate de circuit, la calculul a trei regimuri simetrice (corespunzătoare 
‘cîte unuia dintre cele trei sisteme simetrice componente). Calculul regimurilor simetrice fiind 
“mai simplu decît calculul regimurilor nesimetrice, metoda e avantajoasă atunci cînd numărul 
de elemente dezechilibrate e mic față de numărul de elemente echilibrate. 

Cînd circuitul studiat conține mașini electrice, metoda componentelor simetrice e sin- 
gura. practic utilizabilă, deoarece ecuaţiile şi schemele electrice echivalente ale mașinilor se 
exprimă mult mai simplu pentru componentele simetrice decît pentru sistemele nesimetrice ' 
de curenţi şi tensiuni. În particular, un generator electric trifazat, echilibrat, admite o schemă 
echivalentă (de ex. în stea) cu trei generatoare monofazate, cu impedanţe interne egale, ne> 
cuplate inductiv între ele numai pentru curenţi de fază simetrici (v. Observaţia b de la par. 
42.1.4, b). 


i 
42.1. Descompunerea unui sistem trifazat de mărimi 


în trei sisteme componente trifazate simetrice 


; 42.1.1. Teorema lui Fortescue. La baza metodei componentelor simetrice 
stă ideia descompunerii unui sistem trifazat, ordonat de mărimi sinusoidale 
(nesimetric) în trei sisteme de mărimi sinusoidale trifazate e adică 


avînd amplitudini egale și defazaje relative egale, de valoare ge a — zr sau 0. 


Cele trei sisteme se numesc : sistemul de succesiune directă sau sistemul direct ~ 
VaN E SE a i an g A fa 2n 
în care fiecare dintre mărimi e defazată înaintea celei care îi succede cu A 


: E i f î . Y 7 Ae 
introdus în paragraful 39.1 ; sistemul de succesiune inversă sau sistemul invers 
în care fiecare dintre mărimi e defazată în urma celei care îi succede cu =; 

3 
introdus, de asemenea, în paragraful 39.1 ; sistemul omopolar, care e un sistem 
ordonat de mărimi sinusoidale, cu amplitudini egale şi în fază. 


În figura 42.1 e prezentată simbolic această descompunere, fiecare în repre- 
zentare geometrică, sistemul oarecare nesimetric (a) are fiecare fazor egal cu 
suma fazorilor corespunzători ai unui sistem omopolar (b), direct(c), şi invers(d). 


: Descompunerea unui sistem ordonat trifazat nesimetric (V, Və, Va) în 
sistemele sale componente simetrice este definită în complex de următoarele 
relaţii între mărimile acestor sisteme: 


V, = Vy + Va + Via 
y, => Va + Va F V:s (42.1) 


| 


V; = V; Vas F V; 


1 Indicele k pentru „omopolar“ provine de la grafia originară „homopolar“, 


P4v= foy 


Tz "Za 


ca 
= AA B 
Yz tyz 
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Posibilitatea obținerii unui sistem de mărimi trifazat nesimetric prin com- 
punerea a trei sisteme componente simetrice este ilustrată în figura 42.2, în 
care se prezintă operațiile grafice corespunzătoare relațiilor (42.1). 

Cele trei mărimi ale fiecăruia dintre sistemele componente simetrice se pot 

, 2x 
exprima simplu, cu ajutorul operatorului a = e * , în funcție de mărimea cores- 
punzătoare fazei l a sistemului respectiv, numită mărime fundamentală a sis- 
temului : 


Via = Vr: Vre = Vp; Vr =V, (42.2) 
Yan = Va; Vao = a?Va; Va = aVa (42.3) 
Va = Vi Vasa Va = ay, (42.4) 


Mărimile fundamentale V,, V}, V; se numesc respectiv componenta omo- 
polară, componenta directă şi componenta inversă a sistemului de mărimi tri- 


fazat nesimetric dat (Vas Va Va). 
Descompunerea unui sistem de mărimi trifazat în trei sisteme componente 


simetrice (42.1) se exprimă cu ajutorul componentelor simetrice sub forma : 
PV + Vat V: : 
V, = V, + aV; + ay; (42.5) 
V, = V, + aV + aV, 


Dcoarece determinantul sistemului de ecuații (42.5) este 


1 1 1 
A=| 1 æa |=3}Ẹ3j, 
l a a2 


diferit de zero, rezultă că se poate determina întotdeauna un sistem, şi numai 
unul, de valori V,, V}, V;, care să satisfacă aceste ecuații. 

Ca urmare, descompunerea oricărui sistem trifazat ordonat de mărimi 
sinusoidale în trei sisteme componente simetrice, unul omopolar, unul direct 
şi unul invers, este unică şi totdeauna posibilă (Teorema lui Fortescue, 1918). 

42.1.2. Calculul componentelor simetrice. Calculul componentelor simetrice, 
corespunzătoare unui sistem dat de mărimi trifazat nesimetric, se face pe baza 
relaţiilor (42.6). Aceste relaţii : . 


VW Va + Vo) 


Va = SUA + a, + aV) (42.6) 


V; => (V, + aV, + aV) 


— t} 


se obțin prin rezolvarea sistemului de ecuații (42.5) în raport cu Vi» V, și V. 
Prima din ecuaţiile (42.6) se obţine adunînd cele trei ecuaţii (42.5) şi observind 


că a2-+-a-+1=0. A doua ecuaţie (42.6) se obţine înmulțind a doua și a 
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treia ecuaţie din (42.5) cu a, respectiv a?, şi apoi adunînd ecuaţiile astfel obti- 
nute. A treia ecuaţie se obţine analog. 


Aplicaţii : Să se determine componentele simetrice ale sistemnului de mărimi cu imaginile 
complexe : 


DE Pe yd, (42.7) 
Aplicînd relaţiile (42.6), se obţine: 
p 
K mkae E (42.8) 


Acest caz corespunde, în particular, sistemului de curenţi dintr-o linie care are fazele 
2 şi 3 întrerupte. Se recomandă ca exercițiu să se determine componentele simetrice ale cu- 


renților dintr-o linie la care se întrerup fazele 1 $i 2. 
2. Să se calculeze componentele simetrice ale sistemului de tensiuni electrice cu valorile in- 


stantanee : 


u, = 10 V2 sin 27-504 V 
— T 
us = u; = 10 V2 sin (2x501 + =] v 


Reprezentarea în complex a acestor tensiuni este : 
V =10V, V,=V,=j1l0V. 
Valorile complexe ale cómponentelor 'simetrice se calculează cu ajutorul relațiilor (42.6) : 
= Tao +j += ari y 


1 3 : "10 
Ya = (10 + a-j 10 + aj 10) = T (1—i) V 


(It) 


i 10 
Vi 5 Q0 +a- j10+a-j 1057 —)) V., 
Valorile instantanee ale componentelor simetrice ale tensiunilor sînt: 


TO = 
u, = 3 Y5. V2 sin (27-50t +- arc tg 2) V 


10 .— 
ug =u; = — z V2 V2 sin (2=50— =) vV. 


Valorile instantanee ale tuturor mărimilor sistemelor componente simetrice se obțin sim- 
plu, pe baza definiției acestor sisteme. De exemplu, sistemul de componente simetrice de suc- 
cesiune directă este format din următoarele mărimi : 


10 — — 
tg, = — V2 V2 sin (2m0: -7] v 
; E i 4 
10 23 
ud = T Va V2 sin [250 z — ] v 


10. ,— 2 
— Va VT sin (2x50 — T + =) v. 


Udg = 3 
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42.1.3. Determinarea grafică a componentelor simetrice. Fazorii compo- 
nentelor simetrice se pot determina simplu şi intuitiv prin realizarea grafică a 
operaţiilor de însumare şi rotire corespunzătoare relaţiilor (42.6) sau a unor 
operaţii echivalente cu acestea. 

În figura 42.3 se indică obţi- 
nerea fazorilor 3V,» 3V, şi 3V,;, 
pe baza unor operaţii care cores- 
pund respectiv cu prima, a doua 
şi a treia ecuaţie din (42.6). S-au 
elaborat însă şi metode grafice 
simplificate. 

1. Metodă grafică simplificată 
pentru determinarea componentelor 
directă și inversă : Această metodă 
se bazează pe exprimarea compo- 
nentelor simetrice directe şi inverse 
ale unui sistem Vi, Va, V3, în funcţie de mărimile diferenţă : 


Wa Fa Y, ai Vas Vas a: yY, SE Vs. (42.9) 


Fig. 42.3 


Utilizînd expresiile lui V, şi V; care rezultă din relaţiile precedente, a doua 
şi a treia ecuaţie (42.6) se pot pune sub forma : 


woja 


j 
3Va = (Vie + Va) + aV + a? (Va — Vas) = Vn + e Vas (42.10) 


3V; = (Vai + Vo) + aV, + a(Va— Vas) = Pa +e i Vas 


(n a folosit idenitatės l+a+a=0) 
Aceste relații arată că suma dintre fazorul diferență V, şi fazorul Vog, 


rotit cu — (în sens trigonometric direct), este egală cu 3V}. Dacă la același 
3 . 


m > . T o. A . 
fazor diferență V; se adună fazorul Vas, rotit cu — z (adică în sens invers), 


se obține fazorul 3V,. Construcțiile grafice respective sînt realizate în figura 
42:4; a. Observînd că punctele M’ şi M” sînt vîrfurile celor două triun- 
ghiuri echilaterale, care au segmentul 23 ca bază, construcţia se reduce 
practic (fig. 42.4, b) la trasarea a două arce de cerc necesare determinării 
acestor virfuri şi la construirea vectorilor M'i, M”2, care reprezintă mări- 
mile 3V; şi 3V;. Pentru a distinge cei doi vectori, remarcăm că originea 
vectorului BVs se află în originea vectorului Vg, rotit în jurul extremității 
sale cu 60° în sens trigonometric. 


2. Metodă grafică simplificată pentru determinarea componentei omopolare : 
Utilizind mărimile diferență, prima ecuație din (42,6) se poate pune sub forma : 


= 2 [Ua + Va) + Vo + Wa Pal = Ve + g (Wia) 2N) 
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Examinînd figura 42.5, se observă că vectorul BG, care reprezintă mărimea 


1 y A . . P x 
a (Viz — Vas), are extremitatea în centrul de greutate G al triunghiului ABC 


(Deoarece BG reprezintă o treime din diagonala paralelogramului ABCD). 


— == 


DP 


A- 


Pig. 42.4 


Rezultă că pentru determinarea componentei omopolare V, aunuisistem V}, 
Va Va este suficient să se unească originea comună a acestor vectori cu centrul 
de greutate G al triunghiului, avind 
ca virfuri extremităţile vectorilor 
daţi. 


42.1.4. Filtre de componente simetrice. 
În acest paragrat se vor prezenta cîteva 
exemple de circuite electrice, la a căror 
borne de ieşire se obțin componentele sime- 
trice ale sistemului trifazat de mărimi, apli- 
cat la bornele lor de intrare. Astfel de 
circuite electrice se numesc filtre de com- 
ponente simetrice. 

Mai general, acest nume se dă tuturor 
circuitelor electrice, la ale căror borne de 
ieșire se obțin mărimi sinusoidale cu valori 
efective proporționale cu valoarea efectivă 
a unei componente simetrice (corespunză= 
toare mărimilor aplicate la bornele de 
intrare). 

Filtrele de componente simetrice se utilizează în numeroase instalaţii de protecţie auto- 
mată împotriva regimurilor nesimetrice de avarie, precum și în măsurări. 

1. Filtre de componente omopolare. Cel mai simplu filtru pentru obținerea componentei 
omopolare a unui sistem de curenţi e format din trei transformatoare de curent, cu înfășu- 
rările secundare legate în paralel (de ex. la bornele unui ampermetru) (fig. 42.6, a). 
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În figura 42.6, b se reprezintă un filtru pentru măsurarea fcomponentei omopolare a 
unui sistem de tensiuni, format din trei transformatoare de tensiune, cu secundarele legate 
în serie. În aceste scheme, k este raportul de transformare al transformatoarelor respective, 


Pig. 42.6 


2. Filtru pentru componenta inversă (sau directă) a unui sistem de curenţi fără componentă 
omopolară : În figura 42.7 este reprezentată schema unui filtru care permite determinarea com- 
ponentei inverse a unui sistem de curenţi. Acest filtru funcţionează corect numai dacă com- 
ponenta omopolară a sistemului de curenţi e nulă, adică dacă suma intensităţilor celor trei 
curenţi e nulă i -+ is + i = 3 ip = 0 (de ex. curenţii de linie la un sistem trifazat fără fir 
neutru). Curentul măsurat de ampermetrul Æ se poate stabili cu teorema lui Thévenin. 

Tensiunea în gol între bornele M şi [N este egală cu 


Uun = Zh + Zale 


În ipoteza făcută (I, = 0), exprimînd curenții în funcţie de componentele lor simetrice, 
conform relațiilor (42.5), se obţine: 


Umno > Zla + Li) + Zs (alq + œI) = (Za + aZ,)Ia + (Za + a'Za)li 
Dacă impedanțele sînt astfel alese încît să satisface relația : 
Zı +aZ;=0, (42.12) 


circuitul funcționează ca filtru, care dă o tensiune Umno proporțională cu componenta inversă 


I;i. Conform teoremei lui Thévenin, intensitatea curentului 14 din ampermetrul conectat în- 
tre bornele MN va fi proporțională cu U MNo Și deci cu componenta inversă J;. 


Practic, un astfel de filtru se poate realiza, de exemplu, luînd un rezistor ca element 


i P X 1 . y3 : : 
de impedanță Z, =r şi ca element de impedanță Z, = Eni +j =g e un tezistor de rezis- 
T PS Se y3 
tență 7 legat în serie cu o bobină de reactanță X =y r. 


Dacă se asigură satisfacerea egalității Z, + a2Z, = 0, tensiunea de mers în gol UN 
şi deci curentul 14, sînt proporţionale cu componenta directă 14. Același rezultat se obţine 
cu filtrul din figura 42.7, dacă se intervertesc fazele 2 şi 3 (v. observaţia de la sfîrşitul aces- 
tui paragraf). 
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3. Filtru peniru componenta directă (inversă) a unui sistem de tensiuni de linie: Deter- 
minarea componentei inverse a unui sistem de tensiuni de linie se realizează adesea cu fil- 
trul cu patru elemente, reprezentat în figura 42.8. 

Tensiunea în gol între punctele M și |N are expresia: 


Üg Uss 
Uun = E Za + Za 
1 ad 


Zr? [Zar ZA z = 


Fig. 42.8 


Suma tensiunilor de linie fiind nulă, componenta lor omopolară e nulă și deci: 
Um = Ua + U; Ug = aUa + aUi; 
Ca urmare, tensiunea U MN, Se Poate scrie sub forma : 


i Z, 
Uu (Zig ou | rara ir r Ui. 
Ag ZE ZA Zi pa PIZ dir RA 


Dacă cele patru impedanţe satisfac condiţia: 


Ea + NE ATI IRI (42.13) 


7 în Z z 
Za + Za Za + Za 
(care se verifică uşor pentru schema din fig. 42.8), tensiunea la ieșirea filtrului e proporţio- 


nală cu U4. 
În sarcină, conform teoremei lui Thévenin, curentul și tensiunea la ieşirea filtrului vor 


fi proporţionali cu U4. - 
Observaţie: Din relaţia (42.6) rezultă că componenta directă V4 a sistemului tri- 


fazat (PV, Ka F3) 
~ 1l 2 
V= ul + aY, +a), 


e egală cu componenta inversă V; a sistemului (V1, Vz, Va), 


l 
V; = 3 (Ki +V; + aV). 


Ca urmare, orice filtru care servește la măsurarea componentelor directe permite şi mă- 
surarea componentelor inverse : pentru aceasta e suficient să se inverseze, la intrarea filtrului, 


fazele 2 cu 3. 

42.1.5. Cîteva proprietăţi ale componentelor simetrice ale tensiunilor și 
curenților. a) Prima ecuaţie din (42.6) arată că sistemele de mărimi trifazate, 
a căror sumă este zero, au o componentă omopolară egală cu zero. 
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Din aceasta rezultă, în particular, că: 

— sistemele de curenţi din elemente de circuit trifazate cu conexiunea 
în stea cu punct neutru izolat (fără conductor neutru sau punere la pămînt) 
au o componentă omopolară nulă; 

— sistemele de tensiuni de linie au componentă omopolară nulă, 

b) În cele ce urmează, pentru a stabili unele proprietăţi ale componentelor 
simetrice ale tensiunilor și curenților, vom calcula componentele simetrice 
directe şi inverse Vy, V,; ale unui sistem de mărimi diferenţe de forma : 


Via = Vi Va Vas = Va Va Va = Vs— Vu (42.14) 
în funcţie de componentele simetrice V}, V; ale sistemului de mărimi V,, 


Va Va. 
Cu ajutorul relaţiei (42.6) se obţine: 


Vu = [V — Va) + a (Va — K) + a? (Va — VI] 


Vu = Ž (V, — Va) + a? (V, — Va) + a (Ya — V1). 


Exprimînd mărimile V,, Va, V}, în funcție de componentele lor simetrice, 
relațiile (42.5), se obține : 


BOE p 
Vu = (l1 — a) V; = V3 e f V 


Pensare o (42.15) 
Relațiile precedente se pot pune sub forma : 
l -již 1 j5 
L= 3 Vue © V; “Ya Vye. (42.16) 


Aceste ultime relații exprimă, în particular, relațiile dintre componentele 
simetrice directe şi inverse ale tensiunilor de fază și de linie la un circuit trifazat 
cu conexiunea în stea. 

Pentru valorile efective ale acestor mărimi rezultă : 


Ura i Uri 
U = U. = — e 42.17 
d /3 i y3 ( ) 


Ca urmare : 

Toate circuitele trifazate conectate în stea la un același sistem de tensiune 
de linie au aceleași componente simetrice directe şi inverse de tensiune, oricare 
ar fi punctul neutru la care se raportează. 

c) Aceeaşi relaţie (42.15) se utilizează la calcularea componentelor sime- 
trice directe şi inverse ale curenților de linie, în funcţie de curenţii de fază la 
un circuit cu conexiunea în triunghi. 

Pentru valorile efective ale acestor mărimi rezultă : 


Ia =V3 In In = V31. (42.18) 
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d) Nesimetria sistemelor trifazate de mărimi se apreciază prin : 

— gradul de disimetrie definit ca raportul dintre valoarea efectivă. a com- 
ponentei inverse și valoarea. efectivă a componentei directe a sistemului de 
mărimi : | 

V: : P 
e; = i (42.19) 
Va $ 

— gradul de asimetrie definit ca raportul dintre valoarea. efectivă a 
componentei omopolare și valgzea efectivă a componentei directe a sistemului 
de mărimi: . 

V 
e= t. (42.20) 


În practică, un sistem de curenţi sau de tensiuni este considerat simetric, 
dacă are atît gradul de disimetrie cât şi gragal de asimetrie mai mici decît 0,05. 


42.2. Circuite trifazate echilibrate alimentate cu tensiuni nesimetrice 


Dacă unui circuit trifazat echilibrat i.se aplică un sistem de tensiuni tri- 
fazat simetric, atunci (v. par. 40) sistemul de curenți din circuit va fi şi el sime- 
tric şi va avea aceeaşi succesiune a fazelor ca şi echilibrat de tensiuni. Este ade- 
vărată şi afirmaţia inversă : într-un circuit echilibrat, un sistem de curenţi sime- 
tric de o succesiune oarecare determină un sistem de tensiuni simetric şi cu o 
aceeaşi succesiune ca și sistemul de curenţi. 

Calculul regimurilor nesimetrice al circuitelor liniare trifazate echilibrate 
se face pe baza teoremei superpoziţiei. Se studiază separat fiecare din regimurile 
corespunzătoare cîte unuia din sistemele componente simetrice ale tensiunilor, 
și apoi se suprapun efectele acestor sisteme de tensiuni. 

Rezultă că în orice circuit echilibrat sistemele componente simetrice de suc- 
cesiuni diferite sînt independente între ele. 

Suprapunerea lor corespunde compunerii componentelor simetrice conform 
relațiilor (42.5). 

Este important de remarcat că, datorită caracterului echilibrat al circui- 
telor studiate, este suficient să se considere cîte o singură fază (şi conductorul 
neutru). Aceasta permite, după cum se va vedea mai jos, utilizarea unor scheme 
echivalente simple corespunzătoare relaţiilor existente între componentele 
simetrice de o aceeași succesiune, 

42.2.1. Circuit trifazat echilibrat în stea fără cuplaje magnetice. Considerăm 
un circuit trifazat echilibrat, format din trei elemente de impedanţă Z legate 
în stea. Impedanţa firului neutru o notăm cu Zy (fig. 42.9, a). 

Descompunînd sistemul de tensiuni în trei sisteme componente trifazate 
simetrice, aplicarea teoremei superpoziţiei conduce la studierea regimurilor 
simetrice (par. 40.1) corespunzătoare schemelor (b), (c), (d). Pentru aceste trei 
scheme, tensiunea fazei 1 a rețelei de alimentare YV. se exprimă, respectiv, prin 
relaţiile : | 


U,= Zn Ui=Zln U= (Z+ 3Zx) I, (42.21) 
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Acestor irei relaţii le corespund, respectiv, schemele (reţelele), echivalente 
monofilare (a), (b), (c), reprezentate în figura 42.10. Aceste scheme redau simplu 
și intuitiv relaţiile dintre componentele simetrice de aceeaşi succesiune ale 


dp ralgtala=0 Groll; -0 3l, 
a. Regim nesimečrie b. Regim simetric drect c. Regim simetric invers d. Regim simetrie omopolar 
l Fig. 42.9 l 


curenților și tensiunilor; ele se numesc schema de succesiune directă, schema 
„de succesiune inversă şi schema de succesiune omopolară. 

Impedanţele corespunzătoare sistemelor simetrice de curenţi de succesiune 
directă, inversă şi omopolară se numesc scurt impedanţă directă Z4, impedanţă 
inversă Z; și impedanţă omopolară Z,. Valorile lor sînt : 


Z= fe Zi, Zy> Zr 3. (42.22) 
y dla „e mp A Z 
Y, V; 
d a 0, b. 


Fig. 42.10 


Se remarcă faptul că impendanța firului neutru intervine numai în cea 
de-a treia ecuaţie din (42.21). Termenul 3Zil, = Zuly reprezintă căderea 
de tensiune de pe firul neutru. 

Practic, rezolvarea circuitului studiat (fig. 42.9, a) pe baza metodei com- 
ponentelor simeirice se face în felul următor : 

a) se determină componentele simetrice ale tensiunilor aplicate (rel. 42.6); 

b) se formează schemele reţelelor de succesiune directă, inversă şi omo- 
polară; 

c) se determină componentele simetrice ale curenților și ale căderilor de 
tensiune pe baza utilizării acestor scheme; 

d) se calculează curenţii și căderile de tensiune căutate în funcţie de com- 
ponentele lor simetrice (rel. 42.5). 


42.2.2. Circuit trifazat echilibrat cu cuplaje magnetice între faze. Considerăm un element 
trifazat de circuit, echilibrat, format din trei elemente monofazate, avînd fiecare o rezistenţă 
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R, o inductivitate proprie L și o inductivitate mutuală M între faze (fig. 42.11) (conexiunea 
elementelor monofazate rămîne arbitrară : stea, triunghi etc.). Ne propunem să determinăm 
schemele de succesiune directă, iversă şi omopolară corespunzătoare, În acest scop presu- 
punem că se stabilește succesiv sistemul de curenţi direct, invers și omopolar. 


îi R+ jol d, l A+jultA) dy 
D ARMENE 
i 
© IX i U, a. Va 
gA : 
A d Prj d; R+jwll-M) 1, 
+ * E ză a 
22——I i — > 2 7, 7; 
Nar 
i Ra, U 
a! Va b = 
gr PRA 
R+jwLl Z +oll+?M) 1 
spe u y > a 3 74 M a, 
în CS d xr 
v; c Us 
Fig. 42.11 Fig. 42.12 


Notînd impedanţele proprii cu Z=r-+joL şi impedanţele mutuale cu Zp =joM 


expresiile corespunzătoare căderilor de tensiune de pe faza I sînt: 
Ua = Z I4 + Zmâtla + ma Ia 


U; =Z I; + Zmali + Zma? l; (42.23) 
Us = Z In + Zmln + Zale : 
Observînd că a? 4- a = —l, relațiile de mai sus se pot scrie sub forma : 
Ua = (Z — Zm) Ia 
U; = (Z— Zm) Îi (42.23) 


Up = (Z + 2Z mn) Ip. 
Ca urmare, impedanțele corespunzătoare celor trei succesiuni sînt : a 
Za=Zi=Z—Zm Zp =Z + Zp. (42.24) 


Schemele corespunzătoare de succesiune directă, inversă și omopolară sînt reprezentate 
în figura 42.12, i 

Observaţii: a) Datorită existenţei impedanţelor simetrice de cuplaj, impedanţa 
omopolară are o valoare diferită de valoarea comună Z4 = Z; a impedanţelor directă și inversă. 

b) În relaţiile (42.23) a intervenit aceeași impedanţă de cuplaj Zm atît pentru curenţii 
de succesiune directă (prima relaţie) cît şi pentru curenţii de succesiune inversă (a doua re- 
laţie). Aceasta se datorește faptului că am considerat un circuit static cu inductivităţi mutuale 
constante. În cazul circuitelor electrice ale maşinilor electrice rotative —— numite elemente di- 
namice — apar, în realitate, inductivități variabile în timp. Pentru regimul sinusoidal, ma- 
şina admite scheme echivalente cu inductivități mutuale constante; dar valorile acestora de- 
pind de ordinea în care se succed înfăşurările fazelor interesate, față de sensul de rotaţie al 
rotorului. Ca urmare, căderea de tensiune produsă într-o fază (r, respectiv s) de curentul din 
altă fază (s, respectiv r) depinde şi de sensul mișcării rotorului față de așezarea înfășurărilor 
celor două faze și rezultă : 

I, = Zm, - 1; respectiv U, = Zn -drs 


cu impedanțe de cuplaj neegale : 


Zm, E Zm, (5, r=1, 2, 3) (42.25) 


Acest rezultat arată că la astfel de elemente dinamice teorema reciprocității (demonstrată 
numai pentru reţele cu elemente de circuit dipolare) nu mai e valabilă. Sistemul de trei impe- 
danţe echivalente cu cuplaje nereciproce ale mașinii admit însă, la curenţi simetrici, o schemă 
echivalentă cu impedanțe egale necuplate. Dar valoarea comună a celor trei impedanţe egale 


15—1668 
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necuplate depinde de natura sistemului simetric de curenţi considerat. De aceea, la maşinile 
electrice rotative trifazate (generatoare, motoare etc.), în schemele directe, inverse şi omo- 
polare apar impedanţe diferite Z4 -Æ Z; -4 Zp Acest rezultat se explică intuitiv și prin faptul 
că cele trei sisteme de curenţi, direct, invers şi omopolar produce cîmpuri magnetice diferite : 
cimp învîrtitor, în sensul de rotaţie al rotorului, cîmp învîrtitor în sens opus rotorului și cîmp 
alternativ „imobil“, 


x 


£ 


În cazul unui circuit complicat trifazat (de ex.fig.42. 


a 


422.3, Formarea schemelor de succesiune directă, inversă si omopolară, 

I 13, a), echilibrat, schemele de 

succesiune directă, inversă și omopolară se pot obține simplu, pornind de la com- 

portarea sistemului în regimurile simetrice de diferite succesiuni (schemele b,cşid). 

În regimurile simetrice înlăturăm cuplajeie magnetice prin înlocuirea păr- 

ților de circuit cuplate cu elemente echivalente necuplate, conform celor prezen- 
tate în paragraful 42.3.2. 

Pentru obtinerea unor scheme monofazate pentru calculul componentelor 

simetrice directe şi inverse, observăm că, în rețelele b, respectiv c, unirea tuturor 


Ë, Zod 24 îm Ly 


Zi~Żm Dy Z Ma 


Fig, 42.14. 


punctelor neutre printr-un conductor de impedanţă nulă și apoi înlăturarea 
fazelor 2 şi 3 nu modifică curenţii din elementele fazei 1. Schemele astfel obţi- 
nute le numim schema de succesiune directă, respectiv schema de succesiune inversă 
a reţelei date (fig. 42.14, a, respectiv b). 


Pentru obţinerea schemei monofazate corespunzătoare componentelor 
omopolare, observăm că, în reţeaua d (din fig. 42.13), triplarea impedanţelor 
de pe conductorul neutru şi înlăturarea fazelor 2 și 3 nu modifică curenţii din 
faza 1 a acestei reţele. Schema astfel obţinută (fig. 42.14, c) o numim schemă 
omopolară a rețelei date. 

Posibilitatea utilizării reţelelor directe, inverse şi omopolare, formate așa 
cum s-a indicat mai sus, se poate demonstra și direct, scriind ecuaţiile care 
decurg din aplicarea teoremelor lui Kirchhoff pentru reţelele trifazate, pentru 
schemele directă, inversă și omopolară (se constată că rezultă aceleaşi valori 
pentru componentele simetrice). 


42.3. Circuite trifazate dezechilibrate 


42.3.1. Reducerea problemei circuitelor trifazate dezechilibrate la proble- 
ma rezolvării unor cirenite echilibrate. Într-un element trifazat de circuit 
dezechilibrat, un sistem de curenți trifazat simetric produce căderi de tensiune 
care formează, în general, un sistem nesimetric,. 

Ca urmare, componentele simetrice de succesiuni diferite nu sînt indepen- 
dente. Relaţiile dintre componentele simetrice sînt mult mai complicate decît 
în cazul elementelor echilibrate, 

Din acest motiv, calculul regimurilor nesimetrice într-un circuit conținînd 
mai multe receptoare dezechilibrate se face, de obicei, echilibrînd circuitul pe baza 
teoremei compensaţiei (par. 38.2.5), prin înlocuirea impedanţelor care produc 
nesimetrie prin tensiuni corespunzătoare. Aceste tensiuni apar ca necunoscute 
auxiliare, ale căror valori se determină astfel încît să fie satisfăcute ecuaţiile de 
functionare scrise separat, atit pentru par- 
tea simetrică de circuit cît și pentru partea 
nesimetrică de circuit. 

42.3.2. Calculul unei retele echilibrate 
care alimentează un singur receptor trifazat 
statie nesimetric, Considerăm o reţea echi- 
librată (R), care alimentează un receptor 
static dezechilibrat fără cuplaje inductive 
între faze. În figura 42.15 s-a reprezentat 
reţeaua echilibrată prin dreptunghiul notat 
cu (R) şi receptorul nesimetric prin impe- 
dantele sale de fază Z1, Za» Za (fără a face 
vreo supoziţie privitoare la modul de 
conexiune al acestor impedanțe: stea, 
triunghi etc.), 

Înlocuind pe baza teoremei compensaţiei cele trei impedanțe prin surse 
ideale, avînd tensiunile la borne : 


U F Zi . L, U, = Za: În Us T Zs d Iz, (42.26) 


se obține circuitul trifazat echilibrat reprezentat fn figura 42.16. 
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Rețea trifazată echilibrată 
(R 


Fig. 42.17. 


Determinarea relațiilor dintre 
componentele simetrice ale tensiu- 
nilor și curenților și în general, studiul 
reţelei simetrice (R) se face cu 
ajutorul schemelor de succesiune 
simetrice Rp R; R, ale acestei re- 
tele (R). Aceste scheme sînt repre- 
zentate în figura 42.17. 

Relaţiile dintre curent și tensiu- 
ne la bornele acestor scheme se 
calculează prin oricare din metodele 
cunoscute din studiul circuitelor 
electrice monofazate şi sînt de forma : 


Ia = —Y 4ga Ua t lase 


L =—Y U+L; 


Ics 


I, N Y 48 U, + Irse 
(42.27) 


Mărimile Y Apa» Yg Yag re- 
prezintă respectiv admitanțele echi- 
valente ale schemelor de succesiune 
directă, inversă, și omopolară pasi- 
vizate, iar 4e L;sco dp: sînt curenţii de 
scurtcircuit debitați de aceste scheme, 
dacă se  scurteircuitează bornele 
Ag— Ba A;— Bi, Ap — B, Aceste 
admitanţe şi acești curenți de scurt- 
circuit se determină în funcție de 
structura părții simetrice de rețea. 

Fe de altă parte, un calcul simplu. 
arată că din ecuațiile (42.26), cu aju- 


torul relațiilor (42.6), se obțin alte trei relații între componentele simetrice ale 
tensiunilor şi ale curenților la bornele elementelor dezechilibrate : 


Ui = Ela + Gil; + tulp 


U; = Ela + li + til (42.28) 


U, = Bila + ali + lu 
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În aceste ecuaţii s-au notat cu &4, &;, Ép coeficienţii (de natura unor impe- 
danţe) ale căror expresii în funcție de impedantele Z,, Zo, Za care formează 
receptorul nesimetric sînt: 


E, (Z+ Z+ Z), 
E 1 9 
U= (Za + aZa + a?Z,), (42.29) 


1 r2 N 
i 7a -+ aZ, + afs). 


J 
Il 


Sistemele de ecuaţii (42.27) şi (42.28) formează împreună un sistem de 
ecuații cu șase necunoscute, Ug, Ui, Up, Ia Li» Ip, care reprezintă compo- 
nentele simetrice ale tensiunilor și curenților la bornele receptorului nesimetric. 
Prin rezolvarea acestui sistem (42.27), (42.28), se pot determina deci aceste 
componente. Utilizînd relațiile (42.5), se calculează curenții și tensiunile la 
bornele receptorului nesimetric. 

În continuare, cunoscînd tensiunile Uz, U; U, de la bornele schemelor 
de succesiune R4, R; R,, reprezentate în figura, 42.16, determinarea compo- 
nentelor simetrice ale curenților și tensiunilor din laturile rețelei simetrice (R) 
se face simplu, rezolvînd separat fiecare din aceste scheme. 

42.3.3. Caleulel regimurilor de avarie nesimetrice ale unor rețele trifazate 
echilibrate, În cazul unor scurtcircuite între o fază și pămînt, între două faze — 
cu sau fără punere la pămînt, ca în cazul întreruperii unei faze sau a două faze, 
apar regimuri de funcţionare nesimetrică. Calculul unor astfel de regimuri 
prezintă importanță deosebită pentru protecţia şi dimensionarea sistemelor 
electrice trifazate. 

Nesimetria corespunzătoare acestor scurtcircuite şi întreruperi este echi- 
valentă cu prezenţa unor receptoare statice simple, pentru care, în locul rela- 
ţiilor (42.28), se obţin relaţii mult mai simple. Satisfacerea unor astfel de relaţii 
simple între componentele simetrice ale tensiunilor, respectiv curenților la locul 
nesimetriei, se face, de regulă, prin interconeciarea adecvată a schemelor de 
succesiuni simetrice R, Ra R; 
Studiem unele exemple tipice care 
se pot aplica la diferite situații 
practice. 

1. Scuricircuit pe faza l, cu 
întreruperea fazelor 2 și 3. Pentru 
a putea aplica metoda componen- 
telor simetrice, pe lîngă perechea 
de borne A, şi B, (între care se 
realizează scuricirenitul), s-au con- 
siderat şi perechile de borne 
analoge 4, — B, și As — Ba 
obţinîndu-se un receptor trifazat 
dezechilibrat echivalent (fig.42.18). 
Acest receptor are un conductor 
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de impedanţă nulă (Z, = 0) pe faza 1 și două întreruperi pe fazele 2 şi 3 
(deci Z, = Z = %); ca urmare 
U,=0; L= =0. (42.30) 


Cu ajutorul relațiilor (42.5) şi (42.6) se deduc relațiiie corespunzătoare 
dintre componentele simetrice : 


U, + + U = I, = I = I; (42.31) 


Fig. 42.19, 


Se observă uşor că satisfacerea ultimelor ecuaţii de către curenții de la 
bornele schemelor Ra Ri» R; se poate asigura prin legarea în serie a dipolilos Rar 
R, R, (íg. 42.19). Pentru a satisface și prima ecnatie de către tensiunile ce la 
bornele acelorași scheme, este suficient să unim punctele Aa si B, printr-un 
conductor de impedanță nulă. 

Ca urmare, calculird curenţii din acest circuit, se obtin componentele 
simetrice ale curenților şi tensiunilor. p 

2. Scurtcircuit pe fazele 2 şi 3, cu întreruperea fezei I. In figura 42.20 s-au 
notat cu A, — B, respectiv cu A, — Ba, perechile de borne scurteircuitate şi 

cu Aa Ba i “omolog (în gol) de 


i îi aa as pe faza 1. Ecuațiile acestui receptor de- 
| 1R} | zechilibrat sînt : 
i 
A i i FI 
i E aA a I =0; Us=U,=0. (42.32) 
| | | _ | 
| f l 1,0 i | Cu ajutorul relaţiilor (42,5), respectiv 
| A TA | (42. 6), aceste condiții se exprimă în func- 
4, i 
a 4 


tie de componentele simetrice corespun- 
zătoare, astfel : 


(42.33) 


U, = U; = U; 


Fig. 42.20, Se verifică uşor că satisfacerea aces- 

tor ecuații de către tensiunile și curenții 

ex stenți la bornele corespunzătoare ale rețelelor de succesiune directă, i inversă 

și omopolară ale reţelei simetrice se poate face simplu, interconeciînd aceste 
reţele î în derivație, așa cum se indică în figura 42.2]. 

Prin urmare, curenţii și tensiunile din rețelele de succesiuni simetrice ale 

părții echilibrate de reţea satisfac, datorită interconectării, şi ecuaţiile cores- 
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punzătoare părții dezechilibrate; ca urmare, acești curenți reprezintă compo- 
nentele simetrice corespunzătoare regimului nesimeiric studiat. 

Pentru calculul unui scurtcircuit între două faze vom utiliza o conexiune 
echivalentă în stea, ca şi pentru orice element trifazat cu conexiune în triunghi, 
Aceasta se poate obţine, considezind suprapuse punctele B,, Ba, Ba, într-un 
punct neutru, artificial izolat 0. 
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42.3.4, Aplicații s L Seurteircuit bifazet ie bornele unui generator, jără punere la păminii. 
Considerăm un generator cu tensiuni electromotoare de fază simetrice E, a?H, aH, astfel că 
polară 2, (fig. 42.22, a), 

ară la pămînt. 
at în stea, cu Z4 = œ, 


N = 0, ca în figura 42,22, b. Se obţine astfel cazul studiat în paragratul 


Za = 0, Zs>0, Z 


€ 


Fig. 42.22. 


precedent, punctul 2, în care sint valabile reiaţiile (42.33) pentru componentele simetrice ale 
tensiunilor și curenților receptorului și schema echivalentă din figura 42.22, ce, cu cele trei 

„reţele de succesiune directă, inversă şi emopolară, conectate în paralel (cu Z} or = Zp- 
+ 3 Zu = %). Rezultă: 


= =] = a= 
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S Pa 
E 3F 
Ja = ph alq + al; = (ê — a = = za 
Z+ Z Zą + Ži 
Zi [3E 
I, = lp + alq + 27; = tai EE E N 


2. Punere la pămînt monofazată la bornele unui generator, printr-o impedanţă Z,- 
Considerăm acelaşi generator de mai sus, la care borna fazei 1 e conectată la pămînt printr-o 
impedanță Z, (üg. 42.23, a). 


Fig. 42.23. 


Relațiile (42.26) sînt, în acest caz: 


U= Zplis Ja =9, h= 0. 


F ` . : e s. . . . . 2e 
Înlocuind tensiunile și curenţii, în funcție de componentele lor simetrice, se obțin relațiile : 


HA TT FI ITI 
prena aa a brt EEn, 


Zp 3 Zp 
corespunzătoare schemei echivalente de interconexiune din figura 42.23, b, din care rezultă : 


E 
Zi + Za + Zp + 87} 


3. Regim trifazat nesimetric al unei retele complexe, Vom presupune că în rețeaua sime- 
trică, reprezentată în figura 42.13, a se realizează un scurtcircuit între punctul A, care repre- 
zintă o bornă a generatorului și punctul B de pe conductorul neutru, legat la pămînt. 

Presupunînd cunoscute t.e.m. ale generatorului și impedanţele circuitului (pentru ele- 
mentele dinamice, impedanţele directe, inverse și omopolare), urmărim determinarea curen- 
ților şi căderilor de tensiune. Observăm că scurtcircuitul de pe faza 1 e echivalent cu un re- 
ceptor dezechilibrat, de tipul din figura 42.18, conectat în stea la bornele generatorului (fig. 
42.24). Conform observaţiei de la sfîrşitul paragrafului precedent, punctele Bı, Ba, Ba le pre- 
supunem suprapuse şi formînd un punct neutru B. 

Conform celor expuse în paragraful precedent, rețelele directe, inverse şi omopolare (re- 
prezentate în fig. 42.14) pentru acest tip de nesimetrie se leagă în serie (fig. 42.19), obținin: 
du-se reţeaua de calcul monofazată din figura 42.25. 

Determinarea componentelor simetrice ale curenților și căderile de tensiune ale rețelei 
se reduce astfel la determinarea curenților şi căderiior de tensiune din această rețea de calcul. 
Această operaţie se poate face şi experimental, pe modele ale reţelei de calcul obţinute, rea- 
lizate în laborator, ale căror tensiuni şi curenţi se măsoară direct. Compunînd componentele 
simetrice ale diferiteţilor curenţi sau tensiuni, cu ajutorul relaţiei (42.5), se obțin curenţii și 
căderile de tensiune căutate din rețeaua cu scurtcircuit nesimetric. În generatoarele obișnuite, 
de construcţie echilibrată, Eq = E şi E;=0, Ep =0. 


Ia = Îi = p= 


Fig. 42.24, 


42.4. Calculul puterii cu ajuiorui cemponenieler simetrice 


Se ştie că puterea complexă totală a unui sistem trifazat, avînd tensiunile 
de fază Ui, Ua, Us şi curenţii de fază D, Io, Ig. se calculează pe baza unei expresii 
de forma 41.30 : 

S = Sat Sa + Ss = Uli + Ual + Val (42.34) 


unde, cu Îi, Iz, I3 s-au notat valorile complexe conjugate ale lui I, Iy, În. 
Puterea complexă $ = P + jQ se poate exprima în funcţie de componen- 
tele simetrice, utilizînd relaţiile (42.5) : 


U, = U, + Uat U; U= U, + a° Ug + aU; Us = Up + aUa t aU; 
După gruparea termenilor din (42.34), rezultă: 
S = Ui + i + D) + U + aI + als) + U; (i + als + ala). 
Deoarece a? == a* y a = a?*, rezultă : 
3 ES EA (42.35) 
unde s-au notat cu Jj, 73 Si 7; valorile complexe a ae ale componentelor 
simetrice În, Za L; ale curentilor T de s dge 


Notînd cu op oa q; defazajele dintre componentele simetrice de același 
nume ale tensiunilor şi curenților, se a expresiile : 


P = Re IS = 3 Ul COS Qp T L3 Usa ces ea F Â 
Q = Im {S} = 3 Up sin pp + 3 Ufa sin ẹ4 + 3 UI; sin e. (42.36) 


a 
as 


Ultimele relații arată că puterea activă, respectiv reactivă, a unui circuit 
trifazat este ega iă cu suma puterilor active, respecti v reactive, corespunzătoa: re 
sistemelor componente simetrice de același nume ale curenților și tensiunilor, 
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Un multipol electric (v. par. 38.2) cu patru borne de acces se numește 
cuadripoi general sau tetrapol. Prin urmare, un cuadripol general este o reţea 
electrică cu patru borne de acces, ale cărei laturi interioare nu prezintă cuplaje 
inductive (inductivități mutuale) cu exteriorul (fig. 43.1). Un cuadripol general 
e o reţea neizolată, care constituie o parte a unei reţele mai mari, eventual izo- 
lată. Curenţii și tensiunile din reţeaua exterioară sînt complet determinaţi de 
structura ei și de poienţialele și curenţii bornelor de acces ale cuadripoiului, 
Interacțiunea cuadripolului cu exteriorul e deci complet caracterizată de cele 
patru potenţiale ale bornelor şi de cei patru curenţi primiți din exterior, Ale- 
gerea originii potenţialelor fiind arbitrară, se poate alege egal cu zero potențialul 
unei borne; suma curenților care intră 
într-o suprafaţă închisă fiind nulă [teo- 
rema continuității curentului electric de 
conducţie — (31.10) — valabilă în regim 
cuasistaționar], unul dintre cei patru 
curenţi se poate exprima în funcție de 
ceilalți trei. Există deci numai șase va- 
riabile (trei potenţiale şi trei curenți) 
necesare și suficiente pentru caracteri- 
zarea funcţionării unui cuadripol gene- 
ral în reţeaua din care face parte. 

În regimul permanent sinusoidal, 
studiat cu reprezentarea în complex, 
se poi alege drept variabile caracteris- 
tice curenţii 7,» Za» Is a trei dintre borne 
şi tensiunile U}, Us, U, dintre aceste Fig. 43.1, 
borne şi borna a patra, Dacă se aplică 
anumite tensiuni la borne, curenţii sînt determinaţi şi se pot calcula, ţinind 
seama de structura interioară a cuadripolului. Se obţin astfel trei relaţii : 


I, = &(Ua Uz U3); Ia = & (Us Ua Us): La = fa (Un Ua Us) (43.1) 


4 
Piu X, EEEE 
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numite ecuaţiile caracteristice ale cuadripolului, care sînt necesare și suficiente 
pentru studiul reţelei din care el face parte. Dacă se cunosc aceste ecuaţii, struc- 
tura de detaliu a cuadripolului nu prezintă importanţă. Un receptor trifazat 
cu fir neutru e un exemplu de cvadripol general. 

Multipolii — şi, în particular, cuadripolii generali — se pot clasifica din 
mai multe puncte de vedere. Multipolii pot fi liniari, parametrici sau neliniari, 
după cum parametrii elementelor de circuit ale schemelor echivalente sînt in- 
variabili, sînt funcțiuni date de timp, sau depind de valorile curenților și ten- 
siunilor; la multipolii liniari se aplică teorema superpoziţiei şi ecuaţiile carac- 
teristice sînt ecuaţii liniare. Multipolii pot fi activi sau pasivi, după cum conţin 
sau nu surse de energie electromagnetică; la multipoiii liniari şi pasivi, curenții 
de regim permanent se anulează o dată cu tensiunile aplicate şi ecuațiile carac- 
texistice sînt liniare și omogene. Multipolii pot fi disipativi sau nedisipativi, 
după cum conţin sau nu elemente de circuit, care sînt sediul unei transformări 
ireversibile de energie în căldură (de ex. prin efect Joule-Lenz); multipolii disi- 
pativi au schemele echivalente, cu rezistenţe nenule în laturi. Multipolii pot 
f reciproci sau nereciproci, după cum admit sau nu proprietatea de recipro- 
citate : curentul J; — care intră prin borna i cînd toate bornele sînt legate con- 
ductiv între ele, afară de borna j la care se aplică tensiunea U; = U față de 
celelalte — este egal cu curentul Î, — care intră prin borna j cînd toate bornele 
sînt legate conductiv între ele, afară de borna i la care se aplică tensiunea U; = 
U faţă de celelalte. În paragraful 38.3.5. am demonstrat această proprietate 
(teorema reciprocităţii) pentru reţele electrice liniare, constituite din elemente 
de circuit dipolare : generatoare, bobine, rezistoare, condensatoare, Pentru reţele 
care conţin elemente de circuit multipolare (de ex. mașini electrice trifazate), 
proprietatea de reciprocitate poate să nu fie verificată, chiar dacă reţeaua este 
liniară. În cazul multipolilor neliniari, teorema reciprocităţii nu are loc decît 
accidental, chiar dacă toate elementele de circuit sînt dipolare. 

Se numește poartă a unui multipol o grupare de borne de acces pentru 
care suma algebrică a curenților e nulă oricare ar fi potentialele bornelor multi- 
polului. O astfel de situaţie poate fi impusă numai de structura topologică a 
multipolului sau a reţelei exterioare la care e conectat, ca o consecinţă a teoremei 
continuității curentului electric de conducţie (respectiv a primei teoreme a lui 
Kirchhoff). Fiecărei porți i se poate asocia în mod unic o anumită putere instan- 
tanee, definită de suma produselor dintre potenţialele şi curenţii bornelor respec- 
tive (v. rel. 37.1). Deoarece suma curenților e nulă, schimbarea originii poten- 
ţialelor nu afectează această putere. Din acest motiv se consideră că transmi- 
siunea puterii se face pe la bornele porţii — deși în realitate e localizată în cîmpul 
electromagnetic ca flux al vectorului Poynting. O poartă concretizează, deci, 
una dintre căile de transfer a energiei electromagnetice între exteriorul și inte- 
riorul multipolului. În numeroase aplicaţii interesează porţile cu două borne, 
avînd curenţi egali și opuși, care pot fi porţi de intrare sau porți de ieșire. 

Se numește poartă de intrare o poartă cu două borne (de ex. 1, I în 
fig. 43.2), la care tensiunea aplicată U, şi curentul J} sînt asociaţi după regula 
de la receptoare. La o poartă de intrare, puterea complexă S} calculată cu aceste 
mărimi e o putere primită : 
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S = VG = Wii r = VL A Vp Lee (43.2) 


(curenții primiți din exterior fiind J9 = 7, și IA = — L). 


Se numeşte poartă de ieşire o poartă cu două borne (de ex. 2, 2' în fig. 43.2 
la care tensiunea aplicată U, şi curentul f, sînt asociati după regula de la genera- 


3 
_ 


toare. La o poartă de ieşire, puterea complexă $, c caleulată cu aceste mărimi 


suie ii : e o putere cedată, 


7 
& [aj =o K m 4 * 
j Da Nola FYI Vyta mey 


2 


= — (Wa + VIKA) (43.3) 


(curenţii primiti din exterior fiind 


K = a și If = 1). 


Multipol 


26 


z £ 
d 3,03 
Fig. 43.2. Fig. 43.3. 


43.2 Cuadripoli diporți 


Se numeşte cuadripol diport, sau numai cuadripol,un cuadripol general 
ale cărui borne sînt grupate în două porți. Prin urmare, în acest sens, un cuadri- 
pol e o reţea neizolată, fără cuplaje inductive cu exteriorul, cu patru borne 
de acces grupate în două perechi de borne (sau porţi), avînd fiecare curenţii 
egali și opuși (fig. 43. 3). 

În cele ce urmează ne vom ocupa numai de cuadripolii diporţi, deoarece 
aceştia sînt elementele fundamentale ale lanțurilor de transmisiune a energiei 
electromagnetice sau a semnalelor electromagnetice. Ținînd seama de această 
utilizare, una din porţi e poarta de intrare (1, I’ în fig. 43.3) — cu convenţia 
de asociere a sensurilor de la receptoare — iar cealaltă e poarta de ieşire (2, 2 
în fig. 43.3) — cu convenţia de asociere a sensurilor de la generatoare. 

Interacțiunea unui astfel de cuadripol cu exteriorul e complet caracteri- 
zată de numai patru variabile : 


U, — tensiunea de la intrare (tensiunea primară), 
J, — curentul de la intrare (curentul primar), 
U, — tensiunea de la ieșire (tensiunea secundară), 
J, — curentul de la ieșire (curentul secundar). 


În aplicaţii este foarte important să se verifice dacă cuadripolul e efectiv 
diport, adică dacă cei doi curenţi de la bornele de intrare (sau de la cele de 
ieşire) sînt egali și de sens opus. Această condiţie e sigur realizată, oricare ar fi 
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structura internă a cuadripolului, dacă reţeaua conectată ia intrare şi reţeaua 
conectată la ieşire sînt izolate una de alta (fără legături conductoare — fig. 43.4). 
În adevăr, în acest caz există o suprafaţă închisă E, care conţine una din aceste 
reţele și e dusă numai prin dielectric, cu excepţia a două puncte, unde e înțepată 
de cele două conductoare ale bor- 
nelor uneia dintre porţi. Conform 
teoremei continuității, suma cu- 
renţilor care ies din această supra- 
faţă e nulă și deci cei doi curenţi 
ai unei porți sînt egali și opuși. 
Dacă rețeaua conectată la intrare 
şi reţeaua conectată la ieşire nu 
sînt izolate una de alia (au cel 
puţin o legătură conductoare între 
ele), numai prin analiza structurii 
lor sau a cuadripolului se poate 
a stabili dacă cei doi curenţi ai unei 
Fig. 43.4. porţi sînt în mod necesar (adică, 
exclusiv ca urmare a primei teo- 
reme a lui Kirchhoff) egali şi opuşi. Această condiţie e sigur satisfăcută, de 
exemplu, ori de cîte ori cuadripolul conţine un transformator, care asigură 
separarea conductivă a porţii de intrare de poarta de ieşire. 


pe m mm 


43.3, Ecuațiile şi parametrii cuadripolilor liniari, pasivi și reciproci 


Dintre cele patru variabile I, I, U, şi U, care caracterizează interacțiunea 
cuadripolului cu exteriorul, numai două sînt independente din punctul de vedere 
al structurii interioare a cuadripolului. Dacă, de exemplu, se aplică la borne 
tensiuni 77, si U, cunoscute, teoremele lui Kirchhoff permit determinarea unică 
a cuxenților I Işi i Ja. Există deci între aceste patru variabile, două relațiide forma : 


F (l. I, U,» U3) = 0 Fa(Iue L, U, U.) = 0, (43.4) 


numite ecuaţiile cuadripolului sub formă iinpliciiă, a căror cunoaştere e sufici- 
entă pentru studiul comportării cuadripolului în. rețeaua mai mare din care 
face parte. 

Cuadripolul fiind prin ipoteză liniar și pasiv, aceste ecuaţii sînt neapărat 
liniare și omogene. Dacă ecuațiile nu ar fi liniare, nu s-ar verifica teorema Super- 
poziției caracteristică rețelelor liniare. Dacă nu ar fi omogene, curenții nu s-ar 
anula pentru U, = 0, U, = = 0, ceea ce ar implica existența unor surse interioare, 
care nu există în cuadripolii pasivi. 

Coeficienţii ecuaţiilor liniare și omogene ale cuadripolilor reciproci mai 
trebuie să satisfacă teorema reciprocității (par. 38.3.5) aplicată rețelei izolate, 
obţinută scurtcircuitînd bornele fiecăreia dintre cele două porţi. Curentul secun- 
dar I, produs de o sursă ideală de t.e.m. E conectată între bornele primare 


cu sensul lui J, (astfel că U; = E), bornele secundare fiind scurteircuitate 
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(>: == ăi v o 43, 7 a), trebuie să fie egal cu curentul primar [y produs 


), 
e t.e.m. E, conectată între bornele secundare cu sensul 


n fig. 43.5, b), bornele primare fiind seurtceircuitate 


Relaţia dintre coeficienţi impusă de 
această egalitate (valabilă pentru orice 
valoare a tensiunii E) se numeşte con- 
ditia de reciprocitate. 

Ecuațiile cuadripolilor (43.4) au 
diferite forme explicite, obţinute alegînd 
cite o anumită pereche de variabile ca 

raziabile independente: U, și Ia U, 
şi L, L ṣi Io» U, si U, etc. În aceste 
forme explicite, e selelalte două variabile 
sînt exprimate ca funcţii liniare şi omo- Fig „43.5, 
gene de cele două variabile independente, 
cei patru coeficienţi complecși ai acestor funcţii numindu-se parametrii cuadri- 
polului sau constantele cuadripolului. Condiţia de reciprocitate (43.5) impune 
o relație între acești patru parametri : Un cuadripol diport, liniar, pasiv și 
reciproc e caracterizat prin numai trei parametri complecși independenţi (sau 
prin sase parametri reali). Toţi cuadripolii care au aceiași parametri sînt echi- 
valenţi între ei și pot fi substituiţi unul altuia, fără ca această substituție să 
afecteze starea rețelei mai mari din care fac parte. 

Caracterul pasiv al caadripolului (asociat valorilor poziiive sau nule ale 
rezistenţelor laturilor lui) mai impune satisfacerea condiţiei ca puterea activă 
totală primită de cuadripol să nu fie negativă, oricare ar f valorile variabilelor 


independente : 


P = P, — Pa = Re {Vi — Val) >0, (43.6) 


egalitatea corespunzând cuadripolilor ne disipativi. 
Cei trei parametri complecși independenți nu pot avea deci valori arbi- 
trare, ci numai valorile compatibile cu condiţia de pasivitate (43.6). 


3.3.1. Forma fundamentală a ecuaţiilor cuadiipolului si parametrii 
PI ea Deoarece funcțiunea cea mai importantă a cuadripolilor e aceea de 
element al unui lanţ de transmisiune a energiei electromagnetice sau a semnalelor 
electromagnetice, forma fundamentală a ecuaţiilor cuadripolilor e aceea în care 
mărimile de intrare U,, J} sînt exprimate în funcţiune de mărimile de ieşire 
U, Î» prin relaţii liniare şi omogene de forma : 


BI, - 
Fols | (43.7) 


n 
2 + 34 to 


Coeficienții A, B, C, D ai acestor aa se numesc parametrii fundamentali 
ai cuadripolalui. 4, şi D sînt coeficienţi adimensionali, B e o impedanţă, iar 


40 CUADRIPOL! 


C o admitanţă, Parametrii fundamentali au următoarele interpretări experi- 
mentale : 


U z po Me x 
A = E = raportul de transformare al tensiunilor la mersul în gol 
ia /Ia=0 
1 f š 4 A 
B = = valoarea inversă a admitanţei de transfer de seurt- 
(= ) circuit (43.8) 
I, ]Ua=0 
1 r i ă ; 
C = = = valoarea inversă a impedanţei de transfer la mers în 
(=) gol 
| El 1a=0 
| Ia) k d Fa A, 
D = =] = raportul de transformare al curenților la mersul în 
Ia /Ua=0 scurtcircuit. 


Cu ajutorul ecuaţiilor (43.7), condiţia (43.5) impune egalitatea : 


şi cum E e arbitrar, rezultă condiția de reciprocitate : 


exprimată cu parametrii fundamentali. Se observă că A e chiar determinantul 
sistemului (43.7) şi conform cu (43.9) acest determinant nu poate fi nul. Ecua- 
tiile (43.7) au deci o soluţie unică, dacă sînt explicitate în raport cu U; și Ja. 
Folosind regula lui Cramer, se obţine o altă formă fundamentală a ecuaţiilor 
cuadripolilor, în care mărimile de ieșire U,, I, sînt exprimate în funcţie de cele 
de intrare U,, f: 


De Oe (43.10) 
Ia 


= — CU, + Ali 


43.3.2. Parametrii impedanţă. Dacă ecuaţiile fundamentale (43.7) se pot 
explicita în raport cu tensiunile U,, U, (adică dacă C Æ 0), se obţine o altă 
formă a ecuaţiilor cuadripolilor liniari și pasivi : 


Ui F Zul + Ziedo 


(43.11) 
U = Zalı T Zalo 
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în care coeficienţii sînt parametrii impedanţă ai cuadripolului 


Zu = | 3) = = = impedanţa de intrare la mers în gol 
ii În JIa=0 € 
AD — RC 
= (7) = APE (43.12) 
= Jajh= € 
Ua l : Fi 
Zu = A = — = impedanţa de transfer la mers în gol 
În H=0 C 
LU 
Zn = a TOn 2 s 
da 'I1=0 C 


Ținînd seama de aceste expresii, condiția de reciprocitate exprimată cu parametrii impedanță 
se scrie : 


| Zi = — Za | d (43.13) 


Determinantul sistemului (43.11) este: 
A = ZuZe Te Ziza = Zia F Z,3 (43.14) 
Cu ajutorul parametrilor impedanţă, condiția de pasivitate (43.6) se scrie: 
= Re {Z A Zast + Zita + PIS) = 
PeR PR 
= Re 4 Zu? — Zoli + 27salu a cos (J, J2)) 2 0 


Această condiţie poate fi satisfăcută pentru orice valori efective J,, J, şi pentru orice defa- 
zaj al curenților, dacă 


Re i Zu} 2 2 0: Re i Zo > 0; = Re { Zi Zaa } > i Re {Za} | 2 0. (43.15) 


43.3.3. Parametrii EEEE Dacă ecuaţiile fundamentale (43.7) se pot 
explicita în raport cu curenţii J4, Ta 2 (adică dacă B Æ 0), se obține o altă formă 
a ecuațiilor, cuadripolilor liniari și pasivi: 


i 
EEE NEA 
|21 > Enta + Lola (43.16) 
h= Yat: + Yala 4 
în care coeficienții sînt parametrii alana ai TE : 
AA D , SON 
Yi = = = = admitanţa de intrare de scurtcircuit 
U, U2=0 B 
II 4D — BC 
n = (2) -2 
U, JU,=0 R 
i (43.1 HF 
Ja l ; 1 pa rană 
Ya = |= = — = admitanţa ae transier de scurtcircuit 
(a J/Va=0 B 
I, 4 
i U, U1=0 RB 


16--1668 
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TȚinînd seama de aceste expresii, condiția de reciprocitate (43.9) exprimată cu parametrii admie 
tanță se scrie: 


Ye =— Yal: (43.18) 


Determinantul sistemului (43.16) este: 
Ay = Yu Ya — YY n = YnY a t Yis (43.19) 


Cu ajutorul parametrilor admitanță, condiția de pasivitate (43.6) conduce la relațiile : 
1 
ReţYu) 20; Re {Ya} S0 ;z Re {Yn — Ya} > | ReţYa) | > 0 (43.20) 


43.3.4. Relaţii între diferitele categorii de parametri. Dacă determinantul 
À, 0, parametrii admitanţă se pot exprima în funcţie de parametrii impedanţă 
prin relaţiile : 


Ža Z, Z 
E2. Y, = — £B. Y [= a N Y lm 
AS —12 A? 21 A 3 22 


Yu = Zu, 


(43.21) 


=z —2 


iar dacă determinantul A, Æ 0, parametrii impedanţă se pot exprima în funcţie 
de parametrii admitanţă prin relaţiile : 


Zu= =; Za=— =; Za = — $; Za = E. (43.22) 
=y pamje =y ay 
Se observă imediat că 
Ape Ag | (43.23) 


Dacă se dau parametrii admitanţă, respectiv impedanţă, şi dacă 
Ya Æ 0, respectiv Za Æ 0, se pot calcula parametrii fundamentali : 


A = Xa Zu l_ _&, __ Ay l. p=Eu Zaa 
<a T e TNF E > = T ce E e E E PPE eee, 
Ya Za Ya Za Ya Za Ya Za 
(43.24) 


Se numeşte cuadripol degenerat un cuadripol pentru care unul din determinanţii Àz, 
respectiv A, este nul. Pentru cuadripolii degeneraţi au sens numai unii dintre parametrii 
definiţi mai sus pentru un cuadripol oarecare, ceilalți parametri fiind infiniţi sau nedeterminaţi 
(v. și par. 43.4.1.). 

43.3.5. Cuadripoli simetrici. Un cuadripol poate fi alimentat pe la bornele secundare, 
care constituie, în acest caz, bornele de intrare și poate debita pe la bornele primare, care con- 
stituie, în acest caz, bornele de ieșire. Aceasta e 
alimentarea inversă a cuadripolului (fig. 43.6), 
care corespunde, în ecuaţii, schimbării sensului 
de referinţă al curentului 


Ui=U,; Usa; Ii => $=—]} (43.25) 


Ecuațiile cua dripolului la alimentare inversă 
se obţin cu (43.25) din (43.10): 


U; = DU + BI; 


(43.26) 
Fig. 43.6. 13 = CUi + Al. 
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Se numeşte cuadripol simetric un cuadripol la care intervertirea porților de intrare și 
de ieşire nu afectează exteriorul. Pentru aceasta e necesar și suficient ca prin substituția 1222, 
ecuaţiile la alimentarea inversă să coincidă cu ecuaţiile obișnuite (43.7). Condiţia de sime- 
trie necesară şi suficientă rezultă a fi 


4=p|- (43.27) 


Cu ajutorul parametrilor impedanţa, respectiv admitanță, condiţia de simetrie se scrie 
dv. 43.24): 
Zos = — Zu, respectiv Ya = — Yu. (43.277) 


Un cuadripol simetric reciproc are numai doi parametri independenţi, iar condiţia de 
reciprocitate pentru cuadripoli simetrici se scrie ; 


42=14+ BC, (43.28) 


43.4. Determinarea parametrilor cuadripolilor 


Principalul obiectiv al studiului unui cuadripol consistă în determinarea 
parametrilor, care sînt suficienţi şi necesari pentru caracterizarea funcţionării 
cuadripolului în rețeaua mai mare din care face parte. Această deierminare 
se face analitic sau experimental. În paragraful 44.3 vom prezenta metode 
matriceale pentru determinarea parame- 7 
trilor unui cuadripol de structură mai d; Zi Z2 d2 


complicată, care poate fi prezentat ca Z = 7/y 
o asociaţie de cuadripoli mai simpli, ù y= 1/2 
cu parametri cunoscuți. = i 7 -7 7. 

Ia Za 


43.4.1. Determinarea analitică. Dacă y 
se cunoaște structura interioară a cu- a. 
adripolului, ecuaţiile fundamentale (sau 
altele) se pot obţine cu ajutorul teo- 
remelor lui Kirchhoff, eliminînd suc- 
cesiv curenții laturilor interioare și 
presupunind date tensiunile U, şi U. 
Parametrii cuadripolului rezultă atunci 
prin identificare. Se pot folosi și direct 
relaţiile (43.8), (43.12), (43.17), studiind 
regimuri particulare de mers în gol și 
scurtcircuit, 


Aplicaţii : 1. Cuadripolul în T (fig. 43.7,a). 
Scriind ecuaţiile lui Kirchhoff pe cele două 
ochiuri, se obțin relaţiile : 


| Un = Zh (ZU — h) = (Z + Z) — Zh 


| T= 2h +Z — h) =Z (Z + Zr Fig. 43.7. 


244 CUADRIPOLI 


în care apar direct parametrii impedanță 
Zu = Za +Z, Za =— Z, Zn =Z. Za —(Z + Z) (43.29) 
Cu relaţia (43.24), parametrii fundamentali sînt (cu Y = 1/7): Ă 
0420, BEP za, Oa ED za (43.30) 


iar cu relaţia (43.21) se pot obţine parametrii admitanţă. 
2. Cuadripol în TI (fig. 43.7, b). Scriind ecuaţia a doua a lui Kirchhoff pe ochiul central, 
rezultă : 


Da = Y,U, + 1 = (Y, + Y) U, — YU, 
| I, = I — YU, = YU, — (Ya + Y) +U- 
Acestea sint ecuațiile în care apar parametrii admitanță : 
Yu Pr Vase Yn=Y, Ya =Y, +Y). (43.31) 
Cu relația (43.24), parametrii fundamentali sînt (cu Z = 1/Y): 
A=1+Y:7, B=Z, C= Y, +Y, +ZY:Yə D=1 + YZ, (43.32) 


iar cu relația (43.22) se pot obține parametrii impedanță. 


3. Cuadripolul în punte (fig. 43.1, c). La structuri mai complicate e preferabil să stu- 

diem direct regimuri particulare de gol (CA = 0 sau J, = 0) şi scurtcircuit (U, = 0 sau U, = 

= 0), folosind relaţiile (43.8), (43. 12). (43, 17. În cazul cuadripolului î în punte, dacă secunda- 
sal e în gol Q= 0), rezultă : 


E U, 
1 
Zi + Za 
şi 
7 
nein 
Zi + Za 
Se obţine: g 
ic (2) -Btt o. (2) Bar ZaiZ aas 
Ile ]Ia=0 Zola — Z124 U, r, =0 Ze 73 — ZZ, 


Dacă secundarul e în scurtcircuit (U, = 0), rezultă : 


Za) 


h=U spo e Ui S a T 
ZuZe ZZ, ZiZa (Za t Za) + ZZ, (Z1 + Za) 
Zıt Z; +Z, 
şi 
I casă LA Ze nen ii Za Ea U, ZZ; D ZZ, tea 
Zi + Za Zs Za ZiZa (Za -H Za) + ZaZa (Za 4 Za) 


Se obține 


zZ (=) _ ZiZa(Za + Za) + ZZ, (Z tZ în), at »=[5) (i -+ Z) (Z Za) 443 33) 
Za JUa=0 ZZ — ZZ, JajUg=0 Zola i 
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Ca verificare, se poate utiliza condiţia de reciprocitate (43.9). Ceilalţi parametri rezultă cu re- 
laţiile (43.12) și (43.17). 

4. Transformatorul liniar (fără miez de fier). Considerăm transformatorul studiat în pa- 
vagraful 36.3.2. și care constituie un cuadripol cu ecuaţiile (36.24), care se pot scrie: 


l Ui = (R; + joli) h — joli 
A EE TA 


Se constată imediat că acestea sînt ecuaţiile care conțin parametrii impedanță : 


Zn =, jole Ze = —jobi Za 5joĽLa, Za = — (R, + jol). (43.34) 
Cu relația (43.24) rezultă parametrii fundamentali ; 
FER Ri tjok, B= "Lia t (Ri tjoel) (Ra tjela). Co l D= Ra fiola (43.35) 
jo La jo La: Jola joLan 


5. Cuadripoli degeneraţi. În figura 43.8 sînt indicate cîteva tipuri de cuadripoli dege- 
merați, împreună cu parametrii corespunzători (care au sens). Parametrii au fost deduși din ecua- 


1 omm 2 
L= YK 
D inc Yu =Y; Xp Yi Yy =Y; Yy =Y 
4i 
“asez C=0; D=1 


? / 
103. ao? 
“~ N r , 7 
PA X N Y, € | Ya = Ya Y = 0; Yn = 0; Yo = — Y, 
zi: să i 2 Zu Z; Za = 0; Za = l; Za Ya 
JUN NI , 
7 2 
c 
Aş R=—(Z + Z); C=0; D= 
1 i 
d Yu = >: e= : 
Za + Za Za + Za 
1 1 
Ya = — >: Ya — 
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ţiile de mai jos, scrise pentru schemele a, b, c, d, în ipoteza că cei doi curenţi ai fiecărei pe- 
rechi de borne sînt egali și opuși (cuadripoli diporţi). 


a) U= Ut Zh; Dn = la (ecuaţiile fundamentale) 
b) U = Uz: Li YUa+ Ja (ecuaţiile fundamentale) 
(43.36) 
c) U = Zh; U, = — Zale (ecuaţiile cu parametrii impedanță) 
d) U = — UV, — (Za + Zo)la:; li = — Ia (ecuaţiile fundamentale) 
În cazurile a şi d nu au sens (sînt infiniți) parametrii impedanță, deoarece C = 0 şi Ay = 0; 


43.4.2. Determinarea experimentală. Fără a cunoaşte structura internă 

a cuadripolului, valorile numerice ale parametrilor săi (la o frecvență dată} 
se pot determina experimental. De obicei se fac următoarele încercări : 

— o încercare de mers în gol (T, = 0), cu alimentare directă (pe la bornele 


primare); 
— o încercare de scurtcircuit (U, = 0), cu alimentare directă; 
— o încercare de mers în gol (I; = — I, = 0), cu alimentare inversă 


(pe la bornele secundare); 
— o încercare de scurtcircuit (U; = U, = 0), cu alimentare inversă. 
Sînt suficiente trei din aceste patru încercări, în care se măsoară trei dintre 
următoarele impedanţe complexe : 


Impedanţa primară de mers în gol (v. şi 43.12) 


= dl A 
Ta (ue a Ziy (43.37) 
Impedanţa primară de scurtcircuit (v. şi 43.17) 
Zy = | A i one 
e | EA Jia =0 D Ya (43.38) 


Impedanţa secundară de mers în gol (v. 43.26 şi 43.12) 


U; EI R 
Za = | FA za a — Za (43.39) 


Impedanţa secundară de scurtcircuit (v. 43.26 şi 43.17) 


Ja B 1 
Z = |= = => ——. 
E | L ) vi=0 A Ya (43.40) 


Măsurările se fac cu puntea de impedanţe (puntea Wheatstone de curent alter- 
nativ); sau cu voltmetrul și ampermetrul (pentru măsurarea valorilor efective 
şi deci a modulelor acestor impedanţe) și cu wattmetrul (pentru măsurarea 
argumentului acestor impedanţe, prin intermediul factorului de putere 


cos o = P|UI). 
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Din (43.38...43.40) rezultă că cele patru impedanţe sînt legate prin relația 
Zi Ze = Za Za (43.407) 


2051c? 
din care cauză numai trei valori independente. Parametrii fundamentali se 
determină din relaţiile de mai sus și din condiţia de reciprocitate AD — BC = 1. 
Se obţin expresiile : 


Eee E e ei 4 = CZ | 
| (43.41) 


Za Za sð Van Za) 


D = Cai B = CZu Zig = CZu Za 


Cele două semne de mai sus arată că există doi cuadripoli — cu parametrii fundamentali dife- 
riţi prin semn — care au aceleași impedanţe de gol și seurtcircuit. Această ambiguitate pro- 
vine din faptul că, la măsurarea impedanţelor complexe, bornele de intrare respective poi fi 
intervertite, fără ca rezultatul măsurării să fie afectat. Ambiguitatea se poate înlătura, dacă 
se măsoară și defazajul tensiunilor la mersul în gol, adică 


g = arg o (43.42) 
Us ]13=9 


după marcarea prealabilă a bornelor cu 1, 1” şi 2, 2. 
Observaţie : La cuadripoli simetrici, A = D, Zu = Za Zic E Za, Şi relaţiile (43.41) 
capătă forma : 


Z 1 A 
A=D=+Ł o = Cai B=4AZ.. (43.43) 
E Z —Z z 1— Yii’ = Zu? il 


Pentru exemplificare, a se vedea paragraful 43.6.3, aplicaţia 2. 


43.5. Impedanţe caracteristice 


Un cuadripol alimentat direct (pe la bornele primare), care funcționează în 
sarcină cu o impedanţă Z, = U,/I,, conectată la bornele secundare (v. fig. 43.0,a), 
prezintă la bornele de alimentare 7 
o impedanţă echivalentă complexă > 


7 


(v. rel. 43.7): Ze, 
U, AT, + BI, 
Ze = 5 m a a 
In CU + Dle 
AZ, + B 
CZ ID ? (43.44) 


numită impedanță de intrare primară 
şi dependentă de impedanța de sar- 
cină Za. 

Un cuadripol alimentat invers 
(pe la bornele secundare), care func- 
tionează în sarcină cu o impe- 
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danță Z, = U/l, conectată la bornele primare (v. fig. 43.0, b), prezintă 
la bornele de alimentare o impedanță echivalentă complexă (v. rel. 43.26) 
4 U, Tii -+ BI§ D ZŁZ+B = 
2 ei ca aa Oltea IDE ae Be BATE (43.45) 
T3 > da CU’ + Al Cta 


numită impedanţă de intrare secundară și dependentă de impedanţa de sarcină 
Z,. În general, Za F Za i Ze E Zi 

43.5.1. Impedanțe caracteristice Otera ye). Se numesc impedanfe carac- 
teristice iterative ale unui cuadripol o pereche de impedanțe Z,, și Ze» definite 


cum urmează : 
Impedanţa caracteristică directă Z. 

conectată la bornele secundare, pentru ca impedanţa de intrare primară să fie 

egală cu ea (fig. 43.10, a): 

Za = Z, meZ = Ze (43.46) 


2 


e impedanţa de sarcină, care trebuie 


Înlocuind aceste valori în relaţia (43.44) şi rezolvînd ecuaţia obținută în raport 
cu Zo v se obține cu relatia (43. 9). 


ES: IC 
Z= 42At tA (43.47) 
A 2C 
şi în funcție de impedanţele de gol și scurtcircuit, cu relațiile (43.41), 
1 Ta A AT 7 [i 
Za = pif Za + V (Zo — Za) + iZel (43.48) 


Fig. 43.10 


Impedanţa caracteristică inversă Z., e impedanța de sarcină, care trebuie 
conectată la bornele primare, pentru ca impedanța de intrare secundară să 
fie egală cu ea (fig. 43.10, b), 

Zi = Zeo > Ze, > Zey (43.49) 


Înlocuind aceste valori în relaţia (43.45) şi rezolvînd ecuația obținută în raport 
cu Z, se obține cu relația (43.9), 
e E  D) SE 4 (43.50) 
2 2C 


şi în funcție de impedanţele de gol și scurtcircuit, cu relaţiile (43.41), 


1 5 5 
Zo, = 2 [Z2 Zy T (Ze Za + AZo Za: (43.51) 


—ca 
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În expresiile de mai sus se alege semnul care asigură valori pozitive sau nule pentru păr- 
tile reale ale impedanţelor caracteristice. Numai astfel aceste impedanțe sînt realizabile în 
concret. Impedanțele caracteristice iterative prezintă importanță în problema conservării con- 
dițiilor de adaptare a sarcinei la generator, cînd între sarcină ṣi generator trebuie să se inter- 
caleze un cuadripol cu anumite funcțiuni (de exemplu, pentru separarea componentelor de 
curent continuu din circuitele generatorului și sarcinii). Pentru ca intercalarea unui cuadripol 
să nu modifice condiţiile de adaptare dintre sarcină și generator, e necesar ca impedanța lui 
caracteristică directă să fie egală cu impedanţa de sarcină (în care caz impedanţa lui de in- 
trare va fi de asemenea egală cu impedanţa de sarcină, iar generatorul va funcţiona în exact 
aceleași condiţii ca în prezenţa sarcinei conectată direct), iar impedanţa caracteristică inversă 
să fie egală cu impedanţa interioară a generatorului (în care caz impedanţa interioară a gene- 
ratorului de tensiune echivalent ansamblului generator 4- cuadripol va fi de asemenea egală 
cu impedanţa interioară a generatorului dat, iar sarcina va fi alimentată în aceleași condiţii 
de adaptare ca în prezența generatorului conectat direct). 

Aplicaţie : Considerăm cuadripolul din figura 43.11, la care wL = R. Impedanţele de 
gol și scurtcircuit sînt : 


Zi Sjal + R= RU); Za =R 


R 
Z «e =joL=jR; Za =joLRAR +ijol)= 7 (+j) 


iar ci caracteristice rezultă : 


Z= = 26 oL + VAŞaLR — L5 = is $ Vi 3] ~ R(0,556 + j 1,4) 


i RA eat 
Z, = Z jel + Vio R — ED) = r|- +i- ix R (0,556 + 30,4). 


Fig. 43.11 i ig. 43.12 


43.5.2. Impedanțe imagini. Se numesc impedanţe imagini ale unui cuadri- 
pol o pereche de impedanţe Z Z: Şi Zip astfel încît prima e impedanţa primară 


de intrare, dacă a doua e ii dana de sarcină conectată la bornele secundare, 

iar a doua. e impedanţa secundară de intrare, dacă prima e impedanţa de sarcină 

conectată la bornele primare (fig. 43.12): 

Z= Za Zi = Zi $ Zi Zi Za = Zy (43.52) 
Iotroducînd aceste an în relațiile (43.44) (43.45), se obține cu relația 

(43.9) impedanţa imagine primară : 


şi. impedanţa imagine secundară : 


Zi, > E || ca = E V Zoae (43.54) 
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Semnul se alege astfel ca partea reală a acestor impedanţe să nu fie negativă, asigurindu-se: 
astfel posibilitatea de a le realiza în concret.Impedanţele imagini prezintă importanţă în pro- 
blema realizării condiţiei de adaptare a sarcinii la generator din punctul de vedere al egalităţii 
impedanţei de sarcină cu impedanţa interioară a generatorului, prin intercalarea unui cuadripol 
între generator şi sarcină. Pentru aceasta e suficient ca impedanţa imagine primară să fie egală 
cu impedanţa interioară a generatorului, iar impedanţa imagine secundară să fie egală cu impe- 
danţa de sarcină, 
Aplicaţie : În cazul cuadripolului din figura 43.12 se obţine: 


Zi = + Y (R+}joL)joL = R(0,453 + j 1,098); 


joLR? R a N 
Z; = = -= (1,098 + j 0.453). 
Zia = Ti TJ 53) 


43.5.3. Impedanța caracteristică a unui cuadripol simetrie. Ín cazul unui cuadripol si- 
metric A = D, Zu = Zay Zi e = Za, Şi toate impedanțele caracteristice și imagine, defi- 
Sagal crot: = tei ie TES 
nite mai sus, coincid. Se obține astfel impedanţa caracteristică Z. a unui cuadripol simetric, 
egală cu impedanța de sarcină, care, fiind conectată la una dintre perechile de borne, asi- 
gură o impedanță de intrare egală cu ea la cealaltă pereche de borne. Din relația (43.48) re- 
zultă : 


B an 
Z= + || =s + VZ. (43.55) 
cu 
A R 
B — Z, > Ë = Ze (43.55%) 
da În 


43.6. Cuadripoli echivalenți și scheme echivalente 


Ei 


În regim permanent sinusoidal de frecvenţă dată, doi cuadripoli sînt com- 
plet echivalenți, dacă pot fi substituiţi unul altuia în reţeaua mai mare din care 
fac parte, fără ca să se modifice curenţii și tensiunile din această reţea. Determi- 
narea unui cuadripol echivalent cu un cuadripol dat este o operaţie de trans- 
figurare (v. par. 38.2). Pentru ca doi cuadripoli să fie complet echivalenți, e 
necesar și suficient să aibă aceleași ecuaţii caracteristice — adică aceiași para- 
metri (4, B, C, D) sau (Zi Za Zor Zə) Sau (Yir Yis Yor Xə), în cazul 
cuadripolilor diporți. Verificarea caracterului diport al cuadripolilor constituie 
în acest caz o operație strict necesară, prealabilă analizei valorilor parametrilor 1. 

Se numește schemă echivalentă a unui cuadripol dat reprezentarea în desen 
a structurii unui cuadripol fictiv, care ar avea acciași parametri, fără ca reali- 
zarea în concret a acestei structuri cu elemente dipolare pasive de circuit (rezis- 
toare, bobine, condensatoare) să fie neapărat posibilă. În particular, nu e 
realizabilă în concret o schemă echivalentă, carc conține impedante cu parte 
reală negativă. Dacă o schemă echivalentă este realizabilă în concret, pe baza 
ei se poate construi un cuadripol echivalent cuadripolului dat. 


1 Deoarece caracterul diport al unui cuadripol poate depinde de reţeaua exterioară în 
care e conectat (v. par. 43.2), echivalența a doi cuadripoli diporţi e relativă la această reţea 
şi poate să nu mai subsiste în cazul altei rețele exterioare. Din acest punct de vedere, numai 
eckivalenţa euadripolilor generali are un caracter absolut. 
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Echivalenţa cuadripolilor este considerată aici la o frecvență dată şi poate să nu sub- 
siste la o altă frecvență, dacă cei doi cuadripoli admit diferite dependențe de frecvenţă pentru 
parametrii corespunzători. Se pot considera şi cuadripoli echivalenți la orice frecvență, după 
cum se pot considera echivalenţe parţiale — valabile cu aproximaţie — În anumite limite de 
variaţie a condiţiilor de funcţionare. În sfîrșit, în anumite cazuri (de ex. la transformatoare 
şi mașini electrice), se pot considera scheme echivalente reduse, în care curenţii, tensiunile 
şi parametrii diferă de valorile lor reale prin anumiţi factori numerici (de reducere) bine ġe- 
terminaţi. 


Deoarece un cuadripol diport liniar, pasiv şi reciproc are trei parametri 
complecși independenţi, schemele echivalente, determinabile pentru orice 
cuadripol nedegenerat din această clasă trebuie să corespundă unor structuri 
cu cel puţin trei impedanţe complexe. Cele mai simple scheme de acest fel sînt 
cele în T şi în z. În aplicaţii se mai folosesc și alte scheme mai complicate — de 
exemplu schema în punte (v. aplicația 3 de la par. 43.4.1), pentru care se poate 
demonstra că există o structură realizabilă în concret, oricare ar fi cuadripolul 
liniar pasiv şi reciproc dat. 


43.6.1. Schema echivalentă în T. În paragraful 43.4.1 am studiat cuadri- 
polul în T (fig. 43.7, a), cu parametrii (43, 29), ( 43.30). Dacă se consideră un 
cuadripol dat, cu parametrii fundamentali 4, £ C, D, impedanţele şi admi- 
tanțele schemei echivalente în T rezultă din r relațiile (43.30) : 


Y = C, Z= . (43.56) 


Pentru cuadripolii simetrici Z, = Za 


43.6.2. Schema echivalentă în ÎI. În paragraful 43.4.1. am studiat cuadri- 
polul în II (fig. 43.7, b), cu parametrii (43.31), (43.32). Dacă se consideră un 
cuadripol dat, cu parametrii fundamentali 4, B, C, D, impedanţele și admi- 
tanţele echivalente în II rerultă din relaţiile (43.32) : 


(43.57) 


Pentru cuadripolii simetriei Y} = Ya. 


43.6.3. Aplicații: 1. Schemele echivalente ale unui transformator fără mi xz de fier. Conside- 
răm transformatorul din figura 43.13, a, la care presupunem că s-au ales astfel bornele 2, 2", încît 
Lia > 0 (dacă 1 şi 2 sînt bornele polarizate ale înfășurărilor). Deoarece la orice transformator 
Lie <S V Lia, mai admitem că, în acest caz, L, > Lia > La. Ecuațiile transformatorului sînt 
(36.24), iar parametrii impedanţă sînt (43.34). Cu relaţiile (43.57) şi (43.24) rezultă parametrii 
schemei echivalente în T (notaţi aici cu accent, pentru a evita confuzia cu impedanţele transfor- 
matorului) din figura 43.13, b : 


Zi = Zn —Za = R + jo (Lı — La) ; Zi = — Za — Za = R —jo(La — În) 
= Za = ) La. (43.58) 


În figura 43.13, d e indicată realizarea în concret a acestei scheme cu rezistoare, bobine (pentru 
reactanţele pozitive) şi condensatoare (pentru reactanţele negative). 
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Cu relaţiile (43.58) şi (43.35) rezultă parametrii schemei echivalente în 7 (notaţi aici cu 
dublu accent), din figura 43.13, e. Calculăm numai impedanţa ramurii din mijloc : 


2 =R= 


Ru Re — o? (Lila — L) + j o (bu Ra + LR) CaTa L,R, + LR, 


L? 


d. 


b. 
Fig. 43.14 


j © La 


+ 
La 
+jo RıRa — 02 (Lila — Lia a 
02 La, 
(43.59) 


Deoarece Re { Z” } < 0, schema echi- 
valentă în x a unui transformator nu 
poate fi realizată în concret, 

Observaţie: Pentru trans- 
formatoare se folosesc frecvent scheme 
echivalente reduse. 

2. Determinarea experimentală a 
parametrilor şi schemei echivalente în T a 
unui cuadripol simetric. Cu montajul 
din figura 43.14, a s-au făcut încercări 
de mers în gol (3 deschis) şi în scurt- 
circuit (J închis) Ja un cuadripol sime- 
tric C, alimentat pe la bornele primare. 
La încercarea de mers în gol, s-au 
măsurat : 


U, = 200V, 1, =20A, 
P, = 2400 W (inductiv) 


La încercarea de mers în scurtcircuit s-au 
măsurat : 


Use = 1026 V, hi. = 104, 
P, = 984 W (inductiv). 
lse 


1 
Rezultă: Z, e 


=10Q; 


A 


cos 94, = o — 0,6 ; 
Uro Tio 


sin Piy = 0,8 


Urse 
= = 10260 ; 
I 


sin Q1, , = 0,28. 


Impedanţele complexe primare de mers 
în gol şi în scurtcircuit sînt deci: 


jo 
Z= Ze ®=6+j8Q, 


jo 
z e TSE a 9,84 + j 2,88 Q. 


Sise 


= Z 


se 
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Cu relația (43.41), parametrii fundamentali sînt : 


p EE | a E E E 
3,84 + j 5,12 


R= Z, A = + (12,01 —448 j); C= AZ = F 0,135. 


se 


Cu relația (43.56), impedanțele cuadripolului în T echivalent a 
din figura 43.14, b sînt : 


6 
Z= =48j Za 
7 C 6-+j16. 
Există deci două scheme echivalente în T, ambele rea- j3 
lizabile în concret (fig. 43.15, a şi b), compatibile cu măsu- 7! 2" 
rările efectuate. Aceasta, deoarece măsurările de impedanțe 


au rezultate invariante la permutarea bornelor primare b 
(1 — 1’, I — 1). Cei doi cuadripoli din figura 43.15 au para- , 
metrii egali şi de semn schimbat şi nu sînt echivaienţi între ei Fig. 43.15 


decît după permutarea bornelor uneia dintre porți. 


43.7. Cuadripoli nereciproci 


Prezentăm mai jos exemple de cuadripoli nereciproci, care au patru parametri inde- 
peudențţi, relaţiile (43.9), (43.13), (43.18) nefiind valabile. În cazul rețelelor liniare, astfel de 
cuadripoli nu se pot realiza cu elemente de circuit dipolare (pentru care s-a demonstrat teo- 
rema reciprocităţii), ci numai cu elemente de circuit multipolare. 


43.7.1. Giratorul. Se numeşte girator un cuadripol pasiv și liniar zis „antireciproc“, pentru 
câ admite relaţiile de antireciprocitate : 


Za = Za > Yn = Ya AD — =— 1. (43.60) 
Se numeşte girator ideal (cu simbolul grafic din fig. 43.16) un girator cu ecuațiile caracteristice : 


II > E ala l 


(r, > 0), 43.61 
U= +r f ; } € A 


Zu = 0 Zia = Za = +r; îi Z =0 43 2 
1 
A= 6 R= +r 3; C= +>; D= 
Ig 3 TES I 
i S V= rpda 
Yn = 0 Yi = Ya = SS Ya = 0 VARESE 
Te 
(43.62) 
2 


care depind de un singur parametru distinct, rezis- 
tenja de giraţie rg > 0. Fig. 43.16 
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43.7.2. Girator cu efect Hall, Se poate realiza un girator, dacă se utilizează efectul Hall, 
conform căruia, cînd un curent i străbate o plăcuţă conductoare de grosime a (fig. 43.17, a), 
situată într-un cîmp magnetic transversal de inducţie Bọ, apare o tensiune transversală uz 

(tensiune Hall): 


Up = — ka = = rai, (3, 63) 


cu un astfel de sens de referinţă, 
încât cele trei sensuri ale mărimi- 
lor i, Bọ, unu formează un triedru 
drept. Constanta ky se numeşte 
constanta Hall şi e negativă pentru 
efectul Hall normal, care se poate 
interpreta cu mijloacele fizicii cla- 
sice, ca fiind efectul forțelor pe 
care cimpul magnetic le exercită 
asupra electorilor de conducţie în 
mişcare. 

Dacă vom considera acum o 


7 %2 plăcuță Hall constituind un cua- 
dripol, ca în figura 43.17, b, ten- 
siunea primară U, = U} = Uap 
va fi suma dintre căderea de 

r tensiune rıl}, în care r, = rap e 

9 rezistența plăcuței în sensul ab și 

căderea de tensiune Hall — r,la 

e. (produsă de curentul Jy = Ic) 

Fig. 43.17. cu sensul, determinat după regula 


de mai sus, de la b la a, adică 
opus curentului I, : 
Ui = Tali — rela 


Tensiunea secundară U, = U'y = — Uca va fi egală şi de semn contrar cu suma dintre 
căderea de tensiune rl (în care ra = req e rezistența plăcuței în sensul cd) și căderea de 
tensiune Hall r „7, (produsă de curentul 74), 


— Ua = rela + Tal 


Ecuațiile giratorului cu efect Hall sînt deci: 


U, =r, i — r]. 
TA za Sa } (43.64) 
Pria 
Tr, =— Tei — rh 
şi verifică condiția de antireciprocitate Zap = Za = — rọ. Schema echivaleută a giratorului cu 


efect “Hall (fig. 43. 17, c) cuprinde un girator ideal cu 
rezistențele r4, respectiv ra; în serie în circuitul pri- 
mar, respectiv secundar. 

43.7.3. Cuadripol nereciproc realizat cu o maşină 
asincronă. Considerăm un motor asincron, care repre- 
zintă un receptor trifazat practic echilibrat, cu impe- 


: eie : 
danţa directă Z/= — şi impedanţa inversă Z; = ——» 
Y4 Y; 
conectat ca în figura 43.18, astfel încît să constituie un 
cuadripol diport. Tensiunea directă, respectiv inversă, 
rezultă cu relația (42.6) : 


U= i CET R Miss = (U, -+ a? 11), (43.65) 


Fig. 43.18. 
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deoarece pentru calculul componentei directă şi inversă a unui sistem de tensiuni stelate se poate 
alege un punct neutru arbitrar (v. 42.1.5, b), de exemplu borna 3, astfel că Us = Ui, Uz = 
= Uy Usa = 0. 

Curentul direct, respectiv invers, rezultă : 


U 7 7, ; U, taU, 
u= = Botal y I= i E Erta Uy, (In =0) (43.66) 
Za 3 Zi 3 
Curenţii de fază sînt, în acest caz, I, — Ia» Ia — În și se pot calcula din relaţia (43.66): 
Ly: 2y, 
L= += r + p[i =) (43.67) 
3 3 
a Y ay; Y, Y; 
notita) Da | g (EE). 
Se observă că parametrii admitanţă ai acestui cuadripol sînt : 
l : l i 
Yu = Œa + Ya); Ya = (a Ya + a? Y;) | 
1 1 (43.68) 
Ya = 2 (a La +aY;) 3 Ya — (Part) | 
d 
Cuadripolul e simetric (Pu = — Yz), dar nereciproc Yia Æ — Ya (deoarece Y} Æ Y;). 


44, 


| UTILIZAREA CALCULULUI MATRICEAL 


Studiul reţelelor electrice liniare — și în particular al cuadripolilor — se 
poate face în mod sistematic cu ajutorul calculului matriceal. 

Deşi relaţiile fundamentale ale acestor reţele (teoremele lui Kirchhoff) 
sînt ecuaţii algebrice de gradul întîi, rezolvarea rețelelor devine foarte dificilă 
în cazul unui număr mare de ecuaţii și de necunoscute. Metodele în care se 
utilizează reducerea numărului de ecuaţii (v. par. 38.3 și 38.4) sau simplificarea 
lor, prin efectuarea unor schimbări de variabile — ca şi metodele în care se 
utilizează interconexiunea unor reţele mai simple, cunoscute, pentru a deduce 
parametrii unei reţele mai complicate — se dezvoltă deosebit de sistematic 
în scrierea mairiceală. Pe această cale, „mecanizarea“ calculului e atît de avan- 
sată, încît aplicarea unor reguli bine determinate de operare face inutilă urmă- 
rirea atentă a diferitelor convenţii, utilizate în formularea relaţiilor (de ex. a 
convențiilor de semne), sau referirea la figuri ajutătoare. De aceea, metodele 
matriceale sînt deosebit de apte pentru efectuarea operaţiilor cu calculatoare 
electronice. Totodată, extrema conciziune şi eleganța de formulare a raţiona- 
mentelor în scrierea matriceală asigură eficacitatea acestei scrieri în cercetările 
teoretice. Fără a pierde din vedere aceste avantaje, trebuie însă să nu se uite 
că metodele matriceale nu aduc nimic nou din punctul de vedere al proprie- 
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tăților fundamentale ale reţelelor liniare. Orice problemă rezolvată matriceal e 
rezolvabilă şi numai cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff. În cele ce urmează 
vom prezenta numai aplicațiile calculului matriceal la studiul cuadripolilor. 


44.1. Matrice și operații algebrice cu matrice 


44.1.1. Definiţii. O matrice p-dimensională e un ansamblu de elemente cu p indici akiket po 


ordonat după fiecare indice în parte într-o configurație p-dimensională, pentru care se definese 
operaţii de adunare, amplificare cu un scalar și înmulțire (v. par. 44.1.2) 1. 

În aplicarea calculului matriceal la studiul rețelelor electrice interesează matricele bidimen- 
sionale, ale căror elemente ajj au doi indicii = 1, 2, ..., m şi j = l, 2, .., n şi sînt ordonabile 
într-un tablou dreptunghiular cu m linii (primul indice e al liniei) și n coloane (al doilea e al 


coloanei) : 


Cai dig <. lon ZI DES IP i 
laji=| . A > all aaa) 7 [sfori] 


5, 
EI 
E 


Pentru simbolul unei- matrice vom folosi: 
simbolul elementului ei generic, pus între bare 
duble verticale. Explicit, matricea se reprezintă 
prin tabloul elementelor'ei, puse între aceleași f 
bare duble. Pentru a evita confuziile care se pot |-4 +4 zj 
face prin aşezarea prea apropiată a elementelor 
(care pot avea expresii mai complicate}, se repre- c 
zintă matricele şi ca în figura 44.1, prin tablouri 
împărţite în căsuțe. Elementele unei matrice pot 
fi numere (reale sau complexe, ca în exemplele 
pe care le vom da), dar și funcţii, operatori ete. 
— cu singura condiţie ca pentru aceste elemente 
operaţiile de adunare, amplificare cu un scalar şi 
înmulţire să fi fost definite în prealabil. Elemen- 
tele unei matrice pot fi, la rîndul lor, matrice. 
Numerele de linii (m) și de coloane (2) defineze 
ordinul matricei, notat m X n. 

Se definesc următoarele tipuri particulare 
de matrice (v. fig. 44.2): a) matrice dreptunghiu- 


gjor) [ojoo i 
g- P. 
Fig. 44.1. Fig. 44.2, 


1 Uneori, în literatura tehnică, se confundă conceptul de matrice cu acela de tensor. Un 
tensor de ordinal p e o mărime geometrică, definită într-un spațiu m-dimensional, care caracte- 
vizează o proprietate fizică sau geometrică intrinsecă în acest spațiu, În raport cu fiecare sistem 
de coordonate din acest spaţiu, tensorul are m? componente scalare, care constituie o matrice 
p-dimensională. La schimbarea sistemului de coordonate, matricea componentelor tensorului se 
schimbă (deşi tensorul e același) după anumite transformări liniare, asociate transformării 
coordonatelor. 
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lară, cu m + n; b) matrice P ă, u m =n (matrice pătratică de ordinul n); c) matrice 
linie, cu m = l şi n=F 1, ale cărei elemente bp au primul indice egal cu unitatea, din care 
canză acest indice nu se mai serie : 


bip =b, (k=l, 2. n); 


d) matrice coloană, ca mÆ 1, n = 1, ale cărei elemente ci, au al doilea indice egal cu uni- 
tatea, din care cauză acest indice nu se mai scrie : 


ca =c (= l, 2, as my; 


e) matrice simetrică, ca elementele simetrice faţă de diagonala principală egale între ele : aj, = 
= ari; f) matrice diagonală, cu toate elementele cu indici distincţi egale cu zero: aj, = 0 
(i Æ k); g) matrice unitate, ||1|| sau |5||, cu toate elementele nule, afară de cele cu indici 
egali (diagonala principală), care sînt egale cu unitatea: ð; = 0 (i -Æ k), 3;; = l; k) matrice 
nulă, !0|| notată şi fără bare cu cifra 0, cu toate elementele nule; i) matrice cu un singur 
ele ment, cu m = =],n= 1 (şi care nu trebuie identificată cu unicul ei element). 


Fiecărei matrice pătratice ||a|| i se poate asocia un determinant ; determinantul 


i au di tace dea, | llal] = 7|3|0 7|0 
A = |a| = det jal = | da azg +.. dza | (44.2) 0|7]7 3|7 =laf, 
| ani Ang ee Ann Păi 
format cu elementele ei. Dacă acest determinant e Fig. 44.3, 


nul, matricea se numește matrice degenerată, 
Se numește matrice transpusă a unei matrice ||a || date, de ordinul m X n, cu elementele 
aip, o altă matrice |b|| = la ||. de ordinul n X m, ale cărei elemente db; = (a;4)e sînt: 


bis = (aie = azi. (44.3) 


Dacă || b || e transpusa lui ||a||, rezultă că |a|| e transpusa lui ||b]| şi cele două matrice 
(Ag. 44.3) provin una din cealaltă prin schimbarea liniilor în coloane. 

Observaţie: Determinantul transpusei e egal cu determinantul matricei (patratice) 
date, doarece schimbarea liniilor în coloane nu afectează valoarea unui determinant. 

41.1.2. Operații algebrice cu matrice. Două matrice de același ordin m X n sînt egale, dacă 


au elementele omologe egale 


la||=||8!], dacă şi numai dacă a; = bik ne dai acea (44.4) 
k = 1,2,.. a n. 


Egalitatea a două matrice de ordinul m X n e echivalentă cu mn egalităţi între elementele ei. 

Observaţie: Egalitatea matricelor pătratice atrage după sine egalitatea determi- 
nanților lor, dar reciproca nu e adevărată. 

Opcrațiile algebrice fundamentale caracteristice matricelor sînt adunarea, amplificarea 
cu un scalar și înmulţirea, Alte operații sînt derivate din acestea ; scăderea se defineşte prin 
adunarea unei matrice cu o a doua, amplificată cu — 1, împărţirea cu un scalar p se definește 


A : 1 „dă a E : pai 
prin amplificarea cu —» ridicarea ia o putere întreagă, prin înmulţirea repetată cu ea însăşi 
(v. și par. 44.1.3.). 


Adunarea matricelor de acelaș vordi n e operaţia definită de adunarea elemente- 


lor omologe, două cîte două, și due e la o matrice de același ordin : 


În figura 44.4 e exemplificată adunarea a două 
matrice de ordinul 3 x 2. 


17—1668 


253 CUADRIPOLI 


Observaţie: Determinantul sumei a două matrice pătratice nu 
e egal cu suma determinanţilor lor. 

Ampiificarea unei metrice cu un scalar A e operaţia definită de amplificarea 
tuturor elementelor matricei cu acel scalar și conduce la o matrice de acelaşi 
ordin : 


|d| = Allaj, dacă şi numai dacă | q 


> 
ik T Alik 


În figura 44.5 sînt exemplificate amplificările unei matrice de ordinul 2 X 3, 


Rai | ; A i So 
cu scalarul 3, respectiv că Ultima se mai numește împărțirea matricei cu 


scalarul 2. 
Observaţie: Determinantul matricei pătratice A | 
nu e egal cu produsul prin à al determinantului lui || a | 


det (A || al) = A” det || a || Æ à det a! 


ajl de ordinul n 


La un determinant, un factor comun multiplică numai elementele unei linii 
sau aie unei coloane, pe cînd la o matrice multiplică toate elementele ei. 
Înmulțirea matricelor |a|și ||b|| (în această ordine) e operaţia care duce 
la o matrice |c||, avînd numărul de linii al primei matrice şi numărul de coloane 
al celei de-a doua, fiecare element c;, al matricei produs fiind obţinut prin 
însumarea tuturor produselor dintre elementele liniei i a primei matrice și ele- 
mentele omologe ale coloanei k a celei de-a doua matrice (conform schemei 


din figura 44. 6): 


el = lell 151, dacă ci = YO aibre (44.7) 
r=] 
-4 | 7 Îi N 
i CERE: E DR Oi 
Ri Sâ Edi la [| A 
i 3 
Latni 
1 fr 
2 
RI Ca 
Fig. 44.5. Fig. 44.6, 


O matrice de ordinul x X n se poate deci tumulți numai cu o matrice de 
ordinul n X y (în această ordine). O matrice |a|| de ordinul m X n se poate 
înmulţi cu o matrice || b || de ordinul n X m și în ordinea dată |jal| -|b| 
şi în ordinea inversă : 


idi = blllall cu di = Shia (44.8) 


s=l 
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În general însă |al|-||b|=£|b||:|a!|, adică produsul matricelor nu este 
comutativ. În figura 44.7 se dau exemple care ilustrează modul de calcul 
al produsului și necomutativitatea lui. Se demonstrează fără dificultăţi că pro- 
dusul inatricelor este asociativ : 


(lell bD - leii = lel e (181) + lic) = la ible (44.9) 


Zr aţa pi pa e 


OxI + 130103 + Tsj |0x0 + 1x1 
-1x1 ra -x3 


| 7 [3 | G | x mi [hjt suo] = 


Fige 44.1. 


(ceea ce permite să se suprime parantezele la produsele de mai mulţi factori, 
ordinea efectuării lor neprezentind importanţă) și distributiv faţă de adunare, 


lell- (id) + iei) = all: di + alle iell (44.10) 


Produsul unei matrice cu matricea zero e egal cu matricea zero, dar produsul 
a două matrice poate fi matricea zero (fig. 44.9), fără ca vreunul din factori 
să fie matricea zero (există divizori 
ai lui zero). 


Determinantul matricei produs a două 
matrice pătratice e egal cu produsul deterini- 


caus feer EE afe] 
ete] eee eE 
9 o 7] 
Fig. 44.8. Fig. 44.9. 


nanților respectivi, deoarece regula (44.7) coincide cu aceea a fîumulțirii determinanților. 
Produsul unei matrice cu matricea unitate (şi numai cu ea) e egal cu matricea dată (fig. 44.9), 


oricare ar fi ordinea factorilor. 
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Transpusa produsului a două matrice e egală cu produsul în ordine inversă al 
transpuselor lor : 


(ai) - oile = Ib lie + ia lle (44.11) 


44.1.3. Inversiunea matricelor. Algebra matricelor nu coincide cu algebra numerelor, în 
principal din cauza necomutativității produsului și a existenței divizorilor lui zero. De aici 
rezultă că există mai multe matrice, care, înmulțind o 
matrice dată, conduce la acelaşi produs. Aceasta înseamnă 
că ecuația matriceală || «|| > || a|| = |b|] nu are, în general, 
o soluţie unică în || x|] (v. de ex. fig. 44.10). De aceea, 
pentru matrice nu se poate defini împărţirea. care la 
numere e definită ca operaţie inversă a îumulțirii. În 
cazul matricelor pătratice || a ||, nedegenerate (det || «||-40), 
se poate înlocui împărţirea prin înmulțirea cu matricea 
inversă. 

Se numeşte matrice inversă a unei matrice lla || 
date, nedegenerate, o matrice patratică de acelaşi ordin 
|8|| = ali, al cărei produs cu ||a|| e matricea unitate: 


ig. 44.10, a i 
“e al? + all = ai. (44-12) 


Acest produs e comutativ. În adevăr îumulțind ambii membri ai acestei egalităţi la stînga 
cu |la||, se obţine: 


Mailat: lle i) = (lie |l ilari) ai = lall = lell 
adică 
jal ari = 11i (44.12) 
Determinantul inversei e egal cu valoarea inversă a determinantului matricei date : 
det || alj-* = (det al). (44.13) 
Inversa inversei unei matrice e egală cu ea însăși: 
(ial) = al. (44.14) 
Elementele matricei inverse |b|| = a!|-l se mai notează b;, = (aj). Se demonstrează 


că există o singură matrice inversă a unei matrice nedegeneraie date. 


Calculul matricei inverse. Se consideră sistemul de n ecuaţii liniare cu n necunoscute : 


N = ayut F agata H linn 
Y2 = Cory F Cfg F o F das%p aaa 
í , (44.15) 
Yn = anm% F anaa H e F annin j 
care se scrie strîns : 
Ti 
= `  aipăpe 
Fi 2 jkk 
j=l 
Se observă imediat că dacă se introduce matricele : 
"| | 
Yı Qi Aaa e + n 
Ya è i Car Gag Cazi], 
ivi = |. Io le =]. ; ll = 


| Yn i Onna > Onn 
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relaţiile (44.15) nu reprezintă altceva decît o înmulţire de matrice de forma (44.7), în care pro- 
dusul și al doilea factor sînt matrice coloană (ale căror elemente au un al doilea indice egal cu 
unitatea, care nu se mai scrie): 


Iyi = ale [zi (44,17) 


Presupuniînd determinantul sistemului diferit de zero, sistemul se poate rezolva cu regula 
lui Cramer, ceea ce permite, pînă ia urmă, exprimarea necunoscutelor x; ca funcţii de 
termenii liberi yẹ. Se obţine sistemul : 


xX = bayr + biya kt eee + binYn 
xa = bayi + baya + o + banYn 


, (44.18) 
£n = boa + Baa + o + banYn j 
care se scrie strîns: 
n 
xp = a bil (44.18) 
1z 
şi ai cărui coeficienți sînt (în baza regulii lui Cramer): 
A(— 1y tE 
i ár" > (44.19) 


det ila || 


unde 4;; e minorul elementului a;; din det |a|), adică subdeterminantul obţinut suprimînd 
linia i și coloana j. Se observă imediat că introducînd matricea : 


1 Bazbra ee bin 


ID || bebas = ben ||» (44.20) 


| buubaa +: ban 
relaţiile (44.18) reprezintă produsul de matrice : 
lac = b ll. (44.21 
Înmultind această relație la stînga cu |ja||, se obține cu relația (44-17) 
lal lazi = lel + Ibil e Iyl = lyi 
de unde rezultă că: 
lell - bl = ih 
adică — matricea inversă fiind unică — 
Ibil = la. (44.22) 


Matricea inversă a unei matrice date e deci matricea coeficienţilor sistemului de ecua- 
ţii liniare (44.18), care reprezintă soluţia sistemului de ecuaţii liniare (44.18), care reprezintă 
soluția sistemului de ecuaţii liniare (44.15), ai cărui coeficienţi formează matricea dată. Re- 
gula (44.19) reprezintă chiar regula de calcul a matricei inverse, se poate scrie: 


1 
bar = (a) = r ag (AD (re (44.23) 


det | 


şi comportă următoarele etape (v. fig. 44.11): 
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a) Se scrie matricea dată |a||] de elemente aj. 

b) Se scrie matricea transpusă ||a||, de elemente ajg» 

c) Se înlocuieşte fiecare element al transpusei cu minorul corespunzător App = (Apr) 
d) Se înmulțește fiecare element al matricei |||, astfel obţinute cu (—1)k+! 

e) Se împarte matricea astfel obținută cu det al. 

f) Se verifică calculul cu relaţiile (44.12) sau (44.12%). 


b. 
MENE o|oȚas 
fal- lal = 7 m -1 -= 

2|0|0 


(djaj = -2j LL 


AC 441l 


44.2. Matricele cuadripolilor si forma matriceală a ecuaţiilor 


Ecuațiile caracteristice ale cuadripolilor diporți, liniari și pasivi (v. par. 43.3) 
se pot serie sub formă matriceală, deoarece sînt sisteme de ecuații liniare de 
forma (44.15) cu n = 2. Parametrii cuadripelilor care sînt coeficienții acestor 
ecuații vor forma matrice caracteristice cuadripolilor respectivi. 

44.2.1. Matricea fundamentală. Ecuatiile fundamentale (43.7) se scriu 
matriceal sub forma : 


T| E] |L a 
LI ie gp lal Pita) 
sau 
VU | Ua i 
în care 
A 
jaj = |1 £e g (44.25) 
7 Aal e o 


e matricea fundamentală, ale cărei elemente sînt legate la cuadripolii reciproci 
prin relația (43.9). 


În adevăr, efectuînd produsul (44.24), se obţine egalitatea de matrice: 
I U, AU, + RI, 
reni on 


care, conform cu relația (44.4), duce la ecuațiile (43.7). 
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44.2.2. Matricea impedanță. Ecuațiile cu parametrii impedanţă (43.11) 
se obţin din ecuaţiile fundamentale, explicitind tensiunile U, şi U,. Matriceal, 
aceste ecuaţii se scriu sub forma : 


li =| Zu Za . Ia (44.26) 
U| Zos Zog I 
sau 
| 
V =z (44.267) 
U, | la 
în care 
7 4 
|ZI = E ci (44.27) 
fa Log 
e matricea impedanţă a cuadripelului (la cuadripoli reciproci Zi = —Za), ale 


cărei clemente se exprimă în funcţie de parametrii fundamentali prin relaţiile 
(43.12). Înmulţind la stînga cu || Z |71 ecuaţia (44.26), se obţine: 
| LE Ia 


I, 


44.28 
7, T, (44.28) 


e 


ia = |z. 


z] 


ei 


U, 
Ja 


44.2.3. Matricea admitantă. Ecuațiile cu parametrii admitanță (43.16) se 
obțin din ecuațiile fundamentale, explicitînd curenţii J} şi I}. Matrice al, aceste 
ecuații se scriu sub forma : 


[= i Ea Ya , îi (44.29) 
I, | Ya Yo | U, 
sau 
I U. F 
| F= xi- SE (44.29) 
|| 22 U, 
În care 
IYI Sr | Yu Yio (44.30) 
Ya Yos 


e matricea admitanţă a cuadripolului (la cuadripoli reciproci, Y} = — Ya) 
ale cărei elemente se exprimă în funcție de parametrii fandamentali, prin rela- 
tiile (43.17). Comparînd relația (44.29) cu relația (44.28), rezultă imediat că 
matricele impedanță și admitanță sînt inverse una alteia : 


IYI = zi: și JZ = Ir (44.31) 


În studiul conexiunilor cuadripolilor mai intervin și alte două matrice, 
„pe care le vom numi matrice mixte. 
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44.2.4. Matricea mixtă directă. Ecuațiile cuadripolului se pot prezenta şi 
explicitina variabilele U, si T, ca funcțiuni de U, și J} Din (43.7) rezultă 
ecuaţiile : 


AD — BC OR l 
U, = ee "3 1, = Du Us + Paola 
C TȚ | l y; 77 ) F 2 
I, = pip“ = Data + Pofa (44.32) 
care se scriu matriceal sub forma : 
U, La Da Da r | (44.33) 
I Da Dog | Ti 
sau 
TI, | TI, 
| T = D|] > , (44.33) 
ża2 | | ea, 
în care 
Dai Pa 
joi = | Za 2= (44.34) 
(Da D 
Doa Do 
e matricea mixtă (directă) a cuadripolului cu elementele : 
4D- EC, B. E. y l 
Du — = D >; De = D’ Pa= Tp’ D= D (44.35) 


(la cuadripoli reciproci, D = Da = 1/D). 


44.2.5. Matricea mixtă inversă. Înmukind la stînga ecuaţia matriceală 
(44.33) cu inversa matricei || D |j, 


[Di = jF = | En Fa | (44.36) 


| Ea Fa 
se obțin ecuațiile cuadripolului, sub forma în care U, şi Î, sînt exprimate în 
funcţie de U, şi J3: 


S Fa Egl || U 
Bj o| Pa H = (44.37) 
In iFa Fal || a 
sau : 
Ji U, 
Uz. (44.37) 
Ia da 
Matricea || F |= || D |-L e matricea mixtă inversă şi are elementele : 
1, BR, C, AD—RC z 
Fu = Pi Fi T7?’ Fa a» Fo = E (44.38) 
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44.3. Conexiunile cunăripolilor dipozți 


n 
w 


Cuadripolii de structură mai complicată pot fi considerați ca rezultind 
din conexiunea unor cuadripoli de structură mai simplă. Tipurile fundamentale de 
conexiune sînt conexiunea în lant (în cascadă — fig. 44.12), conexiunea în serie 


(fig. 44.13), conexiunea în paralel (fig.44.14), conexiunea seris-paralel (fig.44.15) 


id 
g 
şi conexiunea paralel-serie (fig. 44.16). 
În cele ce urmează vom arăta cum se 
determină matricele cuadripolilor obţinuţi 
prin conexiunile indicate, din matricele 
cuadripolilor componenti. Vom considera 
mereu cazul a doi cuadripoli, dar rezal- 


— Lă é a 
tatele sînt valabile pentru un număr oare- lal = eia) 
care de cuadripoli diporți, covectati în Fig. 44.12. 


modul arătat. 


Vom presupune că prin conexiunea a doi cuadripoli diporți nu se afectează caracterul 
diport al fiecăruia, În practică, această presupunere trebuie verificată în funcție de struc- 
tura cuadripolilor consideraţi şi, dacă nu e corectă, trebuie introdus la intrarea sau la ie- 
şirea unuia dintre cei doi cuadripoli un transformator ideal, cu raportul de transformare 
egal cu unitatea, care asigură separarea conductivă a pereckilor de borne în cauză. Mă- 
rimile referitoare la cei doi cuadripoli vor fi notate cu simplu accent () respectiv cu dublu 
accent (), 


44.3.1. Conexiunea în lanţ. În cazul acestei conexiuni (fig. 44.12), între 
mărimile celor doi cuadripoli și ale cuadripolului rezultant se impun relațiile : 


U, = Uj; h = L43 U = UV; > Iy U, = Uji la = Ipe (44.39) 


y’ TI UY a IE TI, | -JU 
F= eae EE A | a |; zl = a “| (44.40) 
TA] L În Za ZI) Ie 
Cu relaţiile (44.39) se obţine: 
U. | 7] , [774 | t; 1r U; r 11 U 
Tal = |] pary E = pae para SEN = na ae 
d | d $a | | 3 12| 


şi, comparind cu relaţia (44.40), rezultă regula de compunere a matricelor : 


Apa (44.41) 


nasa: 


Matricea fundamentală a cuadripolului rezultant e produsul matricelor funda- 
mentale ale cuadripolilor componenți, conectaţi în lanţ. 
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44.3.2. Conexiunea în serie, În cazul acestei conexiuni (fig. 44.3) se impun 
relaţiile : 


U = U + Ur; hs hsl; l= l= iy ; U, = U, + Uy. (44.42) 


Ecuațiile cu parametrii impedanţă 
ale cuadripolilor componenți și a 
celui rezultant sînt : 


Uill 
=z | 
| Uz r 
FEMA p I 
IZA: 
Ut I 
Z Zz z = 7. 
| Sa r Il al =z (44.43) 
ig. 44.13. lU, | IE! 
Cu relaţiile (44.42) se obţine: 
U T; U: I r Er zi r a 
l= “| = az |E razi | nzi +z [el 
ul la lus r g I 
şi, comparînd cu relația (44.43), rezultă regula de compunere a matricelor : 
IZIS IZ ZI]. (44.44) 


Matricea impedanţă a cuadripolului rezultent e suma matricelor impedanță 
ale cuadripolilor componenți, conectaţi în serie. Se reţine analogia cu regula 
de calcul a inpedanței echivalente a doi dipoli conectaţi în serie. 

44.3.3. Conexiunea în paralel. În cazul acestei conexiuni (fig. 44.14) se 
impun relaţiile : 


U = W= U; LS + ES L= + I U, = U= Uy. Ț(4445) 
j „ Ecuațiile cu parametrii admitanță 


ale cuadripolilor componenți şi a 
celui rezultant sînt : 


I; [77 
“l ej - | 
Iz! 13| 
II PI EL 
I T IY I: sad 
II, 
= pa 1 T 
Iri = Iri BI = pe. |» e (44.46) 
Fig. 44.14. I| Us 
Cu relațiile (44.45) se obține : 
T r Ip TI 
= Y’ mi yY” = Y” YI 
ai= ei az men f nm l- pe + wen 
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şi, comparind cu (44.46), rezultă regula de compunere a matricelor 
x 7; 7# A "~ 
LYI =] Yi -+ Y”. (44.47) 
Matricea admiianţă a cuodripolului rezultani e suma matricelor admitanță ale 
cuadripolilor componenți conectaţi în paralel. Se reţine analogia cu regula de 
calcul a admitanţei echivalente a 


doi dipoli conectaţi în paralel. 4, 74 
44.3.4, Conexiunea serie-paralel. În d TA 
cazul acestei conexiuni (fig. 44.15) se impun p 41 202 
relaţiile : > a 
U, = Ui + Ug; A 
IL = li = Ii; 7 2 
h=H + Ii 
U, = U4 = UY, (44.48) pam 
Cu relația (44.33) raţionînd ca în cazurile ID] = ioe 12] 
precedente, se obţine regula x 
d Fig. 44,15, 


IDI = ID + ID (44.49) 


Matricea mixtă (directă) a cuadripolulu! 
rezultant e suma matricelor mixte (directe) 7, l 
ale cuadripolilor componenți, conectaţi în E =} 
serie-paralel, 

44.3.5. Conexiunea paralel-serie. În 
cazul acestei conexiuni (fig. 44.16) se impun 7 gma 
relaţi.le : 


L= K + Iy; 
În = U$ + U3’. (44.50) 


Cu relaţia (44.37) raționînd ca în cazu- ai 
rile precedente, se obține regula Fi = pei Je} 


| IPI = IFA E | (44.51) Fig, (910. 


Matricea mixtă inversă a cuadripolului rezultant e suma matricelor mixte inverse ale cuadri- 
polilor componenți, conectaţi paralel-serie, 


44.4. Aplicații 


44.4.1. Matricele unor enadripoli simpli, Determinăm matricele unor cuadripoli simpli, 
din care, prin compunere cu regulile stabilite mai sus, se pot determina matricele altor cuadri- 
poli compuşi. 

a. Cuadripolul degenerat cu impedanţă serie din fig. 43.8, a, cu ecuaţiile fundamentale 
(43.36, a), are matricea fundamentală și matricea admitanţă. 


Ea 


1 Z 
rau = | z 
01 


(44.52) 


| 


IN IN] 


1 
EA [Za 
și Iri = |S 
z 


i. 


și are matricea impedanță improprie. 
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wo 
(ep) 
wY 


b. Cuadripolul degenerat cu admitanţă paralel din figura 43.8, b, cu ecuațiile fundamen- 
tale (43.36, b), are matricea fundamentală și matricea impedanță 


1 1] 
| | 1 0j Y Y 

| Ai = lyi şi IZI = i 1 (44.53) 
Y Y 


şi are matricea admitanţă improprie. 

44.4.2. Cuadripolul în T, Matricele cuadripolului în T pot fi determinate, observînd 
că un astfel de cuadripol (ñg. 43.7, a) poate fi obţinut conectînd în lanţ un cuadripol 
degenerat cu impedanța serie Z,, cu un cuadripol degenerat cu admitanța paralel Y şi cu 
un cuadripol degenerat cu impedanța serie Z}. Conform cu regula de compunere (44.41), 
rezultă matricea fandamentală a cuadripolului în T din matricele cuadripolilor componenți 


(44.52) şi (44.53): 


z Zali prza ZI [1 Zai 
= [i 24 HE4- ja 
o al Ixy 1l 1i o 1]| 
1+ YZ Z Da e 2 | 
Al = | tia  â XAR E (44.54) 
Y YZ, +1 


An=4=1+Y¥Z; Aa=B=Z, +7 +YZZ; /n=C=Y; /a=D=1+Y Z, 


Am obținut parametrii fundamentali (43.30), determinaţi direct pe cale analitică, 

44.4.3. Cuadvipolul în m. Un astfel de cuadripol (fig. 43.7, b) poate fi obținut conec- 
tînd, în lanţ un cuadripol degenerat cu admitanța paralel Y,, cu un cuadripol degenerat cu 
impedanța serie Z și cu un cuadripol degenerat cu admitanța paralel Y.. Conform cu relația 
(44.41) rezultă matricea fundamentală a cuadripolutui în w din matricele cnadripolilor com- 
ponenți (44.53) şi (44.52): 


0 1 Z 1 9 1 1 9 
Mi = JE EN. =! -|l | 
io il Izai ix i Y, 1] 
m p=} +% Z 3 (44-55) 
| Y, +Y, aa, 1+YzZ| 


adică 


Au = 4A=1 +Y; An = B = Z; An = C = Y, + Y, ZYY: Za =D =1 -+ YZ. 


Am obținut parametrii fundamentali (43.32), determinaţi direct pe cale analitică. 

44.4.4. Cuadripolul în T şuntat (fig. 44.17, a). Acest cuadripol pe care nu l-am stu- 
diat pînă acum e foarte utilizat ca atenuator (pentru a reduce într-un raport determinat 
tensiunea aplicată la intrare). 

Din figura (44.17, b rezultă că el poate fi considerat ca rezultînd din compunerea în 
paralel a unui cuadripol în T cu unul degenerat, cu impedanţa serie Za, Conform cu relația 
(44.47), matricea admitanță |Y || a cuadripolului în T şantat va rezulta adunînd matricea 
Y’ || a cuadripolului în T cu matricea ||Y” |a cuadripolului degenerat (44.52). Prima se obține 
observînd că elementele matricei impedanță ||Z/| = ||¥' |71 au fost determinate anterior (rel. 
43.29), adică : 


Z +Z — Zi 
Z 


Iz (44.56) 
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Cu regula de inversiune a matricelor calculăra succesiv (v. par. 44.1.3.) 


det |Z l| = —ZiZa — Z(Za + Za) şi matricele:: 
| A !— (Z Z — ZI | — (Z. Z Z| 
lia ZI > (Za + Z) el +2 | 
[=Z — (Z + Z) |i Z Z +Z |— zZ (Zi +2) 
1 | nF =Z] 
4 E, 
ZuZe + ZZ + Za) || Z —(z,+2)| 


Se obține astfel matricea admitanță a cuaăripolului 
în T (cu Z = 1/Y) 


IXA = iz = 
|! 1+YZ, 1 | 
LAN ARIE A De ZI RE ZAZA 
E 2 + 2 E N &ı T 2 1 2 | (44.51) 
1 Ar ARI 
ara aa. nra a) 


Matricea cuadripolului degenerat cu impedanța serie Za 
rezultă din relația (44.52): 


1 1 
Z Z 

= || Ae (44.58) 
l i) ; 
Za Z3 | 


Cu relaţiile (44.47), (44.57) şi (44.58), matricea cuadripolului în T şuntat rezultă : 


|| Z fat Za ZZi +Z)  _ Za + Za + Za + ZZ, | 


Za(Zı + Ze + Y 4172) ZZi + Za + YZ Za) | 
IX i= Pr = | - (44.59) 
Zn F Za + Za + Y ZiZa ta +Z; + Y Zu(Za4-Za) 
Za(fa + Za + X ZZ) Za(Zı + Za + Y ZZ) 


45 | LANȚURI DE CUADRIPOLI 
*|| SI FILTRE ELECTRICE 


45.1. Lant de cuadripeli 


Transmisiunea energiei electromagnetice și, în special, transmisiunea sem- 
nalelor de telecomunicații se face prin instalaţii și circuite asimilabile unei suc- 
cesiuni de cuadripoli conectaţi în cascadă sau în lanţ. Întregul canal de trans- 
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misiune constituie deci un lanț de cuadripoli şi poate fi echivalat cu un singur 
cuadripol — cuadripolul echivalent — ai cărui parametri se pot calcula ca la 
paragraful 44.3.1. Lanţul de cuadripoli se numește omogen, dacă toţi cei n cua- 
dripoli componenți sînt identici, Dacă 


= Al (k= 1,2, n) (45.1) 


e matricea fundamentală a fiecăruia dintre cuadripolii componenti, din relația 
(44.41) rezultă că matricea întregului lanţ, egală cu produsul matricelor 
componente, este 


A lell = lia. (45.2) 


În cele ce urmează vom considera numai lanţuri omogene de cuadripoli sime- 
trici și reciproci. 

45.1.1. Lanţ de cuadripoli simetrici adaptat. Proprietățile de transmisiune 
ale unui lanţ de cuadripoli sînt optime, dacă impedanţa de sarcină a întregului 
lanţ e egală cu impedanţa caracteristică Z, a cuadripolilor simetrici componenți 


(v. par. 43.5): 
Zi; = Ze = 4 . (45.3) 


În acest caz, lanțul se numește adaptat!. Considerăm un astfel de lanţ cu n 
cuadripoli (fig. 45.1), la care folosim notațiile indicate în figură. 


4, 
o: 


Conform definiției impedaniei caracteristice, dacă impedanţa de sarcină 
a ultimului cuadripol e Z, şi impedanţa lui de intrare e tot Z, Impedanţa de 
intrare a ultimului cuadripol e însă impedanţa de sarcină a penultimului, şi 
de accea și impedanța de intrare a acestuia va fi tot Z.. Din aproape în aproape, 
constatăm astfel că pentru un lanț adaptat impedanţele de sarcină și impe- 


anţele intrare ale tuturor cuadripolilor i sînt egale adică 
danţele de intrare ale tuturor cuadripolilor componenți sîn le cu Ze, adică 


77. TI, TT T R 2 
II i e sat = Z a HL (45.4) 
În Ja În Iny C 


1 Condiţia de adaptare considerată aici nu coincide în general cu condiția de adaptare, 
din punctul de vedere al transferului maxim de putere (v. par. 37.4). 

2 În faţa radicalului se alege semnul care asigură parte reală pozitivă pentru Ze care 
trebuie să fie realizabilă în concret, pentru a putea fi o impedanţă de sarcină, 
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Ecuațiile cuadripolului simetric (scrise pentru cuadripolul de ordin &) fiind : 
U, = A Up + Bla (45.5) 
In = C Uksi + A Ina 

rezultă cu relația (454), înlocuind pe Tp; = Uzsu/Z. în prima ecuaţie 

pe Ukri = Zeev în a doua, egalitățile : 


tA ŽA VBC. (45.6) 


Deoarece la cuadripolii reciproci simetiici A? — BC = 1, se mai poate scrie: 


= iE = A+ VBG = —. (Edo) (45.7) 
Urn den á—YBC 


La un lanţ de cuadripoli adaptat, raportul a două tensiuni succesive sau 
a doi curenți succesivi se păstrează constant de la element la element. 

Se numește exponent de transfer caracterisiic logaritmul natural al valorii 
raportului (45.6), adică mărimea complexă. 


g= a + jb = la(4 + VBO) = —h (4 — VBO). (45.8) 


Yw 


Se observă că: 


e=4+VBC:; es=4-—VEC, (45.9) 


de unde rezultă : 
ch g = ch(a + jb) = ch a cos b + j sh a sin b = A 
sh g = sh(a + jb) = sha cosb + j ch a sin b= Y BC. 


Cu aceste notații, raportul a două tensiuni succesive sau a doi curenți suc- 
cesivi se scrie: 


(45.10) 


Ei že eg = et el (45.11) 


sau 
Ura = Uet = e "Ue is 


În = Ip 8 = e yes. 


(45.12) 


Vom arăta mai departe că a > 0, din care cauză, în lungul lanţului de cuadri- 
poli adaptat, valorile efective ale tensiunilor și curenților scad monoton expo- 
nenţial, fiecare cuadripol din lanţ introducînd un factor de atenuare sub- 
unitar, egal cu e“ şi o întîrziere de fază suplimentară, egală cu bl. De aceea, 
mărimea : 


Å Trh 
a = Re {g} = h |= 
[T kt 


=m] |>0 (45.13) 


Ien | 


1 dacă b < 0, are loc un avans de fază. 
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se numeşte atenuarea caracterisiică a cuadripolului simetric adaptat, iar mă- 
rimea, redusă la intervalul (—r, +7), 


b = Imig = ar la are] L \>0 (45.14) 


eta Tea f x 


se numeşte defazajul caracteristic al cuadripolului simetric adaptat. Din relația 
(45.12) se deduc pentru puteri relațiile : 


Seta = Ural = Umlye e = Spe” (45.15) 
Peya = Re { S41 } = Pe” (45.16) 
Qesr = im {Spa} = Qe”, (45.17) 
astfel că 
gml miel nea me (45.18) 


2 Pky 2 Pey 2 Qk 


Deoarece cuadripolii sînt pasivi și energia se transmite către receptor, 
puterea activă P, la bornele de ieșire ale cuadripolalui de ordinul k e 
mai mică decît puterea activă la bornele de intrare P,, diferența acoperind 
pierderile de putere din cuadripol. În cazul idealizat al unor cuadripoli ne- 
disipativi (cu elemente de circuit pur reactive), aceste două puteri pot fi egale 
şi eventual nule, dacă impedanța caracteristică e imaginară şi sarcina nu con- 
sumă putere activă. Rezultă că pentru cuadripolii cu pierderi (disipativi), 


Prs <a Pr, adică a > 0, J (45.19) 


iar pentru cuadripolii fără pierderi (nedisipativi), cu impedanţă caracteristică 
reală 


Pus = P,+0, adică a= 0. (45.20) 


Înmulţind rapoarte succesive de forma relației (45.11) cu k = l, 2, ..., n, re- 
zultă că: 


TI T P 
= = = eng = ere eint, (45.21) 
Una Iny 


adică pentru întregul lanț adaptat se obține exponentul de transfer total, 


g: = ng = u -= = md = n- ln(A + V BC) (45.22) 


nH ¿n+l 
şi atenuarea totală, respectiv defazajul total, 
a, = na, respectiv b, = nb. (45.23) 


45.1.2. Lang de cuadripoli simetrici neadaptat. În acest caz, lanțul de cuadripoli e 
p Oe i P . 
conectat pe o sarcină oarecare: 


Ty 
Zs = Zanu = = F Ze (45.24) 
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Vom exprima ecuaţiile fundamentale (43.7) ale unuia dintre cuadripolii (A = D) ai lan- 
tului cu ajutorul parametrilor g(v. rel. 45.8) şi Ze (rel. 45.3) ținînd seama de relația 45.10): 


Ug = AU + Re = Yen ch g + Ze Tkp sh g 


! Up; 45.25 
Ir = CU + Alep = =H shg-r Tkp ch g i ) 


Ze 


Dacă îulocuim aici Uz4; și Fg}; în funcție de Ukya și Ik prin relațiile analoge ale cua- 
dripolului următor, rezultă : 


Te = Tla Ch 2g + Ze Ikpa Sh 2g 

Í ly F 

ik = 7a Urpo sh 28 + Ikpa ch 2g 
Le 


şi, prin recurenţă, pentru întregul lanţ de n cuadripoli: 


E = Una ch ng + Zeny sh ng 
(45:26) 


Uny sh ng + Tny ch ng. 


Trecerea de la un cuadripol la n cuadripoli identici se face prin simpla înmulțire a ex- 
ponentului de transfer cu numărul n al cuadripolilor. 

Dacă cuadripolii au pierderi (a = Re{g} > 0) şi dacă numărul lor e foarte mare 
(n — œ), atunci: 


1 
ch na — — ens ; sh na — ema 
; ; l 
ch ng = ekfa cos pt Jang Blat => eta 


sh ng = sh na cos nb -+ j ch na sin b —> E eng, 


astfel că 
[7 7 A 
= = Za deşi SE = Z, $ Ze (45.27) 
L dny 


Datorită existenței atenuării, efectul neadaptării de la capătul lanțului se resimte din ce 
în ce mai puţin și cuadripolii suficient de depărtați de capăt (raţionamentul se poate face 
nu numai pentru k = 1, ci pentru orice k & n) funcţionează adaptat. 

Observaţie : Unitatea de atenuare se numește neper (Np), dacă se utilizează relaţiile de 
definiţie (45,13) sau (45.18). Se mai utilizează unităţile bel (B) și, în special, decibel (1 dB = 


= — B), corespunzătoare relaţiilor de calcul : 


10 
a = 2 leg | -= = 2 log d = log Pe [B] 
Tkp Ik Pky 
i I 
a = 20 log =+ |= 20 log Sk |= 10 log Pe [dB], (45.28) 
Uky | dkn | Pky 


18—1668 
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în care log este logaritmul în baza 10 (zecimal). Între aceste unităţi — utilizabile pentru orice 
apreciere logaritmică a unor rapoarte — există relaţiile : 


1 Np = 2. loge B = 0,8686 B 


45,29 
1 Np = 20. loge dB = 8,686 dB. ea 


45.2. Raportul de transmisiune 


și caracteristicile de frecvenţă 


Am studiat mai sus cazul particular al sistemelor de transmisiune, care 
consistă din lanţuri omogene de cuadripoli simetrici, reciproci. În cazuri mai 
generale, un sistem de transmisiune diport, liniar şi pasiv (v. fig. 45.2, a) e 
caracterizabil printr-o mărime de 
intrare u;(t), aplicată din exterior şi 
o mărime de ieşire (sau de răspuns) 
u,(î), univoc determinată de mări- 
mea de intrare (în condiţii de func- 
ţionare precizate ale sistemului). În 
regim permanent sinusoidal, rapor- 
tul complex al reprezentărilor în 
complex ale celor două mărimi 


E Li = Aljo) = A(o)eie (45.30) 
Ue 
Ri E 
| w œw se numește raportul de transmisiune? 
| | al sistemului și constituie o caracte- 
b. c. ristică a lui, în condițiile de functio- 
Fig. 45.2 nare precizate. Dacă se cunoaşte 


raportul de transmisiune și depen- 
dența lui de frecvență (adică de pulsația œ = 2rf), se cunoaște mărimea 
de ieșire pentru orice mărime de intrare dată. Prin înmulţirea cu un 
factor constant, convenabil ales, mărimile U, şi U; pot avea aceleaşi 
dimensiuni și raportul de transmisiune poate fi făcut adimensional. Modu- 
lal A(w) al acestui raport, 


T: 


Alo) =l Aljo] =|# (45.31) 


SIE 


se numește raport de atenuare, iar logaritmul natural al acestui raport 


a(o) = n 4(6) = In | =i | [Np] (45.32) 


se numeşte, scurt, atenuare. 


1 Valoarea reciprocă a raportului de transmisiune, considerată ca funcție de o variabilă 
complexă p = o + jo, se numește funcție de transfer. 
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Argumentul b(c) al raportului de transmisiune se numeşte defazajul sis- 
temului 


blo) = arg(A4(jo)) = arg{U;} — arg {U [rad] (45.33) 


şi e egal cu diferenta de fază între U; şi U,, redusă la intervalul (—r, +r). 
Între atenuare (exprimată în Np), defazaj (exprimat în radiani) și raportul 
de transmisiune există relaţiile : 
U; +3 : Ui 
A = = = eftt; a+ jb= ln = = h A. (45.34) 
Ue Ue 
Funcţiunile de frecvență a( 6) — uneori 4(w) — și b(%) se numesc carac- 
teristicile de frecvenţă ale sistemului, şi anume caracteristica de frecvenţă a ate- 
nuăriil a(%), uneori A(w), şi caracteristica de frecvenţă a defazajului? b(). Dacă 
se cunosc aceste caracteristici, funcţionarea sistemului în regim permanent 
sinusoidal e complet cunoscută. De aceea, aceste caracteristici se determină 
teoretic sau experimental, reprezentîndu-se grafic (v. fig. 45.2, b şi c). Se 
observă imediat că definițiile de mai sus generalizează pe cele date în para- 
graful anterior, în care atenuarea caracteristică şi defazajul caracteristic erau 
cazuri particulare ale mărimilor (45.32) şi (45.33), cînd U; = U, U,=Ua 
iar sistemul de transmisiune era un cuadripol simetric şi reciproc, adaptat 
pe impedanţa sa caracteristică. 


45.3. Filtre electrice 


45.3.1. Definiţii. În foarte multe cazuri, în telecomunicaţii e necesar să 
se transmită de la un generator la un receptor numai semnalele de anumite 
frecvenţe sau cu frecvențele cuprinse într-un anumit interval. Acest lucru 
poate fi realizat, dacă se utilizează sisteme de transmisiune, numite filtre, 
a căror caracteristică de frecvenţă a atenuării prezintă minime pronunţate 
peniru intervalele de frecvență pe care filtrul trebuie să le favorizeze (să le 
selecteze). În electrocomunicaţii, filtrele sînt cuadripoli sau lanţuri de cua- 
dripoli şi se mai numesc filtre electrice sau filire electrice de frecvenţă. 

Se numește interval de trecere sau bandă de trecere orice interval din spec- 

3 


. v s . v w . Y 
trul frecvențelor, cuprins între o frecvență inferioară f; = 3-0 frecvenţă 
T 


. v w . . vu 
superioară f, = — >f;, pentru care filtrul prezintă o atenuare foarte mică 
p 9 2r S p 


(sau chiar nulă, în cazuri idealizate) în raport cu aceea pe care o prezintă 
în afara acestui interval. Cele două limite menționate (definite de fapt prin 
anumite condiții mai precise) se numesc frecvenje de tăiere. Restul intervalelor 
din spectru se numesc intervale de atenuare. Se numește filtru trece-jos un fil- 
tru care favorizează semnalele de frecvenţe inferioare unei limite date (f; = 0, 
f: =£ 0), filtru trece-sus, un filtru care favorizează semnalele de frecvenţe su- 


1 Sau caracteristica atenuare-frecvenţă. 
2 Sau caracteristica defazaj-frecvenţă. 
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perioare unei limite date (f; =£0, f, = co) şi filtru trece-bandă, un filtru care 
favorizează numai semnalele de frecvenţe cuprinse într-un anumit interval 
de trecere, relativ îngust (f; Æ 0, f, = 0). Se numește interval de oprire sau 
bandă de oprire orice interval din spectrul frecvenţelor, pentru care filtrul 
prezintă o atenuare foarte mare (infinită în cazuri idealizate), în raport cu 
aceea pe care o prezintă în afara acestui interval; se numește filtru opreşte- 
bandă un filtru care blochează trecerea semnalelor cu frecvenţe cuprinse într-un 
anumit interval de oprire. 

Teoria filtrelor electrice, a studiului și calculului lor, reprezintă una din 
cele mai dezvoltate și mai specializate ramuri ale teoriei comunicaţiilor. În 
cele ce urmează ne vom limita la studiul unor filtre nedisipative (fără pierderi), 
simetrice, omogene și adaptate (avînd ca impedanță de sarcină o impedanţă 
egală cu impedanţa lor caracteristică Z,). Această ultimă condiţie e în fond 
foarte restrictivă, deoarece, aşa cum vom vedea, impedanţa caracteristică 
depinde de frecvenţă, fiind reală pentru anumite intervale din spectru şi ima: 
ginară pentru altele. O astfel de impedanţă nu poate fi realizată în concret 
cu elemente ideale, pasive, de circuit (r, L, C). Filtrele reale nu lucrează deci 
adaptat, pentru orice valoare a frecvenţei; în afară de aceasta, ele au tot- 
deauna pierderi și proiectarea lor optimă impune altă structură decît aceea 
a unui lanţ de cuadripoli simetric şi omogen. Cu toate acestea, studiul elemen- 
tar care urmează ilustrează sugestiv principalele probleme ale funcționării 
unui filtru. 

45.3.2. Filtre nedisipative, simetrice, adaptate. Vom considera lanţuri 
omogene de cuadripoli simetrici în T (fig. 45.3, a) sau în II (fig. 45,3,b), functio- 
nînd adaptat, adică închise pe impedanţa lor caracteristică Z,(rel. 45.3). Deoarece 


în aceste condiţii exponentul de transfer al unui lant cu n cuadripoli e ng = 
= na + jnb, e suficient să studiem funcționarea unui singur cuadripol din 
lanţ, de exemplu a primului, la diferite frecvenţe, adică funcțiunile : 


a(o), b(o) si glo) =a + jb. 
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Din relaţia (43.30), pentru cuadripolii în T simetriei, cu Z, = Z, = 2 şi Y 
ER , rezultă : 
lst 
1 Zi Z? 1 
A = 14 -5 = D; B=Z =; C= — 3 
Smiti > deat Se eaa 
și 
DĂ | i E z? 
Zer = E = | Zizi + a . (45.36) 
Din relaţia (43.32), pentru cuadripolii în m simetrici cu Y, = Y, = şi Z=Z; 
rezultă : a 
1 Z 1 Z 
A=1+ ->&= D; Ba; Cor 45.37 
2 T De a Pe 2z, + 4Z2 ( 
şi 


= A / 1 
Zi ki E ag 1 2 (45.38) 
5 ZZ; 42, 


Arătăm mai întîi că un cuadripol pasiv nedisipativ are parametrii fundamentali 
reali (A și D) sau imaginari (B şi C). În adevăr, un asemenea cuadripol poate fi 
compus numai din elemente reactive de circuit (bobine și condensatoare). 
Schema lui echivalentă în T cu elementele din figura 43.7, a va fi de asemenea 
compusă numai din elemente reactive. Mărimile Y, Z}, Z ale acestei scheme 
sînt deci imaginare. Din relația (43.56) rezultă atunci că C e imaginar, A e 
real şi D e real. Din condiția de reciprocitate (43.9) rezultă atunci că și B e 
imaginar. Cuadripolul nedisipativ se caracterizează deci prin relaţiile : 


Im {4} =0; Im {D} = 0; Re {B} = 0; Re{C} = 0. (45.39) 


Pentru un cuadripol nedisipativ simetric rezultă atunci din relațiile (45.10) 
şi (45.3) condiţiile : 


Im {chg} = | sh a sin b = 0 (45.40) 


i 


pi 
zi 

R 
| 


t = 0, Re /shoù = sh a cos b = 0 (dacă BC < 0 45.41 
5i bu 


sau 


Re {Z} = 0, Im {shg} = chasinb = 0 (dacă BC > 0). (45.42) 


Deoarece parametrii cuadripolului și în particular a, b și Z, sînt funcţii de frec- 
venţă, rezultă că, studiind aceste funcţii se pot pune în evidenţă una sau alta 
din situaţiile (45.41) sau (45.42). Se mai observă că impedanţa caracteristică 
a unui cuadripoi nedisipativ simetric e sau reală sau imaginară. Analizăm pe 
rînd cele două cazuri: 
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1. Întervalele de trecere. Pentru frecvențele la care impedanţa caracteristică 
e reală, relaţiile (45.40) şi (45.41) pot fi satisfăcute numai cu 


J2 
€ 
—1<4=A= cosb +L (45.44) 


Pentru frecvențele care asigură aceste inegalităţi, atenuarea e nulă și impedanța 
caracteristică e reală şi pozitivă. Defazajul depinde de frecvență 


b = arc cos A. (45.45) 


a=0; Z, =Z, = >0 (45.43) 


Acestea sînt intervalele de trecere ale filtrului nedisipativ simetric, cu frecvențele 
de tăiere determinate de situațiile extreme 


Á = + l sau £? = 1 sau BC = 0 (45.46) 
În cazul filtrelor în II sau T (fig. 45.3), din relațiile (45.35) ṣi (45.37) rezultă 
aceeaşi condiție : 
l Zi _ 


All, 5.47) 
aul (45.417) 


2. Intervalele de atenuare. Pentru frecvențele la care impedanţa caracte- 
ristică e imaginară, relaţiile (45.40) şi (45.42) pot fi satisfăcute numai cu: 


b= 0, m; z= i |2 (45.48) 
c 


A= A= + cha; sau Á L— lsa d>l (45.49) 
(deoarece ch a > 1). 


Pentru frecvențele care asigură aceste inegalităţi, atenuarea nu mai este 
nulă, ci are expresia dependentă de frecvenţă : 


a = arg ch |A| >0. (45.50) 


În realitate, din cauza pierderilor și datorită faptului că impedanța de sarcină 
a unui lanţ de cuadripoli nu poate fi realizată cu dependenţa de frecvenţă 
cerută de relaţiile (45.43) și (45.48), rezultatele obţinute constituie o idealizare. 
În condiţiile acestei idealizări, studiul unui filtru consistă în determinarea 
frecvenţelor de tăiere cu relaţiile (45.46), respectiv (45.47), pentru lanţurile 
în I sau în T — şi în analiza caracteristicilor de frecvență a defazajului 
(45.45) — în intervalele de trecere — și a atenuării (45.50) — în intervalele de 
atenuare. Prezentăm în continuare cîteva exemple. 


45.3.3. Filtre trece-jos (fig. 45.4, a şi b). Aceste filtre sînt de tipurile generale din figura 
45.3,a sau b, cu 
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şi impedanţele caracteristice date de relaţiile (45.36) sau 45.38). Condiţia (45.46), respectiv (45.47). 


devine : 


4=1— > a LC=+4l1, 


EL t [A 7/24 
PR ia ai ra Teme en A a OSS 


H H Dis 
i | 22 
ÎL fi 
T AU 3 
EPS S SERI 
S; A= To uC 
l L L 
Cf o PP a a ) 
| | j Aa hoo o 7 7 
ca => C Ca Ce Zola 
| Í i 7 al A 
E E: RI E „a LT 


Fig. 45.4 


de unde se obține intervalul de trecere ( — 1 $ 4< +1) 


EEE ELEN 


VLC 


Avînd frecvenţa de tăiere inferioară egală cu zero, aceste filtre sînt de tipul trece-jo 
valul de atenuare rezultă caractexistica de frecvenţă : 


a = arg ch | A | = arg af #Lc—1), o Zos AÀ 


(bai 


s. În inter- 


reprezentată în figura 45.5. g1 LLL DD 
Na a)! 


45.3.4. Filtre trece-sus (fig. 45.6, a și b). Aceste filtre sînt de 


tipurile generale din figura 45.3, a sau b, cu | E tă >> 
A 


| 


1 A N 
Zi = » Ze=joL, i PIPI TITI TIT 
jo C a, í 


Condiţia (45.46), respectiv (45.47), devine : aA 
i E aia a SE NEN 1, 


2 02 LC 


de unde se obţine intervalul de trecere (—1 SAS +1) 


l 
2 VLC 


= 0; [u< uw; = 0. 


Fig. 45.6 
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Avînd frecvenţa de tăiere superioară infinită, aceste filtre sînt de tipul trece-sus. În intervalul de 
atenuare rezultă caracteristica de frecvenţă 


l 
a = arg ch | A| = arg ch | =a] 
2aLC 
reprezentată în figura 45.7. 


45.3.5. Filtre trece-bandă (fig. 45.8, a şi b). Aceste 
filtre sînt de tipurile generale din figura 45.3, a sau b, cu 


ZI =j|loL— ); p RE PER, AR 
oC? j 


Condiţia (45,46), respectiv (45.47), devine: 
=) = 4 l, 


de unde se obține intervalul de trecere (— 1 SAS +1) 


1 
0< TT =o <o 9 Apă 
< VIT, o; Susou Vară < ®© 


Avînd ambele frecvenţe limită finite şi nenule. aceste filtre ` 
xînt de tipul trece-bandă; în intervalele de atenuare 
sezultă caracteristicile de frecvenţă : 


a = arg ch | A | = arg ch | — [ere 2]: o Su; 


azi 0 


reprezentate în figura 45.9. 


DIAGRAME — LOC GEOMETRIC 


| 
| 


În studiul circuitelor de curent alternativ se consideră nu numai un anumit 
regim de funcţionare, ci și modul cum se modifică regimul de funcționare la 
variaţia foarte lentă a unui parametru oarecare : frecvenţa, o rezistență ete. 

În cazul circuitelor în regim permanent sinusoidal se utilizează i în acest scop 
locurile geometrice în planul compiex ale vîrfurilor fazorilor corespunzători 
mărimilor sinusoidale considerate, ia modifcarea regimului de funcționare al 
circuitului. 
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Dacă se urmăreşte modificarea regimului de funcţionare la variaţia a doi 
parametri, se obţin familii de curbe-loc geometric. 


46.1. Înversiunea geometrică 


Pentru teoria curbelor-loc geometric este deosebit de importantă transformarea punctuală 
numită inversiune geometrică. 

46.1.1. Puncte inverse. Două puncte A şi A” se numesc puncte inverse sau reciproce în 
raport cu un cerc dat, cu centrul în O (fig. 46.1), dacă este îndeplinită condiţia 


OA - O8’ = (0BP= K. (46.1) 
psd N Punctul O se numește centru de inver- 


N siune, mărimea reală K se numește 
| | N Ne putere de inversiune, jar cercul de 

s / Á \ rază \|K], cerc de referință. 
r | N Observaţii:a) Dacă unul 
| N | din puncte este situat în afara cercu- 


E | À$ i e N certi e e ct oeimeir + lui, celălalt este situat în interiorul 
£ cercului. 


\ | ] b) Dacă puterea de inversiune 
în Să e pozitivă (cazul din fig. 46.1), cele 
| / două puncte inverse sînt de aceeaşi 
N / parte a centrului de inversiune, Dacă 
Z această putere e negativă, cele două 
E Pa puncte sînt de o parte şi de alta a 
= < KG centrului de inversiune. 
Fig. 46.1 c) Dacă trebuie construit in- - 
versul A” al unui punct dat A dia 
exterior, se procedează astfel: din A 
se duc tangentele la cerc în B și B’; punctul A' se obține la intersecția coardei BB’ 
cu dreapta 40. 

d) Dacă trebuie construit inversul A al unui punct dat A’ din interior, se procedează 
astfel : din Æ’ se ridică o perpendiculară pe 0“, care intersectează cercul în B și B’; se duc tan- 
gentele la cerc în aceste puncte; intersecția tangentelor este punctul A, căutat în prelungirea 
razei OA. 

Prin inversiune, o curbă-loc geometric al punctului A se transformă în altă curbă : locul 
geometric al punctelor Æ’ corespunzătoare. Dacă forma curbei este complicată, inversiunea 
se face prin puncte așa cum s-a procedat pentru punctele izolate din plan. În cazuri particulare, 
determinarea curbei inverse se poate efectua sistematic. 


46.1.2 Înversiunea unui cerc. Se consideră cercul cu centrul în C care nu trece prin centrul 
de inversiune. Inversele punetelor M și N pe dreapta OC,, faţă de centrul de inversiune 0, se 
construiesc în conformitate cu relația (46.1): 


O0M.0M' = O0ON-O0N' =. (46.2) 


Pc segmentul M'N’, ca diametru, se construieşte cercul C, (fig. 46.2) Acest cerc este 
inversul cercului C}. Pentru a demonstra aceasta, ducem din O o dreaptă care taie cercurile 
în M şi N, respectiv în N’ şi M’, şi alta care le taie în E şi F, respeetiv în F’ şi E’; din 
relaţia (46.2) rezultă : 


OM ON 
ON’ ~ OM’ 
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sau (folosind proprietăţile proporţiilor) : 


OM ON OM + ON ON — OM 


sau 
ON OM _ OMON adia LO 0, (46.3) 
ON— 0M  0M'—0N' GN CM 


Rezultă că cercurile cu centrele 
în C, și C, sînt omotetice faţă de 
centrul O. Se poate atunci scrie 
relaţia de asemănare : 


OE OF oM ON 
== jea ? 
oF’ OE” oN” OM” 


oricare ar fi secanta OEFF'E. 
Se obține egalitatea 


OE - OE’ = OF - OF’. (46.4) 


De altă parte, puterile punctului O 
față de cele două cercuri sînt 

OM - ON = OE ; OF 
şi OM'- ON’ = QE^OF’. (46.5) 


Înmulţind aceste relații şi ţinînd seama de relațiile (46.2) şi (46.4) rezultă : 
OM : ON. OM" ON’ = K? = 0E.0F-O0F'- OE’ = (OE . 0E} = (0F- OFP 
sau 


OE - OE’ = OF - OF = K, (46.6) 


adică și punctul E și E’, respectiv F şi F” sînt inverse unul altuia cu aceeaşi putere. 
Observaţii: a) Linia dreaptă fiind un caz limită al cercului (r—c0), rezultă că 
inversa unei drepte este tot un cerc. Acest cerc trece prin centrul de inversiune, deoarece punc- 
telor M de la infinit (ale dreptei) trebuie să le corespundă, din relaţia (46.2), inverse cu OM’ = 0. 
b) Dacă centrul de inversiune este pe dreaptă, curba ei inversă e tot o dreaptă. 
c) Curba inversă a unui cerc este o dreaptă sau un cerc, după cum centrul de inversiune 
se găsește sau nu pe cerc. 
d) Centrele C, şi Ca a două cercuri inverse faţă de O nu sînt puncte inverse unul față de 
altul cu aceeaşi putere de inversiune cu a punctelor cercurilor, 


46.2 Înversiunea complexă 


În calculul circuitelor de curent alternativ cu ajutorul reprezentării în 
complex e utilizată inversiunea complexă, care diferă de inversiunea geome- 
trică a acelorași puncte. 

Două puncte în planul complex M și M’ sînt inverse (în complex) unul 
altuia faţă de centrul de inversiune O, originea coordonatelor, dacă este în- 
deplinită condiţia : 


V.V =K, (46.7) 
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în care V = V elb şi V’ — V'eib sînt numere complexe cu alixele în M, res- 
pectiv M’ (fig. 46.3). Presupunem că puterea de inversiune K e un număr real. 
Rezultă : 


+Í d 
(+) pr = E Ka (46.8) 


cu 


E aiB =p. (46.9) 


Y Se observă că inversiunea unui 
punct în planul complex comportă două 
operaţii succesive (a căror ordine de 

efectuare e arbitrară) : 
+7 a) inversiunea geometrică a punc- 
tului M după regulile stabilite în para- 
graful 46.1.1., obţinîndu-se punctul M”; 
b) construirea simetricului punctu- 
lui M” faţă de axa reală, obținîndu-se 
Fig. 46.3 astfel punctul M’ (simetrizarea faţă de 

axa reală). 

În calculul circuitelor de curent alternativ intervine deseori necesitatea 
de a obţine prin inversiune admitanţa complexă din impedanța complexă, 
şi invers. Dar pentru determinarea puterii de inversiune K trebuie considerate 


EE , r i . A S 
şi scările grafice ale impedanţei [ae ex. a şi admitaniei | de ex. b >) . 
cm cm 


ZY = (04)a.(04)b =1 (46.10) 


rezultă puterea de inver- Ai 


i 
3 


siune, 


K = 04:04" = + (46.11) | 
a 


în care OA și OA’ (de ex. 
în cra) sînt lungimile vecto- 
rilor din planul complex care 
reprezintă impedanta, res- 
pectiv admitanţa, la scările 
indicate. 


În figura 46.4 s-a construit 
admitanţa cu ajutorul cercului de 


1 
Væ 


Operațiile s-au succedat astfel: 
s-a construit iimpedanţa complexă 
conjugată Z *, apoi, ducînd tangen- 
tele la cercul de inversiune și coarda 
punctelor de tangenţă, se obţine 
punctul A”, virful adnitanţei Y. Fig. 46.4 


. 


e f F 
inversiune de raza VK = 
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46.3 Exemple de diagrame — loc geometric 


Se vor prezenta cîteva curbe-loc geometric mai frecvent întîlnite în pro- 


blemeie electrotehnice. 


46.3.1. Dreapta. O ecuație generală a unei mărimi complexe C, funcțiune 


de gradul întîi de un parametru real p : 
C=A+p8B 


(cu — æ < p < + o) re- 
prezintă o dreaptă care se 
obţine adunînd la fazorul fix 
A fazorul variabil pB de 
direcție fixă. În figura 46.5. 
s-a gradat dreapta în fanc- 
țiune de p. 

Cazuri particulare: a) 
Ecuația unei drepte care 
trece prin origine (fig. 46.6, a) 
este: 

C = pB = p(M + ÎN) 
cu B = M -+ jN. (46.13) 

b) Ecuația unei drepte 
paralelă cu axa reală (fig. 
46.6, b) este : 

C=4+pM 
(Im {B} = 0). (46.14) 


(46.12) 


Fig. 46.5 


c) Ecuația unei drepte paralelă cu axa imaginară (fig. 46.6, c) este: 
C=A4A+jpN (Re{B} = 0). (46.15) 
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Aplicație: Impedanţa unei bobine de 
rezistenţă R şi inductivitate L constante este 


funcțiune de pulsaţia o = 27% f. Dacă 
pulsaţia variază, impedanţa 
Z= R+joL (46.16) 


are diagrama loc geometrie din figura 46.7. 


46.3.2. Cercul care trece prin 
origine. O ecuație generală a unei 
mărimi complexe D, care e inversa 
unei funcțiuni liniare de un para- 
metru real p, 

Fig. 46.7 D=, (4617 
T A+pë, 
reprezintă un cerc care trece prin origine. În adevăr, numitorul are ca loc 
geometric o dreaptă, iar locul lui D se obţine prin inversiunea unei drepte 
faţă de origine ca centru de inversiune, 

Dacă A = A ei, B = B ejf şi se divid numărătorul şi numitorul rela- 

ției (46.17) cu A, se obţine: 


i 
TE INNER Ba (46.18) 


în care 


= (A PERII (46.19) 


Construcţia cercului-loc geometric al afixelor mărimii complexe D se face 
în modul următor (fig. 46.8): 


a) se desenează dreapta-loc geometric C = A + pB şi simetrica ei față 
de axa reală C* (dreapta conjugată); 


, 1 ; PEY Z . 
b) se construiește D, = PA eja, care reprezintă o coardă a cercului 


(D = Do pentru p = 0); 

c) se construieşte de asemenea o perpendiculară din origine pe dreapta 
C*, care reprezintă direcția diametrului cercului. Într-adevăr, D are modulul 
maxim (diametrul cercului) cînd C, respectiv C*, are modulul minim (reprezen- 
tat de distanța din origine la dreaptă); 

d) centrul cercului O’ se găsește la intersecția perpendicularei pe C* cu 
perpendiculara ridicată pe mijlocul segmentului reprezentat de D}; 


e) unghiul între segmentul 0,0' şi segmentul 0,0 (D,) este 


7 


funii “maci. Ada 


á 


+) 


+7 


Q 
“N Y 


Fig. 46.8 


Fig. 46.9 
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Gradarea cercului pentru — co < p < + co se face gradînd întîi dreapta 
C, apoi conjugata C* și unind originea pe rînd cu diferitele puncte care reprezintă 
valorile p pe dreapta C*. Întersecţiile acestor coarde cu cercul reprezintă vîr- 
furile mărimii D pentru valorile corespondente ale parametrului p. 

46.3.3 Cercul cu poziție oarecare, Cea mai generală ecuaţie a cercului ca 
loc geometric în planul complex e: 


K= 4B, (46.20) 
C + pD 
unde p e un parametru real cuprins între — % și + œ. 
n adevăr: 
B RC l 
K= 4 — a = M4 N- K’, 46.21 
i a T MERK ( 
în care 
Madr Neded: Wesle (46.22) 
oD Re ao D = C+ pb 


Se observă că locul geometric al mărimii K’ este un cerc care trece prin 
origine. 
Toți factorii K’ se multiplică cu N = Ne, adică sînt rotiţi cu v şi modu- 
lul lor se multiplică cu N. Deci NK” reprezintă tot un cerc care trece prin 
origine. Pentru a obţine locul geometric indicat de relaţia (46.21), este nece- 
sar ca toate punctele cercului să fie deplasate cu M față de origine sau ca 
originea să fie deplasată cu — M. 

O primă metodă de construcţie a unui cerc reprezentat de relaţia (46.20) 
e indicată în figura 46.9: 

a ) se construiește în modul cunoscut (par. 46.3.2) cercul K’, cu centrul în O’; 

b) se roteşte raza 0,0 cu unghiul v şi se multiplică cu N, obţinînd raza 

0,0” (în figură s-a considerat cazul y < 0); 

c) se deplasează cu —M originea din 0, în 0;. 

Cercul căutat e cercul de rază 00”, cu centrul 4 în O” faţă de axele din 0,. 

Gradarea cercului se face după rotirea dreptei cu unghiul v în modul cunos- 
cut din figura 46.8 faţă de originea 0,. 

O altă metodă, mai simplă, consistă în a construi cercul prin trei puncte 
determinate de fazorii : 


A > R R 
K=: K=; K=4t8 (46.23) 
Serg D C+D 
(pentru p = 0) (pentru p=%) (pentru p = 1). 


46.4. Aplicaţie. Diagrama — loc geometric al curentului primar 


al unui cuadripol pasiv 


Considerăm ecuațiile fandamentale ale unui cuadripol : 


TI = PARI, 
Da A arie Rda (46.24) 
= CHU + DD Ia 
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Dacă se consideră tensiunea la intrare origine 
de fază şi invariabilă 77, = 77, == const., defazajul 
receptorului qp inductiv invariabil, iar impedanţa 
receptorului proporţională cu un parametru real p, 
se obțin ecuaţiile : 


U, = IAR + P A Za) 
l= (2 +p CE Za 
în care pZa este impedanța variabilă a recep- 


torului. 
Se obţine pentru curentul primar expresia : 


tj 


D +pCZ7, 


l =U, = 
B+ PA Za 


= Za (p) (46.25) 


care este analogă relației (46.20). 

În consecinţă, locul geometric al curentului 
I, este un cerc care nu trece prin origine. Acest 
cerc se poate construi prin trei puncte, determi- 
nînd valorile curentului pentru : 


p=% (în gol) Ii (60) = IE = e 
(46.26) 


afia 


= 0 (în scurtcircuit) J, (0) = 7, = =f, 


=> — 


— — 


p=1 O= u 2HEA, Fig. 46.10 
B + 


Cercul se poate construi şi în modul următor (fig. 46.10): 

Se stabilesc vîrfurile fazorilor 7. ṣi Fisc în M, respectiv IV. Ca în figura 46.8 se determină 
unghiul y dintre MN şi MO”. Centrul cercului se găseşte la intersecția normalei ridicate pe 
mijlocul segmentului MN şi direcția MO’. 
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În paragrafele precedente s-a studiat regimul periodic sinusoidal al reţe- 
lelor electrice, adică regimul permanent stabilit în reţele liniare sub acțiunea 
unor tensiuni electromotoare sinusoidale și de aceeași frecvenţă, : 

În realitate însă, variația în timp a tensiunilor electromotoare se abate 
mai mult sau mai puțin de la forma sinusoidală, datorită însăși construcției 
generatorului. În adevăr, repartiția inductiei magnetice în întrefierul maşinii 
nu poate fi strict sinusoidală, deoarece nu se poate realiza o așezare corespun- 
zătoare a conductoarelor în crestături. Abaterea curbei de variaţie periodică 
în timp a unui curent sau a unei tensiuni de la forma sinusoidală se numeşte 

i deformare sau distorsiune. Așa cum vom arăta, în cazul în care circuitele elec- 
trice conțin inductivităţi, deformările curenților datorite deformărilor ten- 
siunii se slăbesc, dar în cazul în care există condensatoare deformările curen- 
ţilor se accentuează. De altă parte, elementele de circuit neliniare (bobine cu 
miez de fier saturat, redresoare etc.) produc deformări ale curentului chiar 
dacă tensiunile aplicate circuitului sînt riguros sinusoidale. Conform clasificării 
făcute de C. Budeanu !, elementele de circuit neliniare sînt elemente deformante 
de prima categorie, iar elementele de circuit reactive (capacitive) liniare sînt | 
elemenie deformante de a doua categorie. 

În electroenergeiică, efectele deformante sînt supărătoare, deoarece mic- 
şorează factorul de putere, produc rezonanţe ete., și se încearcă evitarea lor 
prin diverse mijloace. În. electrocomunicaţii însă, efectele deformante pot fi 
utile (în scopul însuși al transmisiunii informațiilor prin semnale, de ex. pentru 
modulație) sau nu (de ex. distorsiunile sistemelor de transmisiune, care reduc 
fidelitatea transmisiunii realizate). Totodată, în electrocomunicaţii semna- 
lele transmise sînt, de obicei, nesinusoidale, chiar dacă se pot considera practic 
periodice. 

Ideea fundamentală care stă la baza studiului circuitelor în regim perio- 
dic nesinusoidal consistă în descompunerea tuturor mărimilor în sume (serii) 
de termeni sinusoidali. 


1 Constantin Budeanu (1886—1959) a fost membru al Academiei R.P.R. şi profesor de 
Bazele electrotehnicii la Institutul Politehnice București. 
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47.1. Descompunerea spectrală (analiza armonică) 


a funcţiunilor periodice de timp 


47.1.1. Serie trigonometrică. O funcţiune periodică de timp e caracte- 
rizată de identitatea : 


£ (t) = f (t + mT) m = + l, + dame (47.1) 


în care T = 2njw = 1/f e perioada, w = 2rf = 2r/T e pulsaţia (fandamen- 
tală), iar f = 1/T e frecvența (fundamentală). 

Orice astfel de funcțiune care satisface condiţiilor lui Dirichlet 1 se poate 
dezvolta în serie trigonometrică (Fourier) sub forma : 


f) = d TA (4, cos not + B, sin not), id (41.2) 


n=l 


în care termenii de pulsație nw se numesc armonici de ordinul n în cosinus, 
respectiv în sinus, avînd coeficienții dați de relaţiile : 


A, = Ffo cos not dt n = 0,12... 
J | 
A (47.3) 
B, = 5 FÂ sin not de E E E 
G 
Pentru n = 0, 
i T 
4 FP = 2 (fd 14 
= Fo pVoăzo (47.4) 
0 


este valoarea medie sau componenta continuă a funcţiunii periodice date. Mări- 
mile | 4,| l respectiv | B, |, sînt amplitudinile armonicelor de ordinul n în cosinus, 
respectiv în sinus. Valabilitatea relațiilor (47.3), (47.4) se verifică fără dificul- 
tăți, înlocuind pe f(t) cu seria (47.2) și efectuînd integrarea. 

În electrotehnică, seria Fourier se pune sub o altă formă, strîngind în 
aceeaşi expresie termenii în cosinus și în sinus de acelaşi ordin pe baza iden- 


tităţii : A 
Ar K 
Sa aa, TI ai 
f =F, V2 sin(not + y„) = F,V2 sin y, cosnot + F, V2 cosy, sian wt = 
= A, cos not + B, sina note Ba (47.5) 


1 Funcțiunea e netedă pe porțiuni în cuprinsul unei perioade, adică : e mărginită; are în 
acest interval un număr finit de discontinuități (de primul ordin); intervalul se poate descompune 
într-un număr finit de subintervale, în care functi țiunea e monotonă. 
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Cu această scriere seria trigonometrică devine : 
H) = F + Y fn (t) = Fo + OF, VZ sin (not + y,). (47.6) 
n=l n=l 


În aceste relaţii : f (t) e armonica (instantanee) de ordinul n; f,(:) e armonica 
(instantanee) de ordinul 1 sau fundamentala ;, 
1 Ag: 
F, = — V4} + B? (47.7) 
y2 
e valoarea efeciivă a armonicii de ordinul n; 


Yn = arce tg n — arc sin — În — = arc cos E. n (47.8) 
By Var+ By VA, +8; 
e faza iniţială a armonicii de ordinul n, determinabilă univoc numai prin sin y, 
şi cos Y„, deoarece poate avea orice valoare, redusă la intervalul (—r, + n). 
Dacă funcțiunea f(t) e cunoscută prin reprezentarea ei grafică, ridicată 
de exemplu experimental, coeficienţii Fourier A, şi B, se pot determina cu 
metode aproximative — suficient de precise — numite metode grafico-analitice 
de analiză armonică +. 
47.1.2. Funcţiuni periodice particulare. Lipsa sau prezenţa armonicelor dintr-o anumită 
categorie corespunde unor proprietăţi particalare ale funcţiunii periodice considerate şi se poate 
adesea recunoaşte numai privind graficul funcţiunii. 


Astfel, dacă (fig. 47.1, a) 
T 
10 = eh n he, (47.9) 
trebuie să fie satisfăcută identitatea 


co ce 
Fa + > [An cos not + B, sin not] = — Fy — 5D [A, cos (not + nr) + 


n=l n=l 
z +1 
+ Ba sin (not + nr)] = — Fe + 5D (— D” A, cosnot + (—lje+! B, sin not]. 
= 


Rezultă pentru coeficienţii Fourier condițiile : 
Fo = 9; Aa, = 0; Ba = 0; Far = 0. 
Funcțiunea considerată, numită | E a alternativă simetrică, nu are decit armonici impare 
10) = F, V2 sin (ot + yi) + F; sin Gat Ya) +.. (47.10) 
Aceasta este situația tensiunilor electromotoare ale generatoarelor sincrone, la care condiția 


(47.9) e realizată prin construcția maşinii, care asigură un cîmp învîrtitor cu repartiție identică 
(pînă la sens) în dreptul polilor N, respectiv S. 


lv. Al. Th. Popescu, Curs de electrotehnică, partea I-a, Analiza armonică, (litogra- 
fiat) — Bucureşti, 1947 şi 
I. S. Antoniu, Chestiuni speciale de electrotehnică, Bucureşti, 1956, 
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În mod analog se stabilește prezenţa şi lipsa unor armonici la alte forme particulare de 
funcțiuni periodice ; numai cu armonici pare (fig.47.1,b), numai cu armonici în sinus (fg 47.l,c), 
numai cu armonici în cosinus (fig. 47.1,d). 


EZE fese E1 


hristi ZI 


fit? -È Dk V2 an ((2k-tcotrâz  ,) Pay 2 
b. 
a. 
Mn) a -f(T-t] 
en rit = FIT-47 


co 
fli) = f + Ž Ap cosnest 
sa 


c. d. 
Fig. 47.1 


47.1.3. Aplicaţii: 1. Să se dezvolte în serie Fourier semnalul dreptunghiular din figura 47.2, 
de amplitudine A. 
Soluţie : Se observă că analitic semnalul se scrie: 


= | E (47.11) 
|—4 z <t< T. 
Deoarece f(t) = — f [: J =) = — f(T —t), semnalul 


nu conține armonici pare şi armonici în cosinus, 
adică 


F= 0 Fa = 0 A, = 0, Fig. 47° 
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i ar 


H 
7 zg: 
B, = 2 EO sin noidt = a A | sin not — — A | sin netdi == 
j o i 


i 
T 7 0 dacăn = 2k 


2A 


noT 


| iaca cos nat —|—| — sos no |= AA 
— dacăn = 2k-l, 


o T nn 
Singurii coeficienţi nenuli sînt deci: 


Biopsi Re 2 AAE (47.12) 


iar dezvoltarea căutată este: 


[2>] 
= 3 B=! sin (2k — Ior = d (sin TEE - sin3 ot -+ 
=] 


TE 


ale 


sin 5 ot A- | (41.13) 


Dacă functiunea se aproximează prin suma f*(t) 


rith ZES F° a primilor trei termeni, se obține curba din 
JA N figura 47.3. Cu cft se consideră mai multe armo- 
T nice, cu atit se obţine o curbă mai apropiată de 
AS N dreptunghi. 
PA fit) 47re) 
\ | 
f PS 
` . Ra IN 
E / N / 7 
SVAZ A 7 
Aiete i Se 
` Yy YV f /, MA t 
LaS A 
| RANN we 
| Seot 
Fig, 41.3 Fig. 47.4 


2, Să se dezvolte în serie Fourier semnalul constituit din impulsii dreptunghiulare de 
amplitudine A, cu durata impulsului tọ (fig. 47.4). 
Soluţie : se observă că analitic acest semnal se serie (0, T): 


A, pentru 0 < i 


yo = { 0, pentru > < ta T— = 3 (47.14) 


A. pentru pe <t< F 
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Deoarece fli) = f (T — t), semnalul conține numai armonici în cosinus și componenta continuă 
Se obține relatia 


To 
7 2 y 
2af 2 ( 
Án == | f(Ì} cos not dt == — =f A cos not dt +a cos n otdi = 
T: T) 4 
2 
sin no 2 sin no pei] 
ZĂ 2 sinnof 2 
e i pe a ex 
, neo n o no 
To 
Sin no — 
44 2 24 
Pa emma ma m SID anG, 
T ne nn 
2 T + Â e. 
în care B = £, şi relația 
T 
EUS A [n Ty } 
F= > \ (0 = = + -2j Ap. 
T |) Ti2 2) 
9 
Rezultă : 
“A : 
sin rr 
fi?) = PE pag 5> SIR gnp, cos not 7 (47,15) 
can 


t n=l 


În telecomanicații se întîlnesc adesea semnale constituite din succesiuni de impulsii. În 
numeroase situații se întîlnesc impulsii foarte scurte, cu Ta < T şi 8 <1. Din relaţia (47.14) rezultă 
că primele armonici ale acestor semnale au amplitudini practic egale, deoarece 


> SIRTNI 
lim sina >l 


În cazul idealizat în care inpulsiile ar fi infinit de scurte (7-0) și infinit de înalte (4—00), 
dar cu o arie finită 


T> so 


(iupulsii delta sau impulsii Dirac), ar rezulta 


A > i 
-> — N 
p T şi 
25 | z i 


i) = Hj TA cosnot (47.16) 


A n=} # 
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47.2. Seria Fourier complexă 


O funcţiune periodică reală f(t) care admite o dezvoltare în serie trisonometrică de forma 
(47.2) poate fi scrisă şi ca sumă a unei serii cu termeni complecși, exponențiali. Pentru aceasta 
observăm din relaţiile (47.3) că A, e o funcţiune pară și B, o funcţiune impară de indicele n 


An = Ani Bn = — Bn (47.17) 
Seria (47.2) poate fi atunci scrisă : 
f(t) = 5$ dn cos n ot -+ Ba sinza) (47.18) 
E DU, 2 2 f ' 


În adevăr, termenii cu n > 0 ne dau jumătate din valoarea termenilor corespunzători din 
relația (47.2), termenii cu n < 0 cealaltă jumătate [deoarece A_ cos (— not) = 4, cosnot şi 
B_, sin (—not) =—B, (—sin not) = B, sin not], iar termenul n = 0 ne dă doar 4/2, adică 
termenul liber. 
Înlocuind în relaţia (47.18) cosinusul și sinusul cu formulele 
1 jnot —jnot : l inot —jnot 
cos poe = e + eo); sin raame — e ot) 
J 


rezultă : 


aior A PER? PI ERORI IO A i: A 
f = n]a el” ot + n 1 inot 
M= 5 a aiii | 


n= = 
sau 
n=+% 4 iB +œ 
— n J]Ən jnda _ inot 
A= De 9 Ga (47.19) 
n=— 0 2 n=—%0 
deoarece suma termenilor în e` 1%! e egală cu suma termenilor în e 1%, după cum rezultă 


cu relația (47.17), punînd n> — n. 

Relaţia (47.19) reprezintă dezvoltarea în serie Fourier complexă a funcțiunii reale £(t) (par- 
tea imaginară a sumei e nulă). Coeficienții dezvoltării se numesc amplitudini spectrale şi cu 
relațiile (47.3) rezultă : 

T 
& Án —jB, 1f 4 
Cp Cp = Ne = LA fi) eTit dt. 
Cp Cn 2 ră văd e dt (41.20) 
o 


Observaţii: a) Dezvoltarea în serie complexă Fourier nu trebuie confundată cu 
re prezentarea în complex a seriei trigonometrice. Folosind regulile cunoscute, seria trigonometrică 
(47.2), respectiv relația (47.6), se poate reprezenta în complex nesimplificat termen cu termen 
numai în cazul funcţiunilor alternative (F, = 0) sub forma : 


W at f Lcd : Sp. r— Sf 
EO =>) (4 e'2+ B,) en =>) (Ba + j4,” = Do y2 PpO tia) (47.21) 
n=1 n=1 


n=] 
astfel că 


f = Im {£O}. (47.22) 
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Dacă se cunoaşte însă amplitudinea spectrală C,, A 
din relațiile (47.20) şi (47.21), rezultă : 
a. iy , [An — Ba) 
V2F, ei" = B+ 4, =2i [E] = 4A 
2 ! T 
= 2j C, 
sau 
Fa ; Ep Slaen 
= = j E oY” am aTr) A 
Can j fă e ae $ă z) (47.23) 


b) Mulțimea amplitudinilor VIP, ale ar- 
monicilor unui semnal [sau, ceea ce e tot una, 
a dublelor modulelor amplitudinilor spectrale 
2 |C] = V2 F,]se numeşte spectrul semnalului 
şi se reprezintă, de obicei, ca un șir diseret de 
valori funcțiune de n. Spectrul semnalelor perio- 
dice e un spectru discret. În figura 47.5 a şi b 
sînt reprezentate spectrele semnalului dreptun- 
ghiular (47.13) şi spectrul semnalului constituit 
de o succesiune de impulsii delta (47.16). 


41.3. Proprietăţi ale mărimilor periodice nesinusoidale 


47.3.1. Valoarea medie a produsului a două armonici. Dacă 
fa = F,V2 sin (not + y,) şi 
En = GJ 2 sin (mot + 8) (47.24) 


sînt două armonici de ordinele n şi m (n Z m), valoarea medie a produsului lor 
pe o perioadă T a fundamentalei este : 


T 
fiz = zj 2F,G, sin (not + y,) sin (mot -+ 3,) dt = 
9 


= F, G, E: cos | (n — m)ot + Yy, — 3) — ; afet ot A Ya + ôn Jaz] a 


Otem nj 


A doua integrală e nulă pentru orice n şi m, deoarece valoarea medie a unei 
funcțiuni sinusoidale pe un număr întreg de perioade e nulă. Prima integrală e 
nulă dacă n + m din același motiv, iar pentru n = m are valoarea :T - cos (y, —5,). 
De aceea rezultă : 


fata di = Sam =0 n + m (47.25) 


i= 
Ot 


T 

1 TA E 

T | fagu di = fas == FACA cos (Yn s, 3). pir (47.26) 
0 


Valoarea medie a produsului a două armonici de același ordin e egală cu pro- 
dusul valorilor lor efective prin cosinusul decalajului dintre ele (şi se anulează la 
mărimi în cuadratură). 


1.3.2. Valoarea efectivă a unei mărimi periodice nesinusoidale. Valoarea 
efectivă a unei mărimi periodice e definită în cazul general de relaţia (33.5 :) 


T 
| fede (47.27) 


îi 


P=||l 
L 


În cazul unui curent periodic dezvoltat în serie Fourier : 


co TER 
i) = L +5 V2 sa(mot + yd = bi (47.28) 
n=i n=i 
se obţine : 
T, T 
P= (2a | A e A li al 0 
) T i ra a | a l 
3 d 
T T T 
! Ba (Si Si da d La (SS See d 
area a pere n ES lnla = 
Q o 
RILL +S S bbn 
T è A ta T $ LD 
$ n=] D 3, 
dar i, = 0, iar în în = Ô cu n + m (47.25) şi 32 = 12 (41.26) aşa că 
| o 
I = I -+ În sau 
I= YẸ EBFR H. o FBE. GO. (47.29) 


Valoarea efectivă a unei mărimi periodice e rădăcina pătrată a sumei pätra- 
telor valorilor efective ale armonicilor și a pătratului componentei continue. 
De aici rezultă că dacă o serie Fourier, adică o sumă de armonice, este nulă 
la orice t și deci are valoare efectivă nulă, aceasta nu se poate decit dacă toate 
armonicele au valori efective nule, adică sînt identice nule. Rezultă deci că: 


3 OE 


În mod analog, dacă o tensiune periodică este 


: 0 implică f, (f) 220 cu n = 0,1, 2... (47.30) 


ufi) = U, + 5> U, Vă sin (not + b), (47.31) 


pa 
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valoarea ei efectivă este 
A ee e 
Tai 2 2 
U = j U$ + 2 UŁ. (47.32) 


47.3.3. Coeficientul de distorsiune. Abaterea unei mărimi periodice de 
la forma sinusoidală se face (făcînd abstracţie de componenta continuă care 
nu afectează forma) prin coeficientul de distorsiune K definit de raportul dintre 
valoarea efectivă 74 a tuturor armonicilor superioare (reziduul deformat) şi 
valoarea efectivă a componentei alternative a mărimii. În cazul curentului 


(47.28) 


Î e 
sad de iai ER 
ii VIB Sei n=2 5 >s Fa , (47 33) 
ESEON Sz Vrea 


Fără a da o indicație asupra formei exacte a mărimii (există o infinitate 
de mărimi periodice cu același coeficient de distorsiune şi cu forme diferite, 
rezultate din defazajele rel ative ale armonicelor, care nu sînt prinse în relația 
(47.32) coeficientul de distorsiune este util, deoarece crește monoton în raport 
cu oricare dintre valorile efective ale armonicelor. Practic — în electroener - 
getică — o mărime se consideră sinusoidală dacă k; < 5%. În telecomunicații 
această condiție se formulează de la caz la caz, după natura semnalului consi- 
derat şi a fidelității cerute. 

Pentru mărimi periodice alternative, simetrice, de forma (47.10), se mai 


definesc : 
Factorul de virf k= e E (47.34) 
, 5 $ a ` 
Factorul de formă k; = ———— (47.35) 
i to+T/2 
4 idt 
T3) 
to 


(unde ty e momentul în care i trece prin zero cu valori crescătoare). La mărimi 
sinusoidale rezultă : 


ka = 0, k, = Y2, k =- = LU. (47.36) 
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47.3.4. Aplicaţie, Să se calculeze valoarea efectivă şi coeficientul de distorsiune al curentu- 
lui pulsatoriu (redresat) din figura 47.6, 


| Ip Sin ot pentru O < i< 
i) = | îi . (47.37) 
9 


| 


LS) 


penttw y Zi < 


Soluţie : Valoarea efectivă se poate calcula şi mai simplu, fără dezvoltarea în serie Fourier, 
cu ajutorul relaţiei (42.27) de definiţie : 


T 
2 2 
1 1 l—cos? ot I 
I= T | IÊ, sin? ctdt = = | 1 -— ase iri PAR g (47.38) 
o v 


Pentru calculul coeficientului de 
distorsiune este necesară determina- 
rea valorilor efective aie armonicelor, 
ceea ce presupune determinarea coe- 
ficienților Fourier, Se obține : 


T 
1 t I 
h= > | Im sin otdt = = (47.39) 
T T 
0 


Fig. 47.6 
2 i i I„ [sin (1— nr ` sin (l + ny 
= n ot idt = Z | L MM 
=i m Sin ot sin no 3% TE lEn 
0 
nf Il B, =0 
pentru TEE e Ím (41.39) 
2 
T 
2 ră «1 i 1 
In [1— — cos (1—n 
A, = — \Imsin ot cos notdt = Se pa + sula i 
T EI l +n l —n 
o 
i impar Áp = 0 
pentru 27 i r RA 
Pipir ApEn a l (47.39) 


Un (+n) 


În consecință, cureniul este 


| io To E 2 
i(t) = Ian T -+ z sin ci a cos 2 kot 


k=l 


ilt) = Im E — sin ot -+ De a a D sin (e kot — A - (47.40) 
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Coeficientul de distorsiune este; 


VEZI ame Va 
kd = = = —— x 0,4=40%. (47.41) 
yr — B r 2 V278 
im im 
4 T? 


Valoarea efectivă a curentului s-ar mai putea calcula și cu ajutorul relației (47.29) : 


= VIP BATA + 
În care 


41.4. Puteri în regim nesinusoidal 


Considerăm un dipol generator care alimentează cu energie un dipol 
receptor (fig. 47.7), astfel că tensiunea la borne şi curentul sînt: 


n= 


u = U+ $u, Ur 2U, sin (not + B) (47.42) 
=] n=l 


8 S o 
i= h + Xoi; = h + DYI, sin (not + Yp) 
cu 
Pn = că —— Yr (47.43) 


Conform definitiei, puterea activă e 
media pe o perioadă a puterilor instan- 
tance : 


T T 
P= . \ pd = Z | midi ui | (47.44) 
g ? Fig. 47.7 
sau 
D y D w~ L ar o% ® r 
P= Uolo F Uo X la T L Un F 5 Una T d) Unip dt. 
n=l n=l n=1 mEn 


Cu relațiile (47.25) şi (47.26) se obţine expresia puterii active în regim ne- 
sinusoidal : 


P= Udo + Do Un COS 0, |» (47.45) 
Zi 


Pati 
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Puterea activă în regim nesinusoidal este suma dintre produsul terme- 
nilor constanţi (puterea de curent continuu) şi suma puterilor active cores- 


punzătoare fiecărei armonici în parte. 
Prin simetrie se poate defini puterea reactivă în regim nesinusoidal : 


E 
„0 = D Ul sing, (47.46) 
ka n=l] 

Pentru o rețea electrică izolată, în regim periodic nesinusoidal, atît suma 
puterilor active (47.45) cît și suma puterilor reactive (47.46) sînt nule, dacă 
se calculează aceste puteri pentru toate laturile rețelei cu u(t) şi i(t) după 
convenţia de la receptoare. 

Puterea aparentă în regim nesinusoidal se poate definit în același mod 
ca în regim sinusoidal, prin produsul valorilor efective ale tensiunii și curen- 
tului : 

S5 = UI. (47.47) 

Se observă că, spre deosebire de regimul sinusoidal, în regimul nesinu- 
soidal 


SÆ \ P24 Q. 
C. Budeanu, pornind de la definirea puterii reactive prin relația (47.46), 
a introdus o nouă putere, specifică regimului nesinusoidal, numită putere de- 
formantă, definită de relaţia: 


pa D = 82 — (P + Q). (47.48) 


Rezultă expresia puterii deformante : 


A se 
3 2 7 er 
D= |/ XD) URB + UI — 2U pU, InI, C08 (Pn — pp) (47.49) 
m< p 
Unităţile de măsură pentru puterea activă, reactivă și aparentă sînt 
acelea utilizate în regim sinusoidal. Pentru puterea deformantă s-a propus 
unitatea vad. 


AT 
Eie 


Observaţie: Puterea activă definită prin expresia (47.44) poate fi măsurată prin 
orice wattmetru electrodinamic. Puterea reactivă definită prin relația (47.46) nu poate fi măsurată 
cu ajutorul aparatelor de măsură cunoscute actual 7. În mod similar, puterea deformantă poate fi 
determinată numai prin calcul. 

Factorul de putere în regim nesinnsoidal este definit de relaţia : 

P P Za 
aj URII Ta T ARO T pui 
D y P2 Q? + D 


© 
A 
a~ 
Ii 
| 
| 
IN 
ra 


(47.50) 


1 Se folosesc și alte definiții pentru puterea reactivă şi cea aparentă. În cele ce urmează 
utilizăm teoria puterilor în regim deformant, dezvoltată de C. Budeanu, 

2 Cu ajutorul unui varmetru electrodinamic se poate măsura cu o aproximaţie suficientă 
expresia : 
Z | 
d T Un sin pp- 


n=l 
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Acest factor e subunitar, chiar atunci cînd Q = 0, deoarece: în regim nesi- 


nusoidal, în general, D Æ 0. 


Factorul de putere e egal cu unitatea numai în cazul particular în care sînt satisfăcute 
condiţiile : 


O = Qg = e = Qp = e = D, (47,51) 
deoarece D = 0 și Q = 0. 


| REGIMUL PERMANENT NESINUSOIDAL 
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48, 


În reţele electrice liniare, regimul permanent nesinusoidal se poate sta- 
bili numai dacă diferitele tensiuni electromotoare au frecvenţe diferite sau 
sînt mnesinusoidale. Dar la aceste reţele e valabilă teorema superpoziţiei și 
se poate folosi metoda suprapunerii efectelor. Dacă reteaua e alimentată 
cu generatoare avînd tensiuni electromotoare nesinusoidale, regimul perma- 
nent al reţelei se poate determina suprapunind în fiecare latură curenții 
pe care i-ar produce fiecare dintre armonicele de un același ordin ale tu- 
turor tensiunilor. 

O reţea liniară se studiază deci pe fiecare armonică în parte. Pentru 
acesi studiu se pot folosi oricare dintre metodele de la regimul permanent 
sinusoidal, înclusiv reprezentarea în complex, cu observaţia că frecvenţa 
este nf, iar -pulsaţia no. Reactanţele tuturor condensatoarelor vor fi de n 
ori mai mici pentru armonicele de ordinul n decît pentru fundamentală, dar 
reactanţele tuturor bobinelor vor fi de n ori mai mari. 

Trebuie subliniat că peniru mărimile periodice rezultante nu se poate fo- 
losi reprezentarea în complex (41.21), deoarece regula derivării (înmulțirea cu 
je) şi a integrării (împărţirea cu jo) nu mai rămîn valabile. 


48.1. Elemente de circuit în regim nesinusoidai 


Considerăm succesiv elementele ideale de circuit în ipoteza că li se 
aplică o tensiune la borne periodică, alternativă, cu dezvoltarea în serie 


ult) = $> ui) = 25 U, V2 sin (not 4 8,) (48.1) 
rai 
(calculul curentului continuu produs de o componentă continuă a tensiunii 
este banal şi nu luăm în considerare astfel de componente) și determinăm în 
fiecare caz expresia curentului, 
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48.1.1. Rezistorul ideal (fig. 48.1, a). Deoarece în acest caz u = ri, re- 
zultă : 


w% a le. =] za 
=)> y2 Ur sin(n ot +A 8) = 512 I, sin (n ot + 
n=l A n=l 
cu 


Yad (48.2) 


(48.3) 


Fig. 48.1 


O rezistenţă nu modifică forma curentului față de aceea a tensiunii 
(fig. 48.1, b}. Factorul de distorsiune al curentului este egal cu cel al ten- 
siunii : 


Puterea activă rezultă : 


P= > Ul COS p = F 22 în =rP. (48.4) 
Conform relației (47.46) şi (47.48), puterile reactivă şi deformantă sînt 
nule. 


48.1.2. Bobină ideală (fig. 48.2, a). Deoarece u= L Z » rezultă: 


i=g hets NiE U,sin (not + B, dt = 


52 = sin (n ot + B, — = 3V2 sin (pot) (48.5) 
n=l 
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Pa S Ba AaS n ; Zn = = HO L; T = (48.6) 


I; noL 


O inductivitate reduce deformarea curentului faţă de aceea a tensiunii 
(fig. 48.2, b) deoarece prezintă o impedanță proporțională cu ordinul ar- 


m 


Fig. 48.2 


monicii. Într-adevăr, calculînd factorii de distorsiune a curentului, respec- 
tiv tensiunii, se obțin expresiile : 
N 


POMER 
a Fsi nol fmin ă 
ka; II RES OZ (48.7) 
VS Un fe o i Un}? 
D | + e) 
iar 
——— 
Us 
ppm Vig ai o Sh (48.8) 


2 
Puterea activă conform relației (47.45) e nulă, iar puterea reactivă re- 
ILY 
zuită : 


Q= UL, =SnoLt. (48.9) 


n= n=| 


Puterea deformantă, calculată cu relaţiile (47.48) sau (47.49) e diferită 


de zero. 
_49.1.3. Condensatorul ideal (fig. 48.3, a). Deoarece 


Fii A Se. idt, 
Cc Cc 


20-—1568 
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rezultă : 


. du T 00 i pe ES: RI ; 
i= 0% = ăoncu, sin(not + Br +3=SI2 ÎI, sin {no t + y„) (48.10) 


nal n=l 


cu 
Pa = Ba — Yr =— 2; Z= i P >, I p=nCoU, (48.11) 
2 ia not” i 


O capacitate accentuează deformarea curentului față de aceea a tensi- 
unii (fig. 48.3, b) deoarece prezintă o impedanță invers proporțională cu 


ordinul armonicii. Într-adevăr, calculînd factorii de distorsiune ai curentului, 
respectiv ai tensiunii, se obţine: 


See (nCoU,k Sin U,) 


kai a (43-12) 


1 ȚSecaro (nCo U,)? “a + av, ui 


na? 


iar 


VÈ U y; 
ka = V; 2 PR = AA < kai. (48.13) 


* U 
Ju: Sa 
n=2 in 
Puterea activă conform relaţiei (47.45) e nulă, iar puterea reactivă re- 
zultă : 


Q = = (— Ul) = = (— Uinw C). (48-14) 
n=l] 


Puterea deformantă, calculată cu relatiile (47.48) sau (47.49) e diferită de 
zero. 
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48.2. Circuite liniare sub tensiune nesinusoidală la borne 


48.2.1. Circuitul r, L, C serie sub tensiune la borne nesinusoidală. Cal- 
culul curentului în regim permanent sc efectuează prin aplicarea teoremei 
superpoziţiei, valabilă din cauza linearităţii ecuaţiei circuitului : fiecare ar- 
monică de curent în parte se calculează ca şi cum ar acţiona numai armo- 
nica de același ordin a tensiunii la borne, independent de celelalte, 

Valoarea instantanee a curentului rezultat va fi suma armonicelor de 
curent calculate pe această cale. 

Considerind tensiunea la borne (48-1), armonica de ordinul n este: 


u, = V2 U, sin (not+p,). (48.15) 


În acord cu teoria circuitului de regim permanent sinusoidal (v. par. 33.2) 
armonica de ordinul n a curentului va fi: 


e eat e a E a (48.16) 


di | 4 1% 
j Aae 
| 2+ r 


deoarece impedanța Z(no) = Z, şi defazajul e (no) = ọ„ la pulsația no 
sînt date de relațiile : 


Sr noL l - 
Z, =] noa; test, (an 
noc)? r 
Valoarea efectivă a armonicii n a curentului este : 
I, = Sia (48.18) 


n 1 2 
2 pisaa 
|: +|no zar 


Expresia instantanee a curentului produs de toate armonicele de tensiune va 


fi: 


aL; 27 V3 ' e Uny5 
S R dl Zeta (tit) 0) ze PE Bette) 
a a sosite } (4819) 
=) sin not- P, — arc tg mac T 
= a4 roba A 
| A 


48.2.2. Rezonanţa în regim nesinusoidal. În cazul circuitului precedent 
dacă pentru o armonică oarecare de ordinul k este îndeplinită condiţia: 


kol =— sa P=, (48.20) 
kw w LC 
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impedanţa circuitului pentru această armonică are valoarea minimă, Z; =f, 
iar curentul res pectiv are amplitudinea maximă, 

Se observă că în condițiile rezonanţei pe armonica de ordinul k, pentru 
armonica m = k?, valoarea absolută a reactanţei este identică cu aceea a 
reactanței pentru fundamentală : 


ea PRE EROA j = |ăl. 
Ball |oC 


Xa = |k o L — 
l 


Pentru orice armonică m > k’, valoarea absolută a reactanței este mai 
mare şi pentru orice armonică m < k?, valoarea absolută a reactanței e 
mai mică decît aceea pentru fundamentală. Prin urmare, armonicele de or- 
dinul m < k? au o pondere mai mare în expresia curentului decît în a ten- 
siunii. 

Aplicaţii tehnice ale fenomenului de rezonanţă consistă fie în selectarea 
unor componente dorite (de ex. circuitele acordate din aparatele de radio), 
fie în reducerea la minimum a uner armonice supărătoare. 


48.2.3. Aplicatie 1. Un observator examinează funcționarea a două circuite : 

a) primul e format dintr-o bobină fără fier, cu rezistenţa r = 64 Q şi reactanța X = 48 Q, 
căreia i se aplică o tensiune sinusoidală de valoare efectivă U = 400 V, f= 50 Hz: 

b) al doilea e format dintr-o rezistență r’ = 100 Q în paralel cu un condensator de (= 
= 20,89 uF, conectat la o sursă de tensiune a i 


u’ = AO o aie date e Tr sin 3 o. 
V 1.04 + Tia 


Să se determine analogiile şi diferenţele constatate între circuite în ceca ce priveşte : va- 
lorile efective ale tensiunii și curentului; puterea aparentă, puterea activă, factorul de putere, 
puterea reactivă şi puterea deformantă. 


Soluţie : Se obţin rezultate identice pentru: 
— valoarea efectivă a tensiunii 

(0) U = 490 V; (b) U’ = |U} 4- U} = 400 V 
— valoarea efectivă a curentului total 


(a) I= IU caza E NU 6) r =VBR + R= 5A, 


ră: 
aA 


1;= U ps 


unde : 


— puterea aparentă 


(a) S = UI = 400:5 = 2000 VA; (Œ) S = UI = 400.5 = 2000 VA 


: După C. Budeanu: „Metode de calcul în regim de curenți nesinusoidali“, 1955. 
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—— puterea activă 


(a) P = R2=64:52=1600%; (6) P= ella + (2) 


R’ 
stie Pau 1 600 W 
R 10 
— factorul de putere 
dorod eo Obae oa AB e O, i 
S 2 090 S 2 000 


Se obțin rezultate diferite pentru ; 
— puterea reactivă 
(a) Q= XPI = 48.52 = 1200 var 
() Q = — C o U? — 3 w CUR = — 1130,23 var 
~- puterea deformantă 
(a) D=9 
(b) D = U la — U, = — 403,66 vad. 
Concluzii : Pentru circuitul (a), factorul de putere poate fi compensat total prin montarea 
unui condensator. Pentru circuitul (b), factorul de putere poate & îmbunătățit prin montarea 


unei bobine (care să consume puterea reactivă 1130,23 var), dar compensarea nu poate ñ com- 
pietă, deoarece D Æ 0. 


48.3. Influența armonicelor de tensiune în circuitele trifazate 


Un sistem trifazat simetric direct de tensiuni nesinusoidale e un sistem de tensiuni perio- 
dice u(t}, us(t), u(t), astfel că fiecare provine din precedenta prin întîrziere cu o treime de pe- 


rioadă 
u(t) =u f L 
= =- ~— | ) 
0 = ut 3) 


48.21) 
u(t) = u, ft 2I u 
a) = [i 2 
Pentru dezvoitările în serie ale tensiunilor sistemului rezultă : 
Dad -= 
u(t) = D V2 U, sin {n œ t + Bp) 
n=] 
u(t) < y2 v T E ner 48.2 
> n Sl kis N „22 
2 2 1 f n 3 ( ) 
D a f år 
u(t) = > y2 U, sin |n ot + Ba —n F) 


n=i 
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Din analiza acestor expresii rezultă următoarele proprietăți : 

— armonicele de ordinul n = 3k (multiplu de 3) sînt în fază, adică formează sisteme 
omopolare (n = 3, 6, 9,...).; 

— armonicele de ordinul n = 3k + 1 formează sisteme directe (n = 1, 4, 7, 10....); în 
particular, fundamentalele (n = 1) formează un sistem trifazat simetric direct; 

— armonicele de ordinul n = 3k -+ 2 formează sisteme inverse (n = 2, 5, 8, 11,...). 

În funcţie de conexiunea sistemului trifazat apar diverse efecte ale armonicelor. 

La conexiunea în triunghi a înfăşurărilor generatoarelor sau transformatoarelor există 
un curent intern de circulație cu armonici de ordinul 3, chiar la funcţionarea în gol, datorită 
armonicelor de ordinul 3 k ale tensiunilor care sînt în fază. Drept consecinţă tensiunile la bornele 
înfășurărilor (tensiunile de linie) nu mai conţin armonicele 3 k (deci, nici curenţii de linie pro- 
duși în sarcini liniare de aceste tensiuni), deoarece prin simetria înfășurărilor t.e.m. de ordinul 
3 k acoperă integral căderile de tensiune, datorită curenților de circulaţie de ordinul 3 k din 
înfășurări. 

La conexiunea în stea, tensiunile de linie care sînt fiecare diferența a două tensiuni de fază, 


Up = Ug — Ug; Ugg = Ug — Ug} Ugy = Ug — W (48.23) 


nu conțin armonice de ordin 3 k care sînt în fază. 

Consecințele regimului nesinusoidal în circuite trifazate sînt: 

a) În cazul conexiunilor, triunghi sau stea la generatoare sau transformatoare, tensiunile 
de linie la bornele înfăşurărilor nu conțin armonice de ordinul 3 k. 

b) La conexiunea în stea sînt influențați curentul în conductorul neutru şi tensiunea între 
punctele neutre ale generatorului şi receptorului. 

În cazul unui circuit receptor echilibrat, curentul din conductorul neutru va conține numai 
armonice de ordinul 3 k (pentru fiecare armonică de acest ordin curentul va fi de trei ori curentul 
de fază). Dacă nu există conductor neutru, tensiunea între punctele neutre conține numai ar- 
monice de ordin 3 k. Această tensiune poate atinge valori periculoase, 

c) La conexiunea în stea se observă că raportul valorilor efective ale tensiunilor de linie 


şi fază este = < V3 (din cauza lipsei armonicelor 3 k din tensiunea de linie şi a raportului 


V3 între valorile efective ale oricăror alte armonici ale tensiunilor de linie și fază). Din motive 


: Pi ; LT 
analoge, la conexiunea în triunghi 2<V3. 
I; 
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49.1. Teoremele lui Kirchhoff şi conservarea puterilor 
la circuite cu elemente dipolare neliniare 


49.1.1. Ecuatiile generale în valori instantanee. Așa cum am menționat în 
paragraful 36.1, formele generale (36.5), (36.6), (36.9) ale teoremelor lui 
Kirchhoff sînt valabile și pentru circuitele cu elemente neliniare, deoarece 
la stabilirea acestor forme nu s-au utilizat legi de material valabile numai 
pentru elemente de circuit liniare. Pentru fiecare nod (b) şi pentru fiecare 
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ochi (p) al unei rețele cu elemente dipolare neliniare se pot deci serie ecua- 
ţiile 


. | 

| i, =0 (49-1) 

keb) 
Dao |, (92) 

| mep) 
în care i(k = 1,2, ..., L) sînt curentii din laturile rețelei, iar us„(m = 1,2,... 
.. L) sînt tensiunile la bornele acestor laturi. Ecuațiile de mai sus trebuie 
completate cu relațiile — acum, în general, neliniare — care leagă tensiu- 


nile la borne de curenţi, derivatele lor, integralele lor etc: 

di, dži, s 7 
u, = Uy [-. i pei CNE Pe a aa se ë, dt ..,5 -) (49.3) 
cu s = 12, a L. 

În cazurile mai simple, laturile sînt constituite din rezistoare, conden- 
satoare, bobine şi generatoare conectate în serie, astfel că în locul ecua- 
tiilor (49.2) se pot utiliza relațiile (36.8), adică: 

dn 
dt 


© 


(49.4) 


e = 


jun, + tcp + 
mE(p) mE(p) 


Sistemul de ecuaţii (49.1), (49.4) se completează atunci cu caracteristicile 
elementelor de circuit dipolare : 
— caracteristica tensiune-cureni pentru rezistoare neliniare (v. cap. 14, 


vol. I): 


UR = Urp (im) (49.5) 
— caracteristica tensiune-sarcină pentru condensatoare neliniare : 
uc,, = uc (1) (49.6) 
cu 
ie, (49.6) 
dt 
— caracteristica flux-curenţi pentru bobine neliniare (cu miez de fier) 
On = Pap (iis Taooeeo Lses în (49.7) 
care în lipsa cuplajelor magnetice are forma mai simplă : 
0, = Ön (în). (49,7%) 


Rezolvarea ecuaţiilor de mai sus, în cazul general al regimului tranzitoriu, constituie o 
problemă dificilă, pentru care nu există metode generale și care face obiectul unor studii 
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matematice şi tehnice foarte dezvoltate. Pentru diferite grupuri particulare de probleme s-au 
elaborat metode analitice sau grafice, î în general metode aproximative. Există, de asemenea, o 
teorie specială a analizei calitative a soluţiilor ecuaţiilor diferenţiale neliniare, din care fac parte 
şi ecuaţiile de mai sus. Trebuie să se sublinieze că principalele proprietăți ale circuitelor electrice 
liniare nu rămîn valabile pentru circuitele neliniare : soluția de regim tranzitoriu a ecuațiilor 
nu se poate descompune totdeauna într-un regim liber și unul forțat (în particular, regimul 
„liber“ poate fi un regim permanent — cazul oseilatoarelor) ; teorema superpoziţiei nu se aplică; 
soluţiile de regim permanent nu sînt unice; există soluții nesiabile ale ecuaţiilor — adică stări 
sau regimuri de funcţionare ale circuitelor, peniru care abateri oricât de mici determină trecerea 


în alte stări sau regimuri stabile etc. 


Întreaga teorie a circuitelor electronice (cu tuburi electronice şi dispozitive semiconduc» 
toare), a traductoareler, a amplificatoarelor magnetice ete., cu proble mele aferente de ampli- 
ficare, detecție, modulație, stabilitate, oscilații, este o teorie a circuitelor electrice şi magnetice 
neliniare, ale cărei ramuri fac obiectul disciplinelor de specialitate şi depășesc cadrul prezen- 


tului curs. 

49.1.2. Ecuațiile pentru regim periodie nesinusoidal. În regim periodic 
nesinusoidal, fiecare dintre mărimile t,, Up > Ems UR» UC, Dr este o funcțiune 
periodică de timp de perioadă T = 2r/v, care poate i TA oltată în serie 
trigonometrică, De exemplu : 


ist) = p? i(t) = I9 tE 70 Vasin (vot -+ yf), (49.8) 


[2] W% 
up (O) = UEA p (6) = UD + SD Uka V2 sin (vot + Pip). (49.9) 


v=l v=l 


În aceste relaţii am notat cu v = 1,2, ...0o ordinul arimonicelor și l-am pus ea 
indice superior, între paranteze, pentru a nu fi confundat cu indicii laturilor, 
Înlocuind aceste expresii în ecuaţiile (49.1), (49.2 ) şi intervertind ordinea de 
sumare (adică grupind termenii de aceeași frecvenţă împreună), se obţin 
expresii de forma: 


Ip + SD NP) + DRE mer SSI re ue 20. (49.10) 
kE(b) k€(b) ketb) RkE(b) 


Fiecare sumă în k din această expresie e o sumă de mărimi sinusoidale de 
aceeaşi frecvență (sau constante — primul termen), care prin adunare dau 
o mărime rezultantă tot sinusoidală şi de aceeași frecvenţă (v par. 33.1.3, a), 
Întreaga expresie nu reprez zintă altceva decît o serie trigonometrică, 
fiecare sumă în k find o armonică. Dar această serie trigonometrică are suma 
identic nulă, deoarece egalitatea exprimată de prima teoremă a lui Kir- 
chhoff e valabilă în orice moment t. Așa cum se știe (v. și par. 47.1.1), 
o serie trigonometrică nu poate f identic nulă decît dacă fiecare armonică 
în parte e identice nulă, Din relaţia (49.10) rezultă deci, în mod necesar, 


DIP=0:; PA=, Di) S pa (49.11) 


SE) kelb) kstb) 


Suma armonicelor de E frecvență a curentilor laturilor care se întîl- 
nesc Într-un nod este deci nulă. 
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În mod analog se demonstrează această proprietate pentru relația (49.2), 
respectiv (49. 4). Se ajunge astfel la următoarea concluzie generală : 

În regim periodic nesinusoidal, teoremele lui Kirchhoff se pot exprima 
sub formele generale (49.1), (49.2), (49.4), pentru fiecare armonică v în partet 


im) =0 (49.12) 
k&(b) 
ada =0 (49.13) 
mE(p) 
(>) 
dp = (E + ui s) (49.14) 
mEtp) m&(p) a 


pas 


pot fi reprezentate în complex. Ele nu sînt însă suficiente pentru rezolvarea 
problemelor, deoarece cuprind ca necunoscute nu numai armonicele de or- 
dinul v ale curenților, ci și armonicele de ordinul v ale căderilor de tensiune 
şi ale fluxurilor, care depind neliniar de curenţi. Ceea ce constituie însă ua incon- 
venient foarte mare este faptul că aceste armonici de tensiune etc. de ordinul v 
depind neliniar de arinonicele de toate ordinele ale curenților. Aceste dependente 
complicate se obţin înlocuind în relaţiile (49,5), (49.6) și (49,7) mărimile instan- 
tanee prin dezvoltările lor în serie ua eat și i identiticînd în egaiitățile obti- 
nute termenii de același ordin. De aceea, mărimile din sistemele de ecuaţii (49.12), 
(67.1) (49.14), scrise pentru diferitele ordine de armonici, sînt toate legate 
între ele prin caracteristicile elementelor neliniare: (49.5), (49.6) şi (49.7), 

49.1.3. Conservarea puterilor în regimul periodie mesinusoidal al rețe- 
lelor neliniare. Ecuațiile pentru armonicele de ordinul v (49.12), (49.13) sînt 
de aceeaşi formă cu ecuațiile generale (36.5) şi (36.6) ale retelelor. În opi 
tolal 37 au fost demonstrate, pe baza acestor ultime relaţii și fără a utiliza 
legi de material, teoremele de conservare a puterilor instantanee (37.15), 
active (37.58) si reactive oi: 60) peniru rețele electrice izolate. Identitatea 
de formă a relaţii! lor de plecare ne asigură fără a mai fi necesară efec- 
tuarea demonstrației — ci şi relaţiile finale vor avea aceeași formă. De aceea 
e poate demonstra și for mula — pentru o rețea izolată — pe fiecare armo- 


Aceste ecuații fiind scrise numai cu mărimi sinusoidale (de frecvența vo), 


ică (v) în parte, 
— conservarea puei instantanee de ordinul v 


Dr p= Dui = 0 (49.15) 


5 


— conservarea puterilor active de ordinul v 


L L 
D Pi) = 3 Ul Ii cos (ER — yi) (49.16) 
m=l m=i 


— conservarea puterilor reactive de ordinul v 


DS OR = 5 UEI IR sin (E9 — 9) (49.17) 


m=l 


1 Cazul v = 0 corespunde formal componentelor continue. 
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49.2. Redresorul ideal 


Se consideră circuitul din figura 49.1,a, cupriazind o sursă ideală de t.e.m. sinusoidală, 
luată origine de fază 


e = E [2 sin ot (49.18) 


(deci E= 0, E) = 0 cu v Æ 1), un redresor ideal (r) şi o sarcină rezistivă liniară de rezistență R. 
Redresorul ideal are caracteristica (1) din figura 49.1,b, prezentînd o rezistență nulă pentru un 
curent avînd sensul de conducţie (sensul direct) 
— şi o rezistență infinită pentru un curent avînd 
sensul invers, 


=0, i>0, =0 
E i x (49.19) 


r=% i=Q, u,<0 


(un redresor real — curba (2) din figura 49.1, b, 
prezintă o rezistență foarte mare în sens direct 
şi una foarte mică în sens invers). Deoarece un 
generator ideal produce la borne o tensiune 
u, =e (egală cu tensiunea lui electromotoare), 
ecuaţia (49.2) a căderilor de tensiune se scrie, 
în acest caz, 


—up Tur turg =? 


e =u, tug =u, +4 Ri. (49.20) 


Ținînd seama de caracteristica (49.19) a redre- 
sorului şi de expresia (49.18), rezultă curentul 
(v. fig. 49.2): Fig. 49.1 


9 


[3 . 
Inas sin o Ea sin o [mr Si (2m + 1)r] 


i(i) = (49.21) 


0 [(2m + i)m SiS (2m + 2] 
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cu m = 0, 1, 2,... Tensiunea la bornele redresorului rezultă 


0 [2m n Si (2m + 1)z] 


Po (49.22) 
e=El|2sin ot [2m + 1l)r St (2m + 2)r]. 


w=o=ri= | 


Se observă că redresorului — în intervalele de timp în care nu conduce — i se aplică o tensiune 
inversă maximă, egală cu amplitudinea t.e.m. a generatorului, 


Funcţiunile pulsatorii (nesinusoidale) i(t) şi u, (t) se pot dezvolta în serie trigonometrică 
(v. aplicaţiile de la par. 47.3.4). 


Se obţine: 


i(t) = EV? + Ey? sin ot + so N PRE =) = (49.23) 
zR 2R E nR (4k —1) d 2, 
~ (O 3 YŠ sin ot + So IC™ V2 sin (2kot + y(2k)) (49.237) 
k=1 
EV EWV e  2EV2 z 
u(t) = — —— inot + J ———sin]|2 a 49.24 
(0) sa + 3 sin ot D Tata 20 in (2kot + 2] ( ) 
œ 
= UP + UP YZ sin ot + X> UP” VZ sin (2kot -+ g0), (49.24°) 
k=1 


Se observă că intensitatea are o componentă continuă F OSE y 2/rR, o fundamentală 


, E P AEREA : ; à : 
i= —gR sin et (egală cu jumătate din curentul pe care aceeași t.e.m. l-ar produce în aceeași 
rezistență, în lipsa redresorului ideal) şi numai armonice pare (de ordinul 2, 4, 6,...). 

Puterile active pe armonica (v): po produsă de generator), Pt”) (primită de redresor) 


şi PY) (primită de sarcină) sînt calculate în tabela următoare : 


PO) = FDI) cos (a0? — y) PO = UIO cos (B00) PY = RIO? 
v=0 0 | TEETE Pao | 
ZR R 
j E? E E? | E2 | 
v=1 ZR >0 IR >0 | IR >0 
= 4E? | 4E? 
tau i SR (alt pa S’ Re > 0 


Se observă că redresorul e receptor pe fundamentală şi generator pe componenta continuă și pe 
armonici, adică e un transformator static de energie. 
Se veriâcă pe fiecare armonică în parte conservarea puterilor active : 


PO = PO + PU. (49.25) 


PA 
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De altă parte, deoarece redresorui e ideal, în el nu au loc pierderi de energie. Pentru aceasta 
trebuie ca 


2% P2 aa oo TE 
PO). pt) 55 pÊ) — 9, sau ia = at -+ pp e 
r z gT i 4R R zR (4k? — 1} 
k=l k=1 
sau 

E 1 l 
Zea NyNa (49.26 
16 Daet. (0729) 


relație care e cunoscută din teoria sumării seriilor numerice, 


49.3.1. Parametrii dinamici ai retelei neliniare, Se numește punct de func- 
ționare staționar al reţelei, sau stare de echilibru, un ansamblu de valori 
constante I9, Up, UC» (m On (m, k= 1,2, n L), care sînt soluţii ale 
ecuaţiilor (49.1), (49.4), cu (49.5), (49.6), (49.7), cînd t.e.m. ale generatoa- 
relor au valorile constante 0, Aceste valori satisfac deci ecuaţiile : 


D=o; DE = D [Ut t U8] (49.27) 
KE) mE(p) mE(2) l 


Urp = Ur, n) U = uon Ch Oh = DnE T9, o 19). (49.28) 


În orice latură cu condensator în serie F}, = 0 și U 0, 0, iar în orice la- 
tură fără condensator Ug, = 0 şi I8 Æ 0 (v. 49.6). Determinarea unui 
punct de funcţionare staționar se poate face cu metodele expuse în vol. L 
cap. 14 (și par. 26.5) pentru circuite de curent continuu. 
Dacă se consideră acum că la t.e.m. constante FS, se suprapun mici 
componente variabile Ae,, adică dacă se consideră t.e.m, 
e 


“in 


(i) = EL + Ael) cu Ac, | «E, (49.29) 


curenţii, tensiunile, sarcinile şi fluxurile vor diferi puţin de valorile constante 
corespunzătoare punctului de funcționare staționar considerat (presupunînd 
caracteristicile neliniare 49.5, 49.6 şi 49.7 suficient de netede): 

; r A. y A g l : — 78 A 

i(t) = I} -+ Au(9; ur) = Uk, T Aur €) ; uc (8) = Ug, -H Auc (8) 


m 


anli) e G3 -+ Aqat); 0,„(2) az Da = AD, (49.30) 


Aici, Aip(0), Aug (t), Auc (i) Agn) AO„(î) sint componente variabile 
mici (faţă de cele continue corespunzătoare), şi anume atît de mici încît ca- 
racterişticile neliniare (49.5), (49,6), (49.7) să poată fi aproximate prin dezvol- 
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tările lor în serie în jurul punctului de funcționare staționar, cu reținerea 
numai a termenilor de gradul întîi. Cu (49.28) se obţin relaţiile: 


ur (i) = ur, (I 2) + (Ze ») Ail) = U$, RUA) (49.31) 
in It] 


my 


T| Ail (49.32) 
am 


a 


> ¡du 
uc (t) = nc, (C2) + (E) Agal) = U, + 


(Am folosit relatia 49.6’, ştiind că în laturile cu condensatoare în 


Aa) ) 
Ai, = dam Aa), 


serie J8 = 0 și = ez! 
t to) 


L a N L 
O = 019, 19... 19) Ho Ta] Aidt) = O, + OLZA) (49.33) 
ts Jo 


s=! 


Acestea sînt caracteristicile liniarizate ale elementelor de circuit neliniare şi 
în ele apar parametrii dinamici de circuit (pentru mici componente variabile), 
şi anume: 

— rezistenţa dinamică a laturii m 


RI, = FU(I9) = (=E) > 0 (49.34) 
dim jo 
— capacitatea dinamică a condensatorului în latura m 
z 
Ci = C403) = [422] 2 0 (49.35) 
K duc, lo 
— inductivitatea proprie dinamică a bobinei din latura m 
IPn) ; 
enie A NR LA (==) > 0 (49.36) 
Im 10 


— inductivitatea mutuală dinamică dintre bobina din latura s şi bobina 
din latura m 


Li, = L? 


mS 


(19, 19, ..., 19) = (32) > 0 (49.37) 
di; J0 
(în general LZ, 14, dacă se consideră și fenomenul de isteresis). 
Aceşti parametri dinamici — definiţi pentru un punct de funcționare 
staționar considerat (indicat mai sus prin indicele 0) — au următoarele pro- 
prietăţi : coincid cu parametrii obișnuiți în cazul elementelor de circuit H- 
niare; pot fi negativi pentru elemente de circuit neliniare; depind de valo- 
rile corespunzătoare punctului de funcţionare ale curenților, tensiunilor etc, 
(inductivităţile depind de curenţii din toate laturile cu care e cuplată bobina 
considerată). În limitele aproximaţiilor (49.31), (49.32), (49.33), parametrii 
dinamici nu depind de valoarea micilor componente Aip, Agm la care se 
referă. 
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49.3.2. Ecuațiile lui Kirchhoff pentru mici componente variabile. In- 
troducînd ecuaţiile liniarizate (49.31), (49.32) şi (49.33) şi expresiile (49,29) 
şi (49.30), în ecuaţiile lui Kirchhoff, (49.1) și (49.4), gi ţinînd seama de 
(49,27), se obţin relaţiile : 


SD Ai, =0 (49.38) 
ke) 
şi 
L $ 
ne, = SI R E A ea Li 0), 49.39) 
pa Pa i z} » "oa Stii 


Se observă că am obţinut pentru micile componente variabile ale t.e.m. și 
curenților ecuaţii Kirchhoff liniare, în care elementele de circuit sînt carac- 
terizate prin parametrii lor dinamici, cu valorile corespunzătoare punctului 
de funcţionare considerat. 

Aceste ecuaţii pot fi rezolvate cu metodele de la circuite liniare, în 
măsura în care aproximaţiile (49.31), (49.32), (49.33) rămîn valabile. Se 
poate studia regimul tranzitoriu prin suprapunerea regimului liber cu cel 
forţat (impus de expresiile t.e.m. variabile Ae„). Regimul forțat sinusoidal 
poate fi studiat cu reprezentare în complex, în care caz vor apare impe- 
danţele complexe dinamice proprii 

Zi = Ri j| oL TE (49.40) 
Cis 


şi mutuale 
Zi, = jel, (49.41) 


ale laturilor. Cu toate aceste analogii, circuitele neliniare care funcționează 
cu mici componente variabile prezintă anumite deosebiri esenţiale faţă de 
circuitele liniare, și anume : 

a) Din cauza posibilităţii existenţei unor parametri dinamici negativi 
(în special a unor rezistențe negative), regimul liber corespunzător acestor 
ecuaţii poate să nu fie amortizat, ci poate să fie monoton crescător în timp, 
în măsura în care aproximaţiile (49.31), (49.32), (49.33), mai rămîn vala- 
bile. În acest caz, punctul de funcţionare considerat se zice nestabil. Există 
numeroase metode și criterii care permit să se identifice stabilitatea sau ne- 
stabilitatea unui punct de funcționare, fără a rezolva neapărat ecuaţiile. 


b) În jurul punctelor de funcționare nestabile, reţeaua neliniară poate avea 
un regim liber permanent (de ex. sinusoidal), fără regim forţat, adică cu 
Ae„ = 0. În acest caz, rețeaua constituie un oscilator, care transformă ener- 
gia primită de la sursele de curent continuu în energie de curent alternativ. 


c) Teorema reciprocităţii nu e în general valabilă, deoarece inductivită- 


țile mutuale dinamice pot să nu satisfacă relaţia 14, = Ly- 


Observaţie: Ecuaţii liniarizate pentru mici componente variabile se pot scrie și pentru 
reţele cu elemente neliniare multipolare (de ex. tuburi electronice) cu proprietăți analoge. 
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49.4. Bobina cu miez de fier 


Principalele elemente neliniare ale circuitelor de frecvenţă industrială 
sînt bobinele cu miez feromagnetic, respectiv înfășurările circuitelor mag- 
netice ale transformatoarelor şi mașinilor electrice. În aceste bobine, în 
afară de efectele deformante, determinate de neliniarităţi, au loc și pierderi 
de putere suplimentare (faţă de pierderile prin efect Joule-Lenz din conduc- 
toarele înfăşurărilor — care mai sînt numite pierderi „în cupru“), localizate 
în miezul lor feromagnetic și numite pierderi în fier. 

49.4.1. Cielui de magnetizare a unei bobine cu miez de fier. Considerăm 
o bobină cu miez feromagnetic (fig. 49.3,a), avînd o înfășurare cu N spire, 
de rezistență totală r, la care se aplică tensiunea la borne u(t). În regim 


Fig. 49.3 


periodic permanent, bobina absoarbe curentul i(t). Fluxul magnetic fascicular 
©, = Ö; + 0,, produs de acest curent e suma dintre un flux fascicular 
Í d je P 


util Ọ;, = ye corespunzător liniilor de inducție magnetică, care se închid 


prin circuitul magnetic al bobinei şi un flux fascicular de dispersiune (numit 
şi „de scăpări“) 4, corespunzător liniilor de inducție magnetică care se 
închid în cea mai mare parte prin dielectric (aer). Calea de închidere a fluxu- 
lui de dispersiune prezintă o reluctanță foarte mare (v. par. 26.1, vol. I) 
şi practic constantă. De aceea, acest flux e proporțional cu curentul care îl 
produce şi permite definirea unei inductivități de dispersiune L4, de aseme- 
nea constantă : 


(se înmulțește cu N, pentru a obţine fluxul de dispersiune al tuturor spi- 
relor). Inductivitatea de dispersiune e de obicei mică și se poate calcula cu 
suficientă aproximaţie, dacă se cunoaște configurația geometrică exactă a 
înfășurării — sau se poate măsura. in cele ce urmează, o presupunem cu- 
noscută, împreună cu rezistenţa r. Ținîud seama de expresia (49.42), fluxul 
total O al bobinei se poate scrie: 


D = NO + Dr) = Lai + NO = Li + Oe (49.43) 
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În această relaţie O, = NO,, e fluxul util (din fier) total, care depinde ne- 
liniar de curentul de magnetizare i 


d, = fa). (49.44) 


Această relaţie reprezintă caracteristica flux-curent a bobinei (sau caracteris- 
tica magnetică a bobinei). În cele ce urmează ne vom referi numai la regi- 
mul periodic permanent, în care i şi Ọ sînt funcțiuni periodice de timp. 
Pentru o bobină fără miez de fier, caracteristica (49.44) este o dreaptă, a 
cărei pantă e inductivitatea utilă L, a bobinei. Pentru o bobină cu miez de 
fier, în regim periodic, caracteristica (49.44) e o curbă închisă, numită și 


ciclu de magneiizare (curba Lg; din fig. 49.5). 


Pentru a analiza factorii care determină această caracteristică, considerăm cazul simpli- 
ficat al unei bobine cu circuit magnetic omogen, de secțiune A şi lungime l. Fluxul util al bobinei 
e în acest caz 


©, = NBA, (49.45) 


unde B e inducția magnetică din miez, iar solenația magnetizantă totală e, conform legii circuis» 
tului magnetic, 


© = HI, (49.46) 


unde H e intensitatea cîmpului magnetic din miez. În regim staționar (adică, practic, numai 
la frecvențe foarte joase), această solenație este : 


@;=Ni=H4l (49.47) 


De aceea, în regim staționar, relația dintre O, și i reprezintă, la o altă scară, relaţia dintre B şi 
H (fig. 49.4), adică ciclul de isteresis al materialului magnetic (corespunzător valorii maxime 
considerate a inducției magnetice). Această relaţie dintre O, şi i a fost reprezentată cu linie între- 
ruptă în figura 49.5. În regim variabil (practic, chiar la frecvența industrială de 50 Hz), relaţia 
dintre O, şi i nu mai este asemenea cu aceea dintre B și H, din cauză că la solenația O; = Ni 
a înfășurării trebuie adăugată contribuția curenților turbionari (Foucault), induși în miezul 
feromagneiic de variaţia în timp a fluxului magnetic. Acești curenţi determină și pierderi de 
energie suplimentare prin efect Joule în miezul feromagnetic. Pentru a reduce aceste pierderi, 
miezurile înfăşurărilor de curent alternativ se execută divizate în tole izolate între ele şi dispuse 
longitudinal faţă de liniile de cîmp magnetic; în felul acesta, căile de închidere ale curenților 


Fig. 49.5 
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turbionari, care sînt situate în planuri transversale, au o rezistență mult sporită (v. şi par. 55.3.1). 
Sporirea rezistenței se obține și prin îmbogățirea tolelor cu siliciu (cîteva procente), ceea ce 
le măreşte rezistivitatea. La frecvență industrială, reactanța acestor căi de închidere e negiija- 
bilă şi curenţii turbionari rezultă proporționali și în fază cu tensiunea electromotoare indusă în 
miez. De aceea, contribuţia lor la magnetizarea miezului e practic echivalentă cu o solenaţie Op, 
proporțională și practic în fază cu tensiunea electromotoare a fluxului fascicular util : i 


dh, Edo 


O; TE em K z 
dt N dt 


(49.48) 


unde K > 0 este o constantă proporțională cu lungimea circuitului magnetic şi invers propor- 
ţională cu rezistivitatea miezului. 
Ținînd seama de această solenaţie suplimentară, legea circuitului magnetic (49.46) se serie : 


% | 
© = 0; + Oj = Ni — x De HI (49.49) 
N dt : 
sau 
Ni = Hi + E dU , (49,50) 
N dt 


Din această relație rezultă că în regim variabil, din cauza curenților turbionari, ciclul de mage 

A i Fed A A za eu MB edin oaea 

netizare e mai lat decît în regim staționar (curba plină din fig. 49.5): dacă T >=0 şi 
t 

dB 3 = HI A : A E z 

deci ——# > 0, se adaugă la curentul —— de regim staționar o cantitate pozitivă; dacă 


de N 


di: dð, H 
EH s0 Ei d 0, se scade din curentul ze de regim slaționar o cantitate pozitivă, Vir- 
ai i i 


fuzile cicluiui se păstrează neschimbate, deoarece acolo unde ®@,(t) trece prin maxime sau 


se o d®, . y o {Y . . . P 
minime, = = 0 şi curentul i e egal cu cel corespunzător ciclului de isterezis al mate- 
S dt 


tialalui (a ~=] ; 
z N ) 


Din această analiză rezultă că ciclul de magnetizare al unei bobine a 

de frecvenţă (e cu atît mai lat, cu cît frecvenţa e mai mare, adică cu cît |— do» | 

K di | 

e mai mare) și chiar de modul de variaţie în timp al fluxului magnetic. De 

aceea vom studia mai jos cazul bobinelor cu tensiune aplicată sinusoidală, 
care prezintă interes în electrotehnică. : 


49.4.2. Bobine cu miez de fier sub tensiune sinuscidală. Ecuatia circuitului 
din figura 49.3, a este (cu 49.43) : 


u = ri -}- EA = rl -} Li — + —— 449,51) 


şi conduce fa schema. echivalentă din fig. 49.3, b, în care o bobină cu fier, fără 
dispersiune şi fără rezistenţă, e conectată” în serie cu un rezistor T și o bobină 
fără fier Lg. - 
Pentru a determina curentul de regim permanent, trebuie rezolvate ecua- 
tiile (49.44) şi (49.51), ceea ce se poate “face cu suficientă aproximaţie pe vale 


911668 


32 CIRCUITE ELECTRICE ÎN REGIM PERIODIC NESINUSOIDAL 


grafico-analitică. De exemplu, dacă tensiunea la borne e sinusoidală şi dacă 
sînt mici căderile de tensiune în rezistența și inductivitatea de dispersie, se 
poate considera că și tensiunea utilă, 


ip e ai teza ep E pa (49.52) 


este sinusoidală și poate fi luată origine de fază : 
u, = U, V2 sin ot. (49.53) 


Din relația (49.52) rezultă, prin integrare, că și fluxul util e sinusoidal 


p, = Nọ; = = Sela cos ot = pax sin | ot — 7) (49,54) 

cu fluxul util maxim | 
U, V2? _ U, ; 
Dmna = 007 T T F (49,54) 

şi fluxul fascicular util maxim 
5 U 

® = Do = AB pas Se 49.55 
f maxz 0 max 444 FN ( ) 


În figura 49.6 sînt reprezentate funcțiunile u, (t) şi O, (t). Se observă că în 
curent alternativ, fluxul fascicular util al circuitului magnetic e impus ca formă 
și mărime de tensiunea utilă — prin legea generală a inducției electromagnetice 
— independent de natura materialului, adică de ciclul de magnetizare al bobinei. 
Cu ajutorul acestui ciclu se poate însă găsi curentul, construind punct cu punct 
curba i(t), aşa cum se indică cu săgeți în figura 49.6: pentru un t oarecare se 
deduce din curba O, (t) valoarea lui ®,; corespunzător acestei valori se deduce 
din ciclul de magnetizare valoarea lui i și se figurează punctul reprezentativ în 
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dreptul abscisei î. Se observă că din cauza fenomenului de saturație curentul 
e puternic deformat, prezentînd un maxim ascuțit, iar din cauza existenţei 
ciclului de magnetizare, curentul trece prin zero (cu valori crescătoare) înaintea 
luxului util pe care îl produce. Din cauza simetriei ciclului faţă de origine, 


4 ia în . P îi iog : 3 ias 
curentul satisface relația i(t) = — i [ + Fh adică conține numai armonici 


impare (v. rel. 47.1.2). Armonica fundamentală a curentului se poate determina 
cu metodele de analiză armonică grafică şi rezultă defazată înaintea fluxului, 
Nici în primă aproximaţie fluxul și curentul unei bobine cu miez de fier nu pot 
fi considerate în fază; acest efect se datorește existenței pierderilor în fier. 


49.4.3. Pierderile în fier. Înmulţind ecuaţia (49.51) cu curentul i, se obţine 
ecuaţia b'lanţului instantaneu al puterilor : 


ui = ri? + 5 [2 =) 4 ie ' (49.56) 
iar puterea medie absorbită în regim periodic — adică puterea activă -= rezultă 
(cu f= 1/T): l 

r 
P zi ui de =r + fŞid9,. (49.57) 
8 Ta: 


Aici, integrala termenului al doilea — derivata energiei magnetice a cîmpului 
de dispersiune — e nulă : cîmpul magnetic de dispersiune schimbă periodic 
energie cu circuitul, dar în medie nu absoarbe putere. Ultima integrală se 
efectuează în planul (0,, i), în lungul ciclului de magnetizare şi e egală cu 
aria &p; a acestui ciclu (exprimată în unităţi de curent înmulţiie cu unități 
de flux, adică în unităţi de energie, de ex. jouli). În cazul existenţei unui ciclu 
de magnetizare de arie nenulă —— adică în cazul procesului de magnetizare real, 
care e ireversibil —, ultimul termen din relaţia (49.57) e diferit de zero şi deoarece 
reprezintă diferenţa dintre puterea activă primită pe la borne și puterea disipată 
în rezistenţa r, nu poate fi decît puterea medie pierdută în procesul ciclic de 
magnetizare a circuitului magnetic al bobinei. Această putere se numește 
putere de pierderi în fier şi are expresia : 


Pp = Paris s$ idb, = f- Aa. (49.58) 
Toi 


Deoarece într-o secundă au loc f cicluri de magnetizare, iar P e energia pierdută 
într-o secundă, rezultă că 


Aa; = $ id®, a [J /ciclu) (49.59) 
Toi 


e energia totală pierdută într-un singur ciclu de magnetizare. Aria acestui ciclu 
are, aşadar, o semnificaţie fizică imediată. Corespunzător descompunerii în doi 
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termeni a solenaţiei (49.50), curentul înfășurării se poate descompune în doi 
termeni : 
A i K do, r N 
i = — H + — —, (49.60) 
N N? dt i 
dintre care primul asigură magnetizarea miezului, iar al doilea compensează 
efectul curenților turbionari. Cu relația (49.60) şi puterea de pierderi în fier 
se poate descompune î în doi termeni : 


Pre = P, + P}, (49.61) 


dintre care primul, P,, corespunde ciclului de isterezis al materialului și se 
numeste putere de pierderi prin isterezis, iar al doilea, Pia corespunde efectului 
Joule-Lenz al curenților turbionari și se numește putere de pierderi prin 
curenţi turbionari (sau Foucault). l 

1. Pierderile prin isterezis au cu relaţiile (49.58), (49.60) ṣi (49.45) expresia 


TRH 


=f&— Ha (ANB) = V- f-&HdB, (49.62) 
P, = f ġ -y Hd (ANB) f:§4HdB, (49.62) 
Tau i 
n care V = Ale volumul circuitului magnetic omogen, iar 
Îi PT J Y 
= = pa CEE. (49. 
| Wim = Agy $ H4B | m [3 a] (49.63) 


e densitatea de ii CD TE a energiei pierdute pentru un ciclu de isterezis, egală 
cu aria ciclului de isterezis (fig. 49. 4), în unităţi magnetice. Această arie se 
determină experimental sau se calculează cu formula empirică (Steinmetz) : 


Wgn = E maxs (49,64) 


în care coeficientul y și exponentul n (1,6 < n < 2 pentru tolele obișnuitei 
depind de material. Produsul dintre up, și frecvența este puterea de pierder) 
în unitate de volum sau puierea specifică de pier deri prin isterezis magnetic 


Pm = fowm Ga [Z] (49.65) 


È BH 


Formulele (49.62) şi (49.65) arată că aei prin isterezis sînt proporționale 
cu frecvența 1. în cazul unui circuit magnetic neomogen trebuie calculate 
pierderile specifice pp; în fiecare porțiune cmogenă (i), în funcţie de inducția 
maximă respectivă şi pierderile totale rezultă prin însumare : 


P, 3 2 V; Pi: S FÈ F; n (Bmx): (49.66) 


i La frecvenţe înalte, fenomenul de viscozitate magnetică (post-efect sau ereditate magne- 
tici), care consistă în rămînerea în urmă a inducției magnetice faţă de intensitatea cîmpului 
imagnetie la viteze mari de variaţie a acesteia, mărește aria ciclului de isterezis şi deci pierde- 
rile. De aceea, la frecvenţe înalte, pierderile prin isterezis cresc mai repede decît proporţional cu 
frecvenţa (la aceeași inducție maximă). 
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2. Pierderile prin curenţi turbionari au cu relaţiile (49.58), (49.60) şi (49.45) 


expresia : : 


= 
z = fă [22 (=) do, = PKA | | =) dt. (49.67) 
} k% dt 5 
ò 

Dacă fluxul util e sinusoidal și inducția e sinusoidală, B=B,,, sint şi prin 
integrare se obţine o expresie proporțională cu pătratul frecvenţei și cu pătratul 
inducției maxime. Un calcul mai exact al acestor pierderi va fi efectuat în 
paragraful 55.3, unde se va obţine pentru pierderile specifice prin curenţi turbio- 

nari expresia 
pp = E fe Bia (49.68) 

y = 

în care A e grosimea tolei (în electrotehnică : 0,35 mm — sau, mai rar, 0,5 mmn 
-— la aparate și mașini de frecvenţă industrială), iar p e rezistivitatea materia- 
lului. În cazul unui circuit magnetic neomogen, trebuie calculate pierd erile spe- 
cifice în p;; fiecare porţiune omogenă (i) și puterea totală rezultă prin însumare : 


=DD y (F) V Oa) (49.69) 


3. Pierderile totale în fier ale unei bobine rezultă prin însumarea expresiilor 


(49.66) si (49.69). Se obtine o expresie de forma : 
. A2 2 
Pre = P, + P; = f [E Vin Baad) + P (EV: (F) 2 Baad). 49.70) 


Dacă frecvența variază şi inducția maximă se menține constantă, pierderile 
în fier cresc cu frecvenţa și dependenţa diferită de frecvenţă a celor doi termeni 
permite determinarea lor experimentală (separarea pierderilor), dacă se măsoară 
Pře la două frecvenţe diferite. De subliniat că dacă se menţine constantă 
tensiunea efectivă aplicată, deoarece cu relaţia (49.55) 


B ; = ———— ia 
( B max): 4,44 NA; f | | 


pierderile au altă dependenţă de frecvenţă. 

49.4.4, Curentul sinusoidal echivalent şi ciclul de magnetizare eliptic 
echivalent. În aplicaţii tehnice, considerarea curentului real deformat, determi- 
nabil ca mai sus (fig. 49.6), pe cale grafică, complică prea mult calculele. De 
aceea se consideră un curent sinusoidal echivalent, care — în ipoteza că tensi- 
unea utilă e sinusoidală și origine de fază (49.53) — are expresia : 


= I, VĒ sin (ot — 9) = L VZ sin | ot — -$ + Sre): (49.72) 


Curentul sinusoidal echivalent e defazat în urma tensiunii utile cu unghiul ọ, 


. A e . . T 
și înaintea fluxului util cu unghiul òp, = T Te numit unghi de pierderi 


á 


în fier. 
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Cei doi parametri J, și pọ. (sau 5,,) ai curentului sinusoidal echivalent 
se determină prin următoarele condiţii : 

— (l) pierderile în fier să fie aceleaşi cu cele reale date (P,,); 

— (2), valoarea maximă a curentului echivalent să fie egală cu valoarea 
maximă a curentului deformat (7,,,); 

sau, 

(2), valoarea efectivă a curentului echivalent să fie egală cu valoarea 
efectivă a curentului real deformat (condiţiile 2a și 2b sînt practic echivalente, 
dacă curentul nu are un coeficient de distorsiune prea mare); 

sau, 

(2). curentul echivalent să fie prima armonică a curentului real funda- 
mental. Această ultimă condiţie e suficientă pentru- a determina pe i şi e 
compatibilă cu (1), dacă tensiunea utilă e sinusoidală — deoarece, în acest caz, 
numai prima armonică dă putere activă 

Cele trei condiţii (2), , (2), (2). sînt “practic echivalente, dacă deformarea 
curentului e mică. Spre deosebire de (2), şi (2), care necesită analiza armonică 
a curbei curentului, sau alte operaţii de calcul grafic, relativ complicate,condiţia 
(2), e cea mai simplă, deoarece Imas se deduce imediat din ciclul de magneti- 
zare — fără a fi necesară trasarea curbei curentului. În plus, această condiție 
se poate menţine și în cazul unei tensiuni utile nesinusoidale. 

Admiţind condiţiile (1) şi (2),, determinarea parametrilor curentului 
echivalent se face cu relatiile : 


I, Pp A 
I, = 2: coso, = sin Bate, 40, 
e fa? Pe e= T, {49.73) 
Adesea se introduce formal —— ca la bobinele liniare — o inductivitate utilă 
„aparentă 
l LU) nax N2 t 5 
Limax) =E a E (49,174) 


Imax Rm (max) 


Această inductivitate poate fi exprimată ca la circuitele magnetice liniare 
(v. par. 27.2.2, voi. 1), în funcţie de o reluctanță Rm imax) care trebuie însă 
calculată cu permeabilitatea magnetică aparentă 


B 1 i 
max) = “= a) 49.75 
e i H max ( 


corespunzătoare vîrfului ciclului de isterezis (fig. 49.4). 

Determinarea curentului sinusoidal echivalent se face deci pornind de la 
valoarea efectivă a tensiunii utile U,, astfel: din relaţia (49.54) se deduce 
Da (și eventual Bmx); din studiul materialului se deduc pierderile corespunză- 
toare Pre = f ' da; și curentul maxim Ip. (eventual prin intermediul 
inductivităţii — 49.74); din Pr, şi Imax se deduc, cu relaţiile (49.73), I, şi Pe- 
Eventual Ppr, și Ima, se deduc din măsurători. 


1 Indicele (max), între paranteze, e pus pentru a arăta că această mărime corespunde 
valorilor maxime ale mărimilor în funcţie de care e definită, fără a fi ea însăşi o valoare 
maximă posibilă. 
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Considerarea curentului sinusoidal echivalent revine la înlocuirea ciclului de magneti- 
zare real cu un ciclu eliptic echivalent (Legi în fig. 49.7), deoarece ecuaţiile (49.54) şi (49.72) 
sînt ecuaţiile parametrice ale unei elipse înscrise în dreptunghiul definit de valorile maxime ale 
ciclului real. i 


Fig. 49.7 


Studiul bobinei cu miez de fier în uproximația înlocuirii ciclului de magneti- 
zare real printr-un ciclu eliptic echivalent se mai numește liniarizarea bobinei 
şi permite considerarea unui regim sinusoidal echivalent regimului deformant 
real, 

49.4.5. Schemele echivalente ale bobinei cu miez de fier. Considerarea 
unui curent sinusoidal echivalent pentru bobina cu miez de fier mai revine 
la înlocuirea ei cu un receptor liniar (disipativ și inductiv), care, pentru bobina 
fără dispersiune și cu înfășurare fără rezistenţă (cu bornele fictive 2, 2' din 
fig. 49.3.b), are impedanţa echivalentă : 


U E e i > 
Z, = hti Us eio: = Rr, +joL, (49.76) 
Ie Ie i 3 
şi admitanța echivalentă 
di a ee za 1 1 
da = See: — pal de e TIPe = i zi (49.77) 
U, Uun Rreg J oLa, 


Această impedanță poate fi reprezentată prin conectarea în serie a elementelor 
ideale Rp, şi Lu „ sau prin conectarea în paraleli a elementelor ideale Rreg 


și L „ Pentru a obține schema echivalentă a bobinei reale cu dispersiune 
şi cu înfășurare cu rezistenţă, se conectează Z, în serie cu r şi Lj. Se obţin 
astfel schemele echivalente din fig. 49.8 si 49.9. 
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Deoarece puterea de pierderi în fier Pz, e proporțională (în primă aproxi- 
maţie) cu pătratul tensiunii aplicate (v. rel. 49.70 și 49.71 cu n ~ 2), cea mai 
adecvată e schema tip paralel (fig. 49.9), ale cărei elemente sînt : 

-— rezistența de pierderi-paralei 


UZ U, PEN 
Re = — = (49.78) 
P Pre I, cos ge l i 
- eeg 
A i 
i 
\ l 
E 
f 
sts 
ži 
uu ! 
i 
| 
| 
PE Ec 
Fig. 49.8 
-~ inductivitatea utilă-paralel 
pree aa S ME (49.79) 
i o Ie sin ee Imaz in Qe sin 9, 
iar 
oL n m Rr 
Cos p, == IF Şi sin g,== == ? (49.80) 
| Rie, + Li, [Reret oL, 


Elementele schemei tip serie se deduc din precedentele, egalînd Z, și 1/Y, din 
relaţiile (49.76) şi (49.77). 
— rezistenţa de pierderi-serie 
W? 12 - : 
Rre, = Rre” 2 — = 00 Lima) COS P, (49.81) 
ă i Rọe, + a Li, 


—— inductivitatea utilă-serie 


2 
RFe, 


L, PT: La E, = Laz) sin P, (49.82) 


2 2 
Rie, + PLi, 


În figura 49.10 e repre- 
zentată diagrama vectoria- 
lă corespunzătoare schemei 
echivalente paralel. Com- 
ponenta dł, se numește 
curent de magnetizare, iar 
componenta Íp, curent de 
Fig. 49.10 pierderi. Ra : 
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Observaţii: a) Din cauza neliniarităţii bobinei parametrii curentului sinusoidal 
echivalent şi elementele schemelor echivalente depind de tensiunea aplicată; totodată 
Rrep Rre Lu, Lu, depind de frecvenţă. De aceea, schemele echivalente se pot determina 
și utiliza numai la o frecvență dată și numai la tensiuni diferind cu puțin (cu cel mult cîteva 


procente) de tensiunea considerată. 
b) Un studiu similar celui de mai sus se poate face în cazul alimentării cu curent sinu- 


soidal, cînd fluxul şi tensiunea rezultă deformate (fuxul rezultă apiatisat din cauza saturației, 
iar tensiunea, cu vîrfuri ascuțite, corespunzătoare variațiilor rapide de flux la trecerea prin zero). 

c) Studiul de mai sus presupune tensiunea utilă (u„) sinusoidală şi cunoscută. În practică, 
tensiunea aplicată la borne (u) este sinusoidală și cunoscută. Deoarece căderile de tensiune în 
r şi Lg sînt mici, se consideră cu aproximație u, 7% u. Pentru o aproximație mai bună, după 
ce s-au determinat mărimile Rze, şi L,, cu ipoteza u„ 2: u, se caleulează curentul echivalent 
Je şi se determină tensiunea utilă V, = U — I, (r + jœLa) Cu această nouă valoare a ten- 
siunii utile se deduc valori mai corecte pentru Rre, şi Ly, 

d) Conceptul de inductivitate nu e univoc definit pentru o bobină cu miez de fier decit 
cu anumite convenții suplimentare. În studiul de mai sus au intervenit astfel mărimile Limax) 
Lag şi Lu, (făcînd "abstracţie de inductivitatea de dispersiune). În cazul materialelor magnetice 


pe a á 3 . . T . e A 
obișnuite, unghiul de pierderi e mic Sp; & ——, curentul de magnetizare e mult mai mare decît 
2 


cel de pierderi, adică în schema-paralel Rre, > ol, př sin pe =~ 1. În acest caz, din relatiile 
(49.79) şi (49.81) rezultă : 


; s. ; 

= Limax) 7% Lu, ȘI Rre, x Pai (49,83) 
Rr ep 

e) În cazul materialelor magnetice speciale, cu pierderi mici, dar cu permeabilitate mag- 


netică foarte mare, în funcţionare nesaturată, este posibil ca inductivitatea utilă-paralel să fie 
foarte mare, astfel ca oL, up > Rrey În acest caz, sin pps: 0, cos pe =œ l şi deși Limax) e 


finit şi foarte mare, rezultă : 
Rre, © Rre, şi Lu, 0 (49.84) 


În acest caz (v. fig. 49.11), bobina cu miez de fier se comportă practic ca un rezistor de rezis- 
tenţă r -+ Rre (cu inductivitatea parazită L4) și admite un curent echivalent practic în fază 


cu tensiunea, Sugestiv, se poate spune că în schema echivalentă paralel, rezistența de pierderi 


Fig. 49.11 
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scurtcircuitează iînductivitatea utilă a bobinei. Această situație se realizează, de exemplu, la 
tolele laminate la rece, cu ciclu de magnetizare practic dreptunghiular, în regim nesaturat. 
Aceeaşi comportare o au bobinele cu miez de fier din materialele obişnuite, la frecvenţe înalte, 
cînd de asemenea 


L, > Rre.. 
a up > Fep 


f) La frecvenţe înalte, în schema echivalentă a bobinei trebuie introdusă, în paralel cu. 
inductivitatea utilă, o capacitate echivalentă capacităţii distribuite parazite a spirelor înfăşu- 
rării (reprezentată punctat în schemele echivalente din fig. 49.8 şi 49.9). 

49.4.6. Reluctanţa echivalentă complexă şi permeabilitatea echivalentă complexă. Circuitul 
magnetic al bobinei cu miez de fier, liniarizată prin aproximația curentului echivalent sinusoidal, 
se poate studia cu reprezentarea în complex. Fie 


Ie = lee We ie [Vă sin (ot — o.) (49.85). 
si 
= p ; ` 
Op, m Cmar a T Z Dr mar sinf ot E, (49.86). 
ja NyZ a Yin N 2 | N ) 


reprezentările în complex ale curentului echivalent și fluxului fascicular util, în ipoteza că ten- 
siunea uiilă e origine de fază. În circuitul magnetic — presupus, pentru simplificare, omogen, cu 
secţiunea A şi lungimea medie  — se pot defini : reprezentarea în complex a inducției magnetice 


T „E 
Oi as Dmax H7 _ B 4l IF 
LA! = roe = P mar yF eè 
á VâNA Vă 
şi reprezentarea în complex a intensității cimpului magnetic produs de curentul echivalent. 


pa Ne a Ne e — ui 1 ibe 


pc l l max a zi 


(49.87) 


(49.88). 


(intensitatea cimpului magnetic, stabilită în fierul circuitului magnetic, e suma dintre această 
intensitate și aceea produsă de curenţii turbionari). 

n analogie cu circuitele magnetice de regim staționar (v. par. 26.1, vol. I), cîtul dintre- 
reprezentarea în complex a solenaţiei înfășurării și reprezentarea în complex a fluxului fascicular 
util se numeşte reluctanţă echivalentă complexă 


7 (a D ag l 
Bm, = NIe Z NI, Va e -9.) aane oJ5Fe (49.89). 
Pfu Ò max Limax) 


gi caracterizează circuitul magnetic atît din punctul de vedere al magnetizării — avind modulul 
egal cu reluctanța Rm(maz) = ÎN?2/L(max) corespunzătoare vîrfului ciclului de  isterezia. 
— cât şi din punctul de vedere al pierderilor — avînd argumentul egal cu unghiul de pierderi. 
T . 
èr e= 3 = Pe.: 
Cu relațiile (49.87) şi (49.88), reluctanța echivalentă complexă a circuitului magnetic omo~. 
gen se poate scrie : 


PER (49.90). 


(în analogie cu relația corespunzătoare de regim staționar), dacă se definește permeabilitatea 
echivalentă complexă, 


B B (2 —o = jpn. 
u, = Z o mas a (3 °) = pma) e | F° (49.91), 


Caz 
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Această permeabilitate echivalentă complexă are dept modul permeabilitatea aparentă (49.75), 
corespunzătoare vîrfului ciclului de isterezis şi drept argument unghiul de pierderi în fier cu 
semn schimbat. Deoarece pe > 0, din cauza caracterului pozitiv definit al pierderilor, rezultă 
că inducția e defazată în urma intensității. Mai trebuie observat că această mărime nu caracteri- 
zează local materialul feromagnetic, deoarece a fost definită numai cu o parte a intensității 
cîmpului magnetic : aceea produsă de solenaţia înfășurării parcursă de curentul sinusoidal echi- 
valent. Permeabilitatea complexă echivalentă constituie deci o caracteristică globală a circuitului 
magnetic, ca și reluctanța Rm,» care ţine seama atît de fenomenul de isterezis cît și de 


curenții turbionari. 


49.5. Condensatorul cu pierderi 


O teorie analogă celei prezentate pentru bobina cu miez de fier se poate 
dezvolta şi pentru condensatoarele reale, (fig. 49.12) care au întotdeauna 
pierderi de putere în dielectric și sînt uneori şi neliniare (condensatoarele cu 
dieleciric din materiale feroelectrice). 

49.5.1. Pierderile dielectrice. Pierderile de putere în dielectric se datorese 
atit faptului că dielectricul nu e perfect izolant — prezentînd o conductanţă 
finită G) (măsurabilă în curent continuu) și deci pierderi prin conducție — cît 
şi fenomenului de isterezis dielectric — pierderi prin isterezis. Fenomenul de 
isterezis e condiţionat mai rar de neliniaritatea materialului (isterezis propriu 
zis, caracteristic materialelor fero- 
electrice) şi mai frecvent de visco- 
zitatea electrică (post efect electric 
sau polarizare ereditară) a acestui 
material, fenomen care consistă în 
rămânerea în urmă a inducției elec- 
trice D(t) faţă de intensitatea cîmpu- 
lui electric E(t). 


Fig. 49.12 Fig. 49.13 


Ca urmare, în regim sinusoidal, relația dintre inducţie şi intensitate e 
reprezentabilă prin ciclul de polarizare electrică D = D(E) (curba lpg în 
fig. 49.13), care este eliptic la condensatoare liniare — sau se aproximează 
printr-un ciclu eliptic la condensatoare neliniare (așa cum s-a procedat în cazul 
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bobinei cu miez de fier). Deoarece sarcina e proporţională cu inducția, iar ten- 
siunea e proporţională cu intensitatea, aceeaşi relație se regăsește (la altă scară) 
între sarcina q și tensiunea uç dintre armături, sub forma ciclului de încărcare 
q = qluc) al condensatorului (curba Toy în 
fig. 49.14). i 
Din legea conservării sarcinii rezultă că 
între curentul i absorbit din exterior, curen- 


tul de conducţie ip = Gouc prin dielectric şi 
sarcina q există relaţia : 
; 3 dq ~ dg 
vb, Éu d i= i t a = Go -H =S 49.92 
QU fi cq 0 dt 0%C de ( ) 


(se observă că din cauza conductției dielec- 

up tricului, în cazul condensatorului cu pier- 
deri, i + dq/dt). Înmulţind această relație 
cu tensiunea uç, rezultă bilanţul instantaneu 
al puterilor 


dr. (49.93) 
dt 


uci = Gou& -+ uc 


Pierderile medii de putere din condensator 
sînt egale cu puterea activă (medie) absor- 
bită — numită putere de pierderi în dielectric 


T 
lf ~ T72 i 
Pa = Puia = GUS uodg= P+ P, (49.94) 
ò ToU ` 
şi reprezintă suma dintre pierderile prin conducție (prin efect Joule-Lenz în 
dielectric) 
| P, = GU: (49,95) 
şi pierderile prin isterezis dielectric 
Pe =f ucdg = f otov. (49.96) 
Toy 


Aici, integrala se efectuează de-a lungul conturului Toy al ciclului de încărcare, 
fiind egală cu aria cfoy a acestuia (în unități de energie) şi reprezentînd energia 
disipată sub formă de căldură într-un ciclu de încărcare, datorită fenomenului 
de isterezis dielectric. Considerînd, spre simplificare, un condensator plan, 
avînd aria A, distanța d între armături şi un dielectric omogen. 


q=D-A şi uo= Ed. (49.97) 


Înlocuind aceste expresii în relaţia (49.96), pierderile prin isterezis se exprimă 
astfel : 


P, = /$ E-d-4(DA)=f: vs EdD. (49.08) 


TDE Pps 
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EEE =$ EdD = Lt E (49.99) 
p m3ciclua 
Topa 


e densitatea de volum a energiei pierdute pentru un ciclu de polarizare electrică, 
egală cu aria ciclului de isterezis (fig. 49.13). 
Produsul 


Pre = fun =H =f 4 EaD (49.100) 
DE 


e puterea specifică de pierderi prin isterezis dielectric. 
Dacă în regim armonic sinusoidal, tensiunea 


uc= UcVsin o t= Upa sin ot | (49.101) 
e luată origine de fază, sarcina 
q =Q V2 sin (ot — 5,) = Oa sin (ot — 87) (49.102) 


e defazaiă în urma tensiunii cu unghiul 5, > 0, numit urghi də pierderi prin 
ist rezis. Mărimile uç şi q, nefiind în fază, nu se poate defini o capacitate a 
sondensatorului ca în regim electrostatic, prin raportul lor (care e acum funcţie 
de timp). Se poate defini însă o capacitate aparentă 


O max . 3 
Cinax) = T. f; (49.103) 


cu valorile maxime luate din ciclul de încărcare (maxime care nu au loc simul- 
tan). Cu relația (49.97) rezultă că această capacitate aparentă se poate exprima 
în funcţie de dimensiunile condensatorului, la fel ca în regim electrostatic : 


Cimas = DE = Ê ema (49.104) 


„pacă se utilizează permitivilatea aparentă 


D max Ri 


49.195) 
Emax. ( i 


e = 
“imaz) 


dedusă din ciclul de isterezis al materialului. 
Cu relaţiile (49.101) şi (49.102), pierderile prin isterezis (49.96) se exprimă : 


7 T 
1 i U max ma . 3 
P,=f udg = T | ue ~ di = o Pau | sin wt'cos (ot — p) dt = 
è ò 


= Q 


Vesta sin 3, (49.106) 
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sau 
dou = Z = n Uau sin Sp, (49.107) 
iar l 
s 3 "a La — r Epas Dea Sin dp. (49.108) 


Deci, dacă se cunoaște ciclul de polarizare, se pot determina cu relaţiile (49.103) 
şi (49.107) mărimile Ca.) şi dp» care intervin în relația dintre sarcină și tensiune. 

49.5.2. Schemele echivalente ale condensatorului cu pierderi. Condensa- 
torul cu pierderi e un element de circuit capacitiv, al cărui curent 


i = IV2sin (ot — ọe) = I VĒ sin (ot + | q,]) (49.109) 
e detazat înaintea tensiunii cu unghiul — ọ, = | ọ, | > 0. Dacă 
I= Iei , Uc=Uc , Q= Qe (49.110) 


sînt reprezentările în complex ale mărimilor (49.109), (49.101), (49.102), ecuaţia 
(49.92) se reprezintă sub forma : 


I= In + jol = (Go + jo Cimas e î%%) Uc, (49.111) 


în care am utilizat relaţia (49.104). 
De aici rezultă admitanţa echivalentă complexă a condensatorului : 


Y, =È = Gy + jol 0. (49.112) 
Uc 


Separînd partea reală și cea imaginară, 


Y, = G + o Cmap Sin 8p + j 00 Cimas) COS 8p 


Yoe rjo (49.113) 


se obțin conductanța echivalentã-paralel a dielectricului condensatorului : 


Ges — Re (Ve == Go -f+ OC mas) sin 3 
(49.114) 


şi capacitatea echivalentă-paralel a conden- 
satorului 


p% T C., = l Im {Y,} = Cmar) cos 8p. (49.115) 
w 


Descompunerea relaţiei (49.113) cores- 
a; b. punde schemei echivalente. paralel din 
Fig. 49.15 figura 49.15, a. 
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Dacă se determină impedanţa echivalentă 


I Ge, $ Ce, f i Diei 
E E E ese iR +- (49.116) 
R Y, Ga, + o Ce, Ge, -F a? Ce, $ 19 Ce, 


se obțin: rezistența echivalentă-serie a condensatorului : 


G 
R,, = Rezi) = aaa (49.117) 
25 D“ ke 
şi capacitatea echivalentă-serie : 
„a ar? 
E 1 n Eet Ce, (49.118) 
es olIm{Z2}3 o Ce, iK 


Descompunerea (49.116) corespunde schemei echivalente serie din figura 49.15, b. 

Calculul elementelor schemelor echivalente se poate face cu relațiile (49.112) 
şi (49.116), dacă se cunoaște conductanța de curent continuu Gg, capacitatea 
aparentă Conas) (din ciclul de încărcare cu rel. 49. 104) şi unghiul de pierderi 


prin isterezis ò, (din aria ciclului cu rel. 49.107). 

49.5.3. Factorul de pierderi. Permitivitatea echivalentă complexă. În 
practică, descompunerea de mai sus a pierderilor totale în pierderi de conducţie 
şi pierderi prin isterezis nu prezintă interes și e util să se determine elementele 
schemelor echivalente direct din cunoașierea pierderilor totale. Pentru caracteri- 
zarea materialului (v. diagrama vectorială din fig. 49.16) se introduce unghiul 
de pierderi totale 3, egal cu complementul modulului unghiului de defazaj o, 
al. curentului : 


îles: (<0) (49.119) 


Componenta activă a curentului (adică componenta lui în fază cu tensiunea) 
este ; 
Ig = I cos ọ, = I sin ò = G, Ucs 


(49. 120) | 2 / 
componenta reactivă (în cuadratură cu | 
tensiunea) este : | 

p 
Ic = I sin jo = I cos è = oC, Uc, 
(49.121) 


iar pierderile totale de putere în dielec- 
tric sînt : 


P= Ucl cos ọ, = Ucl sin ò = Ce, Uz. 
(49.122) 
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Se obţine, pentru tangenta unghiului de pierderi, numită şi factor de pierderi, 
expresia : 


Te oC s 


| | 
| 555 a tii, | (49.123) 
| | 

i 


E uşor de arătat că tangenta unghiului de pierderi e o caracteristică a materialului dielectric 
exprimabilă direct în funcţiune de conductivitatea lui o şi de E/maz) Şi 8p. În adevăr, la conden- 
satorul plan, conductanţa de curent continuu este : 


=: (49.124) 


Înlocuind această expresie şi (49.104) în (49.114) şi (49.115), se obţin relaţiile : 


A 3 
Geg = Fi (6 +- wemaz)sin 6p) (49.125) 
d N i ` i g l ` 
Ces = “J Eimaz) cos s, | (49.126) 
şi 
l zi e at i 
tg ò = -+ tg 5; (49.127) 


CE max) COS Sp 
Din acest motiv, factorul de pierderi tg &, utilizat pentru caracterizarea materialelor dielectrice, 
e dat, în tabele sau curbe, ca funcţiune de frecvenţă. Cu cît acest factor e mai mic, cu atit pierderile 
sînt mai mici, puterea de pierderi exprimîndu-se în funcție de puterea reactivă a condensatorului 
prin relaţia : 


Pg = UcI |sin ge | = |Q | tg Š. (49.128) 


| tg Qel 


Dacă se cunosc tg ò, Uc şi Py, elementele schemelor echivalente rezultă ime- 
diat : cu relația (49.120) se determină G, , cu relatia (49.121) se deduce Cep 
iar cu relațiile (49.117) și (49.118), R,, şi Ces 

Permitivitaiea echivalentă complexă. Pentru un condensator cu pierderi 
se poate defini o czpuc.tate cch.valentă compl.xă C, prin relaţia : 


j [€3] Cc, = Y = = = G. (49.129) 


* Uc ? 


iar pentru materialul unui condensator cu pierderi (presupus plan şi cu dielec- 
tric omogen), o permiiivitate echivalentă complexă prin relaţia : 


4 


= £ ey (49.130) 
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Din aceste relaţii, cu (49.125) și (49.126) rezultă : 
o -b OEaag Sin d a 
Sp > g cmas + Ermaz COS Op 
jo 
5 D ++ 
air a. E dp a. 9 jo i 4 
Ee == E mas) E Ip += EE. eh = y = S 3 449.131) 
jo Ems jo E i 


dacă J =o E e reprezentarea în complex 


a densităţii curentului de conducţie prin 
dielectric. 


Observaţii: a) Ca şi în cazul bobinei cu 
miez de fier, elementele schemelor echivalente depind 
de frecvenţă şi, uneori, de tensiunea aplicată. 

b) O schemă echivalentă mai completă cuprinde 
(v. ig. 49.17) şi rezistenţa r a conductoarelor de legă- 
tură şi (la freevenţe înalte) inductivitatea parazită Ł. 
echivalentă prezenţei acestor conductoare. Fig. 49.17 


CIRCUITE ELECTRICE 
ÎN REGIM TRANZITORIU. 


Teoria dezvoltată în capitolele 33...49 s-a referit la circuitele electrice în 
regim permanent, adică în regimul care se stabileşte după trecerea unui timp 
suficient de mare faţă de constantele de timp ale circuitelor, pentru ca amor- 
tizarea regimului lor liber să fie practic completă î. În acest caz, condiţiile 
inițiale nu se mai resimt în modul de variaţie în timp al curenților, care rezultă 
univoc determinat de forma funcțiunilor de timp reprezentate de tensiunile 
electromotoare date ale surselor. 

În practică prezintă importanţă și regimul tranzitoriu al circuitelor și 
reţelelor electrice. În electroenergetică, toate procesele de comutație (închideri 
şi deschideri de întreruptoare) și de avarie (scurteircuite, întreruperi etc.) deter- 
mină regimuri tranzitorii, care — deși durează uneori extrem de puţin, dato- 
rită valorilor mici ale constantelor de timp — pot periclita securitatea insta- 
laţiilor (prin supraintensități și supratensiuni) sau stabilitatea funcţionării 
lor. În electrocomunicații, numeroase clase de semnale — cum sînt, de exemplu, 
succesiunile de impulsii — au variaţii importante în intervale de timp de același 
ordin cu constantele de timp ale circuitelor şi nu pot fi studiate decît în regim 
tranzitoriu; totodată, prelucrarea semnalelor (detecție. modulație, limitare 
etc.) utilizează adesea procese tranzitorii, care nu pot fi ignorate. 


Regimul tranzitoriu al circuitelor liniare — la a cărui prezentare ne limităm — poate fi 
studiat cu metoda directă de rezolvare a sistemelor de ecuaţii diferenţiale ordinare, liniare, cu coe- 
ficienţi constanţi. Această metodă consistă în următoarele : 


— se scriu ecuaţiile diferenţiale ale circuitului (de ex. ecuațiile lui Kirchhoff în valori 
iustantanee — rel. 36.5 şi 36.10 — sau cele obţinute din ele prin derivări, și, eventual, prin 
eliminarea unora dintre necunoscute); 

—- se caută soluţiile de regim tranzitoriu i„ (t), sub forma unor sume ale soluţiilor de 
regim liber cu acelea de regim forțat (permanent); 

— soluţiile de regim liber se determină cu ajutorul ecuaţiilor caracteristice, ca soluţii 
generale ale sistemului omogen (de ex. cu toate t.e.m. nule), care depind de un număr de cont. 
stante arbitrare (egal cu numărul bobinelor şi condensatoarelor din circuit, sau mai mic dect- 
acest număr); 

—- soluţiile de regim permanent se determină ca soluţii particulare ale sistemului neomo- 
gen — în cazul t.e.m. sinusoidale, fiind de aceeaşi formă cu aceste t.e.m. (determinarea acestor 
soluţii se poate face cu oricare dintre metodele cunoscute de la studiul regimului permanent) ; 


1 Ne reterim la circuite disipative, cu regim liber amortizat (v. par. 32) și al căror regim 
fortat coincide cu regimul permanent, 
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i3.—— se determină constantele arbitrare din expresiile complete, de regim tranzitorii, ale 
soluţiiior, cu ajutorul condițiilor inițiale. 

Această metodă a fost utilizată în. paragraful 32, pentru studiul regimului tranzitoriu al 
circuitelor simple. Dacă circuitele au o structură mai complicată, dacă t.e.m. nu sînt periodice 
şi dacă se cere să se determine numai una dintre funcțiunile necunoscute, această metodă e 
relativ laborioasă. Totodată, condiţiile inițiale, exprimate prin valorile iniţiale ale funcţiunilor 
necunoscute și ale derivatelor lor, necesită o analiză prealabilă a circuitului, care să stabilească 
care dintre mărimi trec continuu prin momentul iniţial considerat (în general, un moment de 
discontinuitate). Aceste mărimi sînt, de obicei, fluxurile bobinelor — ale căror discontinuități 
ar determina tensiuni electromotoare induse infinite — și sarcinile condensatoarelor — ale căror 
discontinuități ar determina curenţi absorbiți infiniţi. 

Studiul regimului tranzitoriu se sistematizează prin utilizarea unor metode speciale, care 
înlătură, în total sau în parte, dificultăţile aplicării metodei directe şi, uneori, îl apropie de stu- 
diul regimului permanent sinusoidal, care e mai familiar inginerului electrician. În această 
parte a cursului se vor expune trei dintre aceste metode : metoda descompunerii spectrale (trans- 
formarea Fourier), metoda răspunsului tranzitoriu (integrala Duhamel) și metoda operaţională 
(transformarea Laplace). Expunerea va privi numai elementele de bază aie acestor metode, 
a căror dezvoltare depăşeşte cadrul acestui curs. 


50 | METODA DESCOMPUNERII SPECTRALE 
+ | (TRANSFORMAREA FOURIER) 


50.1. Integrala Fourier și transformarea Fourier 


Seria Fourier complexă (47.19), în care coeficienții (amplitudinile spec- 
trale) sînt înlocuite cu (47.20), capătă forma 1: 


-- so 


fe) = = D | eran, (50.1) 


n=—%9 Q 


Deoarece f (t) e o functiune periodică cu perioada T, integrala de mai sus se 
poate extinde asupra ine interval egal cu o perioadă, în particular asupra 


intervalului | BE i . Cu substituţiile 
EN i l Ao% 
o > Ao, no > Opa? g (50.2) 
relația (50.1) se poate scrie : 
l P tao e 
j= Y 4o | P(T de. (50.3) 
T 
„= —ce n 
"Aa 


1 Pentru a evita confuziile, variabila de integr are din relația (47.20) a fost notată 7 în ioe 
de t, care rămîne simbolul variabilei independente în relația (49. 19). 
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Pentru T— œ, Ao — 0şi, notînd ©, = œ, această relaţie tinde formal către 
egalitatea 


+% + ce 
fò => | do {s (mi dr, (50.4) 
z) 


numită integrala Fourier (complexă) — și se referă la o funcție definită într-un 
interval provenit din (— T/2, + T/2) prin extinderea la întreaga axă reală, 
ceea ce elimină condiţia de periodicitate, considerată la început (perioada e 
acum infinită). 

În analiza matematică ! se demonstrează că această egalitate are loc efectiv 
pentru orice funcțiune netedă pe porţiuni (v. nota de picior de la începutul 
paragrafului 47.1.1.) şi absolut integrabilă pe toată axa variabilei reale t, pentru 
care deci: 


f IE) dr< o (50.5) 


-= 
ceea ce impune anularea funcțiunii pentru t — +- æ 
f(— o) = 0, {+ o)=0 (50.6) 


gi exclude posibilitatea ca această funcţiune să fie periodică (cu perioada finită), 
Dacă se introduce funcțiunea complexă de o variabilă imaginară : 


Ejo) = (fear |- Erio (50.7) 


EA | 


integrala Fourier capătă forma : 


+a 
= + f eu oido. (50.8) 
2r F i i 


—% 


Funcțiunea F(j w) se numeşte transformata Fourier sau imaginea Fourier a func- 
ţiunii de timp f(t), care satisface condiţiile de existenţă. ale integralei (50.4). 
Relaţia (50.7) se numește transformarea Fourier directă și permite să se asocieze 
biunivoc o imagine F(j œ) fiecărei funcțiuni de timp neperiodice f(t). Relația 
(50.8) se numeşte transformarea Fourier inversă sau dezvoliarea în integrală 
Fourier a funcțiuni neperiodice f(t) şi permite să se determine funcțiunea de 
timp, a cărei transformată e dată. De remarcat că în relaţiile (50.4), (50.7) si 
(50.8) conceptul de pulsaţie e extins și la valori reale negative. 


iv G. P. Tolstov, Serii Fourier, Ed. tehnică, București, 1955.; 


50.2. Descompunerea spectrală a iuncţiunilor de timp 


Relaţia (50.8) poate fi interpretată ca o prezentare a funcţiunii de timp f(t), 
sub forma unei suprapuneri de componente armonice elementare (reprezentate 
în complex) de forma : 


A Fij odo, (50.9) 
2r 


ale căror amplitudini sînt infinit mici. De aceea, transformata Fourier se mai 
numeşte densitatea spectrală (complexă) a fuincţiunii de timp f(t), fiind cîtul 


: š a i f aa £ 
dintre amplitudinea spectrală elementară = F(j o) do si intervalul de frecventă 


| [o e isa Si se e ù . 
df=d 2) la care se referă. Această interpretare permite să se considere 
270 j 
dezvoltarea în integrală Fourier ca o extindere la funcțiuni de timp oarecare a 
‘analizei armonice a funcţiunilor periodice nesinusoidale. Reprezentarea grafică a 
modulului densităţii spectrale 
|F(o)| = Po) 

se numește spectrul tuncţinnii f(t). 

__ Exemplu: Fie tensiunea u(t) de forma unei impulsii dreptunghiulare izolate, de ampli- 
tudine Ug și durată Te (fig. 50.1, a) 

i U, pentru 0 < t< T, 

u(t) = (50.10) 
0 pentru <9 şi t> Te 

Se observă imediat că sint satisfăcute condiţiile existenței transformării Fourier și se obține 
densitatea spectrală : 


-A To 
LE e U, i 
Ulja) = | ufe ds = U, |e Otar = e (L eiT) (50.11) 
109 
=% Q i 
zu modulul 
= 2U, oTo 
i UGo)| = sin — (50.12) 


xorespunzător spectrului din figura 50.1, b. 


uft) 
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| Deoarece dezvoltarea în integrală Fourier (50.8) e interpretabilă ca o des- 
compunere în componente armonice elementare, studiul regimului tranzitoriu 
se poate efectua generalizind metoda suprapunerii efectelor, aplicată în cazul 
regimului permanent nesinusoidal (par. 48.2), cu condiția ca circuitul să fie liniar, 
var funcțiunile de timp care intervin să admită o transformată Fourier. 
Ultima condiţie e realizată în 
Jo) ) cazul tensiunilor şi curenților care 
sînt mărginiţi, sînt nuli pentru 
t< 0 şi tind către zero suficient 
de repede pentru t > œ. Această 
condiţie nu e realizată în cazul 
existenţei unui regim permanent 
periodic, cînd regimul  tranzi- 
toriu nu poate fi studiat pe 
această cale. 
Considerăm, pentru exempli- 
Fig. 50.2 ficare, un dipol liniar și pasiv 
(fig. 50.2, a), în condiţii iniţiale 
„de repaus“ (toţi curenţii şi toate tensiunile nule pentru t << 0), căruia i se 
aplică, la t = 0, tensiunea : 


LOE 


Dipo! 
liniar 


Uloj zri 
pasir T m (să zije) 


y 


+% 


u(t) = > f Ujo)“ do (50.13) 
27 
~ 
şi se cere curentul tranzitoriu 
i +% e ta 
ä — $: E jot a 
upa E we” du. (50.14) 


Circuitul fiind liniar și pasiv şi în condiţii iniţiale de „repaus“, curentul e suma 
(integrala) curenților armonici elementari : 


q š jot - (Oi 
31 = I (joé (>) | (50.15) 


T 


produși de fiecare componentă armonică elementară a tensiunii 


õu = Tij ojd e | (50.16) 


a 


în parte. Deoarece aceste componente elementare au aceeaşi formă ca la repre- 
zentarea în complex nesimplificată, relaţia dintre tensiune şi curent e determi- 
nată de impedanța complexă a circuitului, fiind valabilă egalitatea (v. fig.50.2, b) : 


zaze A __ Eio) J 
Z = Z(io) = a = Töa) a ' (50.17) 
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Concluzie : Dacă se cunoaște transformata Fourier a tensiunii 


U(j 6) == | u(me dz, (50.18) 


i—i 


din cunoaşterea impedanței complexe şi a aplicării teoremei superpoziției 
rezultă transformata Fourier a curentului 


Zio) 
I = = 5 
Kjo) E (50.19) 
şi expresia instantanee a acestuia (din relaţia (50.14)) : 
a +o 
i ù Go) ja 
t d =i D 
46) e \ Zi e UN (50.20) 


În cazuri mai g'n rale, metoda se aplică unui sistem de transmisiune diport 
liniar, pasiv (v. par. 45.2), a cărui mărime de intrare e 
+o : 
A 1 i jot zi A 
u(t) = — | Tjod” du (50.21) 
2m J : i 


—» 


şi pentru care se cere mărimea de ieșire 


+ ca 
u(i) = a | Tjo) ei“ da. (50.22) 
— 


Dacă 4(j co) e raportul de transmisiune al sistemului (v. par. 45.2), aplicarea 
metodei suprapuncrii efectelor, în cazul unor condiții inițiale „de repaus“, 
conduce la soluţia : 

ie 
Í TIG : - 7 
uO = zy | A rdo (50.23) 
„i Alo) l l 


xo) 
a 


aT 


50.4. Aplicație 


Fie circuitul R, C din figura 50.5, a, a cărui impedanţă complexă e Z = R + ~ zT’ şi la 
jo 
care se aplică o impulsie dreptunghiulară de tensiune de forma (50.10), cu transformata Fourier 
(50.4). Rezultă pentru curent transformata : 


Iljo) = L00) ya CUl —e eTo) ' 
R- 1 1 + joCR. 
joC 
Curentul instantaneu este ; 
i + cu, +a gjo ; E piati— To) i 
(D = — jot do = — e = d(j o) — n d[i a 
io) 27 | 1jo) 27) T -+ joCR da) | l1 + joCR dio) 


— —jœ +jæ 
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Fig, 50.3 


integralele se pot efectua cu metoda reziduurilor, introducînd variabila complexă p == o -Hjo 
şi efectuînd integrarea pe axa imaginară, completată cu un semicerc de rază infinită, astfel 
ales încît (în acord cu lema lui Jordan) să aducă o contribuţie nulă. Se obține : 


ü pentru i ô 
U, -= d pate cole 
PA — e CR pentru 0<t1sS Ty EPOE. 
i(t) = R ci (50.24) 
U i i Ta î—Tş 
9 — ER s RG è saah 
ale CR — e pentru t > Tg 


În figura 50.3, b sînt reprezentate variațiile în timp ale tensiunii și ale curentului la acest circuit. 


mg | 2EzonA RĂSPUNSULUI TRANZITORIU 
DL. || ONTEGRALA DUHAMEL) 


51.1. Funcțiunea de răspuns tranzitoriu 


În numeroase aplicații interesează determinarea regimului tranzitoriu 
pentru o anumită mărime de ieșire u, (t), cînd unei rețele liniare și pasive i se 
aplică o anumită mărime de intrare u;(t), în condiții inițiale „de repaus“ 
(v. par, 45.2). În metoda răspunsului tranzitoriu se rezolvă în prealabil o pro- 
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de ieşire, cînd mărimea de intrare e o funcțiune 
treaptă unitate (fig. 51.1, a) 


TEn | 


Soluţia acestei probleme mai simple, adică 

funcțiunea 

f(t) = u(t) | (E = 0 la i < 0) (51.2) 
jui) = ya) 


blemă mai simplă, şi anume determinarea mărimii A Tit) 
i 


G pentrut < 0 Si 
l pentrut > 0 PLN 


se numeşte funcțiunea de răspuns tranzitoriu a 
sistemului și constituie o caracteristică a lui 
(caracteristica tranzitorie), tot așa cum raportul 
de transmisiune (par. 45.2) constituie o carac- 
teristică de regim permanent a sistemului. În 
prezentarea metodei vom avea nevoie şi de 
functiunea treaptă unitate retardată (fig. 51.1, b): 
| 0 pentru t Sr 


eas (51.3) 


| ļ pentru t >7 
Se observă imediat că o funcţiune treaptă oare- 
care, cu amplitudinea A şi retardarea 7, e repre- 
zentabilă prin expresia (fig. 51.1, c) c. 


0 pentru i< rt om eai 
Ay(t— 7) = | li S Fig. 511 


51.4) 
| A pentru t >rt. CED 
În cazul unei rețele liniare, dacă f(t) e răspunsul pentru mărimea de intrare 
y(t), răspunsul pentru o mărime de intrare de forma (51.4) va fi, evident, 
mărimea de ieşire : 


Aft — 7) (51.5) 
(care, conform cu 51.2, se anulează pentru t < 7). 


Exemplu: Considerăm circuitul R, C studiat în aplicaţia 50.4. În paragraful 32.2 am 
determinat curentul de regim tranzitoriu al acestui circuit, cînd, începînd cu momentul 2 = 0, 
i se aplică tensiunea constantă și am obţinut (v. rel. 32.20): 


ie EC G> 0) (51,6) 


Dacă vom considera acest curent ca mărime de ieşire şi tensiunea aplicată la borne ca mărime 
de intrare, vom observa imediat că în cazul U, = 1, tensiunea aplicată e o funcțiune treaptă 
unitate. De aceea, funcțiunea de răspuns tranzitoriu corespunzătoare este 


Li 


E I a a TE 
t = F e RC ( >09) (51.7) 


ł Pentru funcțiunea treaptă unitate se mai utilizează notaţiile : 


1), Y(t), c(t). 
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51.2. Integrala Duhamel 


Metoda răspunsului tranzitoriu utilizează funcțiunea de răspuns tranzi- 
toriu (51.2), pentru a construi soluţia u,(t), nulă pentru t<0, folosind princi- 
piul superpoziţiei. De aceea și această metodă e aplicabilă (în forma prezen- 
tată aici) numai circuitelor liniare, pasive, cu condiţii iniţiale „de repaus“ . De 
data aceasta, orice funcţiune de timp (nulă pentru t -< 0, continuă și derivabilă 


Fig. 51.2 


pentru t>0), reprezentînd o mărime de intrare u;(î), se obține prin suprapu- 
nerea unei mulțimi infinite de funcțiuni treaptă, cu amplitudini şi retardări 
convenabil alese (v. fig. 51.2), conform relaţiei : 


t 


OA EE En (| A y(t — 7) dr. i 451.8) 
0 


În adevăr, prima treaptă (neretardată) are amplitudinea u;( + 0), iar celelalte 
sînt trepte elementare retardate cu t < t, de amplitudini : 


u; du; 2 í 
Au ~ (F) Ar — (F) ae = ui(a)d, (51.9) 
t=T t=r 
adică de forma: 
e dz y(li—7) 2 u;(7) y(t — md. (51.10) 


are 
Se verifică imediat că, deoarece în expresia (51.8) t > 0 și t <t, se poate înlo- 
cui y(t — 7) şi y(t) cu 1 (v. 51.3), obținîndu-se identitatea : 
i 
u(t) = ut 0) + [i dr = u;(+ 0) + f du, (t>0). 
d d 


1 Notaţia g(-+ 0) indică limita la dreapta, în origine, a funcţiunii oarecare g(x). 
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Ţinînd seama de definiţia funcţiei de răspuns tranzitoriu (51.2), prima treaptă 
ui(4+ O)y(0) a mărimii de intrare determină o mărime de ieșire 
u(t 04), (51.11) 
iar fiecare dintre treptele elementare retardate (51.10) determină cîte o mărime 
de ieşire elementară de forma : 
uf (Tft m T) dr, (51.12) 
Conform teoremei superpoziţiei, aplicabilă reţelei liniare și pasive considerate, 
mărimea de ieşire pentru cazul cînd se aplică mărimea de intrare (51.8) va fi 


obţinută adunînd expresia (51.11) cu integrala răspunsului elementar (51.12). 
Se obţine relaţia: 


t 


u(t) = u;( 4 OE) + | u'(0)Ee — adr, (51.13) 
v 
numită integrala Duhamel. Prin integrare prin părți și schimbări de variabilă, 
integrala Duhamel se mai poate scrie sub una din următoarele forme : 


u(t) = us H Ofe) + (ui — (eds (51.14) 
ë 

u(t) = uif 0) + fue — dz | (51.15) 
9 

u(t) = u40f(+- 0) + (ut — z)f' (x) dr. (51.16) 
9 


ue = u, (0JFlt) + fu, (TIF{t -E)E 
Pi 
a b 
Fig. 51.3 


Metoda răspunsului tranzitoriu consistă deci în următoarele : 

l. Se determină funcțiunea de răspuns tranzitoriu a sistemului f(t), adică 
mărimea de ieșire pentru o mărime de intrare treaptă unitate neretardată 
(fig. 51.3, a). Pentru această operaţie se poate folosi orice altă metodă (de ex. 
metoda directă sau calculul operaţional — v. cap. 52). 


2. Se determină mărimea de ieșire u(t), determinată de o mărime de intrare 
oarecare u(t), cu ajutorul oricăreia dintre integralele tip Duhamel (51.13), 


(51.14), (51.15), (51.16), (v. fig. 51.3, b). 


Observaţii: a) Metoda se aplică numai sistemelor liniare şi pasive, în condiţii 
iniţiale de repaus. Spre deosebire de metoda descompunerii spectrale, în cazul acesta funcțiunile 
u; (t) şi ue (t) nu trebuie să fie absolut integrabile. De aceea, metoda permite şi considerarea 
cazului regimului tranzitoriu corespunzător unui regim permanent periodic. 

b) Ina relațiile de mai sus, f(-+- 0) și u; (+ 0) sînt considerate la t = 0 + s, cu e pozitiv și 
arbitrar de mic. 

c} Se poate arăta că formulele (51.15) şi (51.16) sînt aplicabile şi cînd u; (t) are disconti- 
uamităţi de prima specie, 

Aplicație: Considerăm ca exemplu circuitul R, C studiat și cu metoda precedentă 
(fig. 50.3). S-a văzut în exemplul din paragraful precedent că, în acest caz, funcțiunea de răspuns 
tranzitoriu este (51.7). Mărimea de intrare e, în acest caz, tensiunea aplicată u(t), dat de 
relaţia (50.10), care cu ajutorul funcţiuuilor treaptă se exprimă analitie : 


uli) = WO — vE — To). (51.17) 


Mărimea de ieşire e în acest caz curentul i(t), care se poate calcula cu relația (51.16) (pentru 
a evita derivarea mărimii de intrare, care prezintă o discontinuitate de prima specie la 
I= > i 

bi G 


4 


i) = u(t) ffi- 0) -+ | ult — (ear. (51.18) 
2 
În acest caz, cu (51.7), 
id 
l | "Re 
E(-H 0) = (0 4- a) = şi Pr) ae RC 51.19 
(O=O t= a A (51.19) 
aşa că 
: z PE. x 
ult- of (rjdr = -— — | i— me EC dr 4—2- \ ya — t — Toe EC de 
\ ( (7) RIC Y( ! RC VU o) 
Q 9 ] 
Deoarece t < t în prima integrală y(t — t) = 1l, iar în a doua y(t — t — În) = l pentru 
0 < r < t— Togi e nulă în rest, Dacă t $ Tp, a doua integrală e nulă şi deci 
$ r aat l = 
| ut — T)f'(7) dt = — Uo] e RC des A e RC —1) >» [Te 
` R2C R } 
ô 9 


Dacă t > Typ a doua integrală se poate efectua numai pină la t — Te, în rest integrandul 
fiind nul. Rezultă : 
t Li t-To 


| u(t — 7)t'(7) de = | e RC — 1) E. e RC — 1 A t > Ty 


Ambele cazuri se pot serie cu ajutorul funcțiunii treaptă, astfel ; 


$ y £ one: s s t -— To 
| u(t mt/(3) dr = Fl e RC 1) so] e 


RE — 1) y(t- Ta). (51.20) 


Q 


METODA OPERAȚIONALĂ (TRANSFORMAREA LAPLACE) 49 


Ca relațiile (51.17), (51.19) şi (51.20), soluţia (51.18) se scrie : 


$ ś — To 
, ME e 2. - 
i = 22 (e) re = B) all e Reese e Feie 1] 
sau 
Li t — To 


a A e RC y) — e RC pu — 2); (51.21) 


Am obținut exact soluţia (50.24), scrisă acum strîns cu ajutorul funcțiunii treaptă unitate, 
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Prin aplicarea teoremelor lui Kirchhotf în valori instantanee, la studiul circuitelor electrice 
liniare, se obţine un sistem de ecuaţii integro-diferenţiale liniare, relaţiile (36.5) și (36.10), cu 
coeficienţi constanţi, în care necunoscutele sint de obicei valorile instantanee ale curenților, 

În regim permanent sinusoidal acești curenţi sînt complet determinaţi de valorile instan- 
tanee ale tensiunilor de alimentare. În capitolul 34 şi următoarele am arătat că rezolvarea siste- 
mului de ecuaţii se simplifică în mod esenţial prin utilizarea reprezentării în complex a mărimilor 
sinusoidale, care asociază fiecărei asemenea mărimi i(t) = VZ sin (cot -+ y) o imagine în com- 
plex unică I prin regula 


eT yz sin (ot + yY} = Zei? = I, (52,1) 


cu următoarele proprietăţi principale : 
-= biunivocitatea reprezentării, asigurată de faptul că şi fiecărei imagini complexe îi 
corespunde o singură mărime sinusoidală, prin regula 


e-4I) I = Im 4V2 ei) = IVF sin (or + y) = iQ). (52.2) 
<- liniaritatea reprezentării : 
Oyi + Aata) = HE) -H Aelia). (52.3) 


=- reprezentarea operaţiei de derivare printr-o operaţie algebrică : înmulțirea cu un număr 
(imaginar), 


($) - : joli). (52.4) 


Avantajele pe care le prezintă metoda ETES în complex rezultă din aceste proprie- 
tăţi și consistă în faptul că sistemul de ecuaţii integro-diferentiale, satisfăcute de valorile instan- 
tanee. sinusoidale, se reprezintă biunivoc într-un sistem de ecuații algebrice liniare, satisfăcute de 
imaginile lor în complex. Ca urmare, calcuiul circuitului se face mai simplu şi mai sistematic, 
rezolvînd acest sistem de ecuaţii algebrice (forma complexă — rel. 36.22 — a teoremelor lui 
Kirchhoff), determinînd astfel imaginile complexe ale funcţiunilor necunoscute şi, cu ajutorul 
reprezentării inverse (52.2), aceste funcţii însele. 

O preseripţie de calcul F, care asociază univoc fiecărei funcțiuni i(t) dintr-o anumită clasă 
o anumită imagine (i), se numeşte operator. Operatorul € al reprezentării în complex este 
un operator liniar, (proprietatea (52.3), care admite un operator invers 0-1 (52.2), şi care are 
proprietatea remarcabilă (52.4) de a transforma derivarea într-o operaţie algebrică. Metoda. 
reprezentării în complex este, în fond. un exemplu elementar de metodă operaţională. 
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În regim tranzitoriu, curenţii sînt funcțiuni de timp dintr-o clasă nmult mai largă, complet 
determinaţi atit de valorile instantanee ale tensiunilor (componentele forțate ale curenților) 
cît şi de condiţiile iniţiale (cocmpenentele de regim liber ale curenților). Simplificarea rezolvării 
sistemului de ecuaţii integro-diferenţiale ale circuitelor liniare se poate obține cu o metodă 
operaţională, dacă se găseşte un operator liniar £, care să asocieze biunivoc fiecărei funcțiuni 
de timp i(t) din clasa dată o imagine £(i), astfel încît operaţia de derivare a funcţiunii de 
timp să re transforme într-o operaţie algebrică liniară, efectuată asupra imaginii. 

Dai aceste condiţii sînt îndeplinite, ecuaţiile integro-diferenţiale liniare ale circuitelor 
se vor revrezenta prin ecuaţii algebrice. Se pot extinde astfel la studiul regimului tranzitoriu 
avantajele utilizării calculului în complex de la studiul regimului permanent. Metoda opera- 
ţională e deci o metodă de reprezentare simbolică (v. cap. 34). 

Se arată că există mai mulți operatori care satisfac condițiile de mai sus, pentru diferite 
elase de funcțiuni de timp, susceptibile de a prezenta interes în problemele de electrotehnică. 
Astfel, de exemplu, metoda descompunerii spectrale (cap. 50) poate fi prezentată ca o metodă 
operațională, în care operatorul, definit de transformarea fuucțională (50.7), asociază univoc 
fiecărei funcțiuni de timp f(t) (pentru care există integrala Fourier — rel. 59.4) o imagine com- 
plexă Fj o), funcţiune de o variabilă imaginară. E uşor de verificat că acest operator e liniar, 
că reprezentarea e biunivocă și că derivarea se transformă în înmulțirea cujo. Clasa de fune- 
iuni de timp cărora li se poate aplica integrala Fourier e însă prea restrînsă, din cauza condi- 
tiilor (50.5) şi (50.6), care exclud aplicarea acestei metode la regimuri tranzitorii, cu mărimi de 
regim permanent diferite de zero. 

În electrotehnică se utilizează din ce în ce mai mult metoda operaţională, în care opera- 
torul £ e definit cu ajutorul unei transformări funcţionale, numită transformarea lui Laplace, 
Această metodă e aplicabilă unei clase mult mai largi de funcțiuni de timp decît aceea suscep- 
țibilă de transformarea Fourier. Metoda se utilizează mai ales pentru studiul regimurilor tranzi- 
torii ale circuitelor liniare cu parametri concentrați (în care apar ecuaţii diferenţiale ordinare 
liniare, cu coeficienți constanți), dar se poate aplica şi la studiu! regimurilor tranzitorii în 
circuite liniare cu parametri repartizați, cum sînt liniile clectrice lungi, studiate în capitolele 
următoare (în care apar ccuaţii cu derivate parţiale liniare şi cu coeficienţi cons tanţi), 

Deoarece cea mai simplă operaţie neliniară, înmulțirea a două funcțiuni de timp, nu se 
reprezintă prin înmulțirea imaginilor acestor funcţiuui, metoda operațională prezentată aici nu e 
aplicabilă cireuitelor neliniare. 


52.1. Transformarea Laplace şi proprietățile ei 


52.1.1. Functiunile original. Transformarea Laplace e definită de integrala : 


f() ep: di, (52.5) 


Deo È 


îu care f(t) e o funcţiune reală de timp, iar p = 0 jo o0 variabilă complexă 1, 
Se demonstrează convergenţa acestei integrale 2 dacă sînt îndeplinite urmă- 
toarele condiţii : 

a) Pentru t >0, f(t) să fie netedă pe porțiuni (v. nota de picior de la înce- 
putul paragrafului 47.1.1.). 


1 În acord cu notaţiile uzuale, variabila complexă p și funcțiunile de această variabilă 
F(p), care sînt imaginile Laplace ale funcţiunilor de timp, nu vor fi subliniate. Caracternl 
lor complex e suficient precizat prin prezența simbolului p. 
? Pentru detalii privitoare la transformarea Laplace și la calculul operațional se poate 
consulta lucrarea: M. I. Kontozroviei, „Calculul operaţional și fenomenele tranzitorii, 
în circuitele electrice“. Ed. energetică de Stat, 1955. 
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[ei 
ui 
i 


Cb) Pentru t> > 0, f(t) să nu crească în modul mai repede decît o expo- 
nenţială, adică să existe constantele pozitive Ág, Op SÌ tọ, astfel ca : 


LE) | <A, dacă >t (52.6) 
c) Variabila complexă p să aibă partea reală suficient de mare, adică: 
o = Rep} >Op (52.7) 


unde 6, e marginea inferioară a constantelor Op, pentru care e satisfăcută con- 
diția (52.6) (abscisa absolută de convergenţă a integralei). 

Clasa funcţiunilor de timp pentru care se utilizează metoda operaţională 
cu: transformarea Laplace e definită în sens restrîns de condiţiile a şi b de mai 
sus și de intervalul de definiţie al variabilei 


olio. (52.8) 


Dacă această clasă se întregeşte şi cu funcțiunea improprie a lui Dirac ŝ(t), 
studiată ca limită a impulsiei finite (v. par. 52.1.2) — deosebit de utilă pentru 
prezentarea fenomenelor tranzitorii în anumite circuite idealizate în care apar 
discontinuități — se obţine o clasă de funcțiuni de timp suficient de largă 
pentru aplicaţiile întîlnite în electrotehnică. Funcţiunile din această clasă se 
numesc funcțiuni original. În cele ce urmează presupunem că toate funcțiunile 
de timp care intervin sînt funcțiuni original. 

52.1.2. Funcţiunile imagine (transformatele Laplace). Fiind dată o func- 
ţiane original f(t), se numește imagine Laplace sau transformată Laplace a ci 
funcţia F(p), de variabilă complexă p, univoc asociată primei prin expresia : 


7 


F(p) = 0 e'di, cu Retp) >o, (52.9) 
Q 


Cînd Refp} <o, şi integrala (52.5) e divergentă imaginea Laplace e definită 
prin prelungirea analitică a funcțiunii de p, astfel obținută, (ceea ce înseamnă, 
practic, prin expresia în p obținută cu 52.9). 

Transformata Laplace e astfel definită ca o funcțiune analitică de p în 
întreg planul complex, cu excepția singularităților care există în semiplanul 
Re{p <o.. Se demonstrează că această regulă de asociere e biunivocă, definind 
un operator notat cu simbolul € 


F(p) = eff] = Llf], (52.10) 


care asociază fiecărei funcțiuni originai f(t)(cu 120) o imagine complexă F(p)— 
și al cărui operator invers se notează cu simbolul %1. 


f(t) =S[F(p)] = £F] (52.11) 


și asociază fiecărei imagini complexe F(p) o funcţiune de timp f(t), univoc 
determinată pentru t `> Q. 


52.1.3. Transformatoarele Laplace ale unor funcțiuni uzuale. Folosind relația 52.9, 
calenlăm imaginile unor funcțiuni frecvent întîlnite în studiul regimurilor tranzitorii. 
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1. Imaginea unei constante. Pentru o constantă C, lund 5, == 0 şi Re(p! > 0, rezultă: 


æ 
[ Cc o 
2[C] = | cesar zii ih 
p lo 
ti 
sau 
Ă C 
R (52.12) 
Î p 
În particular, 
Liza (32.127) 


Se observă că, în acest caz, integrala e divergentă pentru Re (p)S 0. Expresia (52.12) definește 
însă univoc o funcțiune analitică de p în tot planul complex, cu excepţia originii unde are un pol, 
2. Imaginea funcţiunii treaptă unitate y(t). Deoarece pentru t>o, funciiunea treaptă (51.1), 

e o constantă de valoare unitate, 
% 


svol = (vo ep di = 


0 


1 
e~p? dt == = x (52.13) 


Deea G 


A E ? Š $ iz ut i 
3. Imaginea unei exponentiale. Pentru funcțiunea exponențială e“ se obţine : 


w 
lea] = |en epi dt = — eía—p}t . 
R, a—p Q 
9 
Considerind Re {p} >u, se obține imaginea căutată : 
> 1 ai 
gjest] DE meee (52.14) 


şi, în acest caz, integrala e divergeniă pentru Re{p} SS a, dar expresia (52 .14) defineşte univoc 
o functiune analitică “de p în întreg planul complex, cu excepţia punctului p = &, unde are un pol, 

4. Imaginile funcţiunilor sin œt, cos ot, ch at, sh at se obțin simplu, expriinînd aceste 
funcțiuni prin funcțiuni exponenţiale, De exemplu, 


P kad 

; f , i € 
$fsin ot] == | sin ot eP dt = | [ejot -+ emjor] emp? di. 

2j 3 

9 0 


Ualculînd integrala pentru Refp! > 0, rezultă imaginea : 
P - w : iii i 
Psin cot] = m (52.15) 
p2 o 
p 5. Imaginea impulsiei dreptun- 
Fit] s vhiūl p > 
ghiulare finite, neretardate. O impulsie 
dreptunghiulară finită  neretardată 
(fig. 52.1) e definită de condiţiile + 
d pentru t < 0 gi 
pentru t > T, 


i = = H pentru o «èg T 

(52.16) 
unde T e durata impulsiei, H =- = 
amplitudinea impulsiei, iar Æ inte- 


A 
T 


| 
| 
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grala ei, Se observă că impulsia dreptunghiulară finită se poate exprima cu ajutorul funcțiunii 
treaptă unitate y(t) sub forma: 


| (NE A | 
H [y — Dl = T Peya — TY. 132,167) 


Imaginea acestei impulsii rezultă : 


T 
- POPER ` „Ie? 1e PT 
SHA liT = af e=pt di = H — = A A (52.17 
p pT. 
o 


Dacă integrala (aria) impulsiei dreptunghiulare e egală ca unititea A = 1, se obține impul- 
sia unitate finită (neretardată), de durată finită T şi amplitudine 1/T, notată y(t) 


1 A PI e 
r(t) = T Ev) = vE — T) | (52.18) 
Imaginea impulsiei unitate finite rezultă : 
ra pag Î—epl i fe 
Srl = ; (52,18% 
pT 


6. Imaginea impulsiei delta (Dirac). În aplicaţii interesează adesea cazul limită idealizat 
al impulsiei dreptunghiulare, de durată A T extrem de scurtă, A T —> 0 şi infinit de înaltă 
H S co į, avînd arie finită și egală cu unitatea (fig. 52.2). Acest caz limită defineşte o 
T 
funcțiune improprie — numită şi impulsie delta sau functiunea delta a lui Dirac sau functiunea 
impulsie unitate, notată 8 (1) — cu care se poate epera corect, dacă se efectuează calculele cu 
impulsia unitate finită şi se trece la limită numai în expresiile finale. Formal se serie : 


s) = lim ô i). . (52.19 
(2) pe-a AT (t) É ) 


Imaginea rezultă din relația (52.18) prin aplicarea regulii lui 1/Hâpital: 


__a PAT 
e [809] = lim £ar O] = lim A 
AT-=0 Af- pAT 


=L (52.20) 


e 7 i PR TREE: ii PRI E - a fa i : 
În tabela 52.1 se indică imaginile unor funcțiuni de timp, care intervin frecvent în studiul 
circuitelor, 


arena e 


t 
8 


Dal 


aa acte aj ierrat 
ai ia ata pape 


ere i 


| 


7 


23—1668 
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N i f Tabela 52.1. 
| | S ti £ (e) 
F 1 s) 
| 2 n i l, y (9 
= 3 AA 
3 E Ta ea! 
4 i sakia i —a 
| +a) A 
5 l _ Fat (e — a FI) 
(p + a) (p +b) b—a 
6 l 1 l ob i p“ 
p (p +e) (p +b) b—alb a ) 
7 p l [ — bt as) 
(P +a) (p +b b—a 
o | : 
8 PI a | sin cot 
P 
9 a aa cos at 
pi + o? 
19 = sh at 
pt—a2 
P 
11 h at 
p? — aè EP | ch a 
| i : 
12 TI a (p cos b—o sin b) | cos (ct + b) 
p o 
1 A 
13 a (sin b+ ocos b) | sin (ot -+ b) 
p 0) 
| « r 
Sa CEZ | A put 
p-ta a ai 
A [IZEI | acei 
2op ' a 
16 CETS î sin 02 
E p2 — o? =, 
17 TF oF $ cos cf 
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Tabela 52.1. (continuare) 


| LIGII ife) 
18 1 | i p= 1 gl 
i EES | (n—Di 
19 e PT | 34 —T) 
e l zi 
1 —pT 
20 E ui | (e —T) 
P l : 
1 —pT atat i 
21 A e (e — 7) e (4 — T) 
1 —~pT Big 
22 z (1—c”) | Tăr(t) = y(t) — vi — T) 


52.1.4. Corespondenta operaţiilor fundamentale prin transformarea Laplace. 
Operatiile fundamentale cu functiuni de timp care intervin în ecuațiile circui- 
telor sînt înmulţirea cu un scalar, adunarea, derivarea și integrarea. Pre- 
zentăm operațiile corespunzătoare cu imagini pe care le implică corespondența 
biunivocă stabilită de transformarea Laplace. 

1. Transformata Laplace a sumei a două (sau mai multe) funcțiuni de timp 
e egală cu suma transformatelor fiecăreia în parte. În adevăr; 


| (E(D + fa(0))e-e dt = | f(e- dt + | f (f)e—r' de 
adică : ° i i 
IE, + 6] = SE] + et], (52.21) 


în analogie cu (34.63). 

2. Transformata Laplace a produsului dintre o constantă à și o funcţiune 
de timp e egală cu produsul dintre acea constantă și transformata funcţiunii, În 
adevăr; 


| Mem - dt = A | f(e» . de 
Q 9 
adică : 
£ pf] = a [f], (52.22) 


în analogie cu (34.64). Proprietăţile (52.21) şi (52.22) se prezintă strîns prin 


relația : 
e p atal syi [e A (52.23) 
k=l k=1 


care exprimă proprietatea de liniaritate a transformării Laplace (teorema 
liniarităţii), 
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3. Transformata Laplace a derivatei unei funcțiuni de timp e egală cu 
produsul imaginii funcpunii prin p, mai puțin valearea iniţială a funcjiunii 
[teorema derivării ). În adevăr, integrînd prin părți, se obține : 


g FI a s e~t dt = f{)e—™ | + p | fe- di = p | fe—P* dt — f(0), 
. i (] 5 (i 
deoarece observînd condiţiile (52.6) şi (52.7), rezultă (cu Re {p} = 6) 
lim | fe? | > Ap lim | e77 | = Ag lim e OT = 0. 
Aşadar : iá ti a gi 
£ f | = p £ [f] — #0). (52.24) 


i În cazul unei derivate de ordinul (n) se chţiiie; aplicînd de n ori regula de mai sus, 
relația : 
dt” 
În cazul condiţiilor inițiale „de repaus“ f(0) = 0 şi din (52.24)- rezultă : 


z] = p eff]. (52.26) 


Gt 


g a = $ [£] i p” e [f] — p" f(o) >p" f9 (n) BERE = f1 (0). (52.25) 


Adică, derivarea funcțiunii original în raport cu timpul se reprezintă prin înmul- 
ţirea imaginii cu variabila complexă p (în analogie cu 34.65). 
4. Transformata Laplace a integralei în (0,t) a unei funcțiuni de timp e egală 


. e so E A mata hi . geo x M 
cu produsul imaginii funcţiunii prin — (teorema integrării). În adevăr, dacă 


gl = \ (dr, i (52.27) 


oram» T 


avem e = fÂ şi g(0) = 0. Cu (52.24 rezultă atunci : 
$ 


de unde cu relația (52.27) 


1 - ; 

£ (e)z = — [f] (52.28) 

: p 

o E 
Integrarea tuncţiunii original în timp de la 0 la t se reprezintă prin împărțirea 
imaginii cu variabila complexă p (în analogie cu 34.67). 

Teoremele de mai sus arată că transformarea Laplace îndeplineşte condi- 

țiile cerute de a asigura reprezentarea ecuaţiilor integro-diferențiale ale circui- 
telor prin ecuaţii algebrice. 


METODA OPERAȚIONALĂ (TRANSFORMAREA LAPLACE) 357 


52.1.5. Alte teoreme privind transformarea Laplace 

l. Teorema retardării (a intirzierii ) : Dacă ọ (t) e o funcţiune original identic nulă pentru 
2 < 01, atunci imaginea funcţiunii retardate (v. fig. 52.3) se obţine din imaginea funcțiunii nere- 
tardate f (t), prin înmulţirea cu cu e-PT : 


8 [pir] = e”P' L [pO], cu pt) = 0 dacă t s4. (52.29) 


| a P/i) 
ag (2-7) 


Fig. 52.3 


În adevăr, deoarece (t — t) = 0 pentru t < 7 


a % 
£ [pt — 7] = | pie T di = ( gp (e — rje TPE e™Pt di = 
è ihe 
a 
=e | q E) eË de = 57% e let). 
g50 


. 2, Teorema deplasării: Dacă F(p) e o imagine, atunci funcțiunea F(p 4- å) e imaginea 
produsului dintre originalul lui F(p) şi e—A 


£ [e~ f(0)] = F(p + à) dacă -£ (£) = F(p). (52.30) 
În adevăr. 


æ æ 
£ [ei £()] = | emh: f(t)e—Pt di =| f(tje—lptA) di = F(p +A), 
è ò 


* 


| f(t) epe di = k(p). 
o 


3, Teorema lui Borel (a produsului, a înfăşurării, a convoiuției): Produsul imaginilor F(p} 
și Fa(p) a două funcţii f(t) și fa(0) e imaginea funcţiunii 
é 


fo = | LEDit) dr, (52.31) 


Li 


1 O astfel de funcţiune de timp se obţine din orice funcțiune f(t) dată în -= co < t< w 
prin înmulţire cu funcțiunea treaptă unitate y(t), (v. rel. 52.1). 
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adică 
Li “a 


z jio BE — r) dr | = S [E]. elfa] = Flo). Falp) € (52.32) 


9 


4. Teorema asemănării ? Schimbarea variabilei t cu at corespunde împărțirii variabilei p 
şi a întregii imagini cu a: i 


eia =} F (2) (52.33) 
a a? 


52,2. Determinarea foncțiunii original 


corespunzătoare unei transformate Laplace date 


52.2.1. Metede de inversivne. Determinarea funcţiunii original corespun- 
zătoare unei transformate Laplace date se mai numește inversiunea transformării 
Laplace. Principalele metode de inversiune, în ordinea utilizării lor în aplicații, 
sînt următoarele : 

l. Folosirea tabelelor de transformări. Datorită caracterului biunivoc al 
transformării, toate funcțiunile original identice pentru i > 0 au aceeași imagine 
şi, reciproc, toate funcțiunile cu aceeaşi imagine sînt identice pentru t 0, 
O primă posibilitate de determinare a funcţiunilor original consistă în folosirea 
unor tabele de corespondențe, care conţin imaginile calculate ale unui mare 
număr de funcțiuni original (cum e, în particular, tabela 52.1). Folosirea tabe- 
lelor se completează cu utilizarea teoremelor prezentate în paragraful 52.1.3. 
si 52.1.4. 

3. Teoremele dezvoltării ale lui Heaviside. În cazui cind funcțiunea imagine 
e raportul a două polinoame (în variabila p}, din care numărătorul are un grad 
mai mic, se descompune această imagine în fracții simple (v. mai jos par. 52.2.2). 

3. Formula de inversiune Meilin-Fourier (numită şi formula Riemann- 
Mellin). În cazul general, funcțiunea original f(t), cu t >0, care are ca imagine 
o funcțiune F(p) dată, analitică în semiplanul Re {p} > op, este 


Ggtjo 
1 z l 
f(t) = si F(p)e™ dp, (52.34) 
a] z ă 
s0—ja 
integrarea făcîndu-se de-a lungul dreptei Re {p} == Op, care lasă la stînga ei? 
toate singularităţile funcţiunii imagine. 
52.2.2. Teorema dezvoltării (primu formă). Considerăm cazul în care ima- 


ginea e raportul a două polinoame prime între ele, gradul polinomului de la 
numitor fiind mai mare decît gradul polinomului de la numărător si polinomul 


1 Pentru demonstraţie a se consulta M. J. Konterovici, lucrarea citată, 
2 Pentru demonstraţie şi indicaţii de ntilizare se poate consta M. L Kontaroviei, 


lucrarea citată. 
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de la numitor avînd n rădăcini (zerouri) simple pp, evident diferite de cele 
ale polinomului de la numărător : 


` Pi) | 
F(p) = F (52.35) 


(prin împărţire, raportul a două polinoame oarecare se poate aduce la această 
formă după separarea unui termen aditiv : polinomul-cit), 
În acest caz, funcțiunea imagine se poate descompune într-o sumă de 


fracţii raţionale : 


P (p) G i Ca Cn 
F(p) = == = — 4 bt 
(e) Pa) pP PP P — Pa 


Pentru a calcula coeficienții C; ai acestei descompuneri, se formează produsul 


P . Taaa Eme e Pi e s i 
{p — pa) z gi se calculează limita acestui produs cînd p tinde către pp, apli- 


3 x a e 
cînd regula lui L/Hâpital, Se obține : 


| p o] n tis a data 
lim |(p — p} ==] = P pa) im =P - 
lim |p Pipp) Pe be ze) eo 


ike 


Întroducînd aceste valori ale coeficientilor C; în descompunerea în fracţii ratio- 
nale, rezultă relaţia : 


Fip) = HRO) La SS Pet) e pe) 
TOO fP) pp fa Pale) 


în care am notat: 


şi am folosit relația (52.14), cu a = pp, Aplicînd teorema liniarității, relatia (52.23), 
se obține: 


F(p)= 5 € (Dup) € 


i Ba "|= e [A Pro Pe 
zi koi Ppr) 


gau 


| (a BED e = ea [ee l 


(52.36) 
go Palpa) Pa(pr) 


Această relație se numeşte prima formă a teoremei dezvoltării (a lui Hea- 
viside), 


52.2.3. Teorema dezvoltării (a doua formă). Considerăm cazul particular 
în care polinomul P,(p) are o rădăcină nulă şi deci se poate pune sub forma : 


Pap) = p Pslp), 


în care rădăcinile polinomului Pa sint pa cu k= 1, Zee, nl. 
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Pentru găsirea funcţiunii original, aplicăm prima formă a teoremei (52.36), 
observînd că P+(p) = p Ps(p) + Pa(p); Pa(0) == Pa(0) și Palpa) = prPs(p), 
deoarece P (p) = 0, cu k< n. 

Cu aceste valori relația (52.36) devine : 


iy = D PED Pi | PO Seo Pi'a gaf ED] |. (52.37) 
fz Pi(pr) | P2(0) pi PePS(Pe) pPPe(p)] : 


Această relaţie se numeşte a doua formă a teoremei dezvoltării (a lui Heaviside). 


52.3. Aplicarea transformării Laplace 
la studiul unor regimuri tranzitorii 


Din egalitatea celor doi membri ai unei ecuaţii integro-diferențiale rezultă 
egalitatea imaginilor acestor membri. Pentru ecuaţii integro-diferenţiale liniare 
şi cu coeficienţi constanţi, această ultimă egalitate, pe baza teoremelor linia- 
rităţii, derivării şi integrării, se exprimă sub forma unei relaţii liniare între 
imaginile funcțiunilor care intervin în ecuaţia integro-diferenţială dată. Ca 
urmare, determinarea imaginilor funcțiunilor necunoscute se poate face prin 
rezolvarea unor ecuaţii algebrice. După aflarea imaginilor funcțiilor necunoscute, 
cu ajutorul metodelor expuse în paragraful 52.2 se determină funcțiunile de 
timp corespunzătoare acestor imagini; aceste funcțiuni de timp reprezintă 
soluţiile căutate, care satisfac atît ecuaţiile integro-diferenţiale cît și condiţiile 
inițiale date. 


Exemple: 1. Se consideră circuitul inductiv din fig. 52.4, a, care pentru t <0 e parcurs de 


à U, PE ARE: 
curentul continuu Ip = SR În momentul t = 0 se închide întreruptorul care seurt cireui- 


tează elementele R,L. Ecuația acestui circuit pentru t > 0 este: 


Aplicăm transformarea Laplace acestei ecuaţii, folosind teorema liniarității (52.23) şi a deri- 
vării (52.24): 
e | Ri + L A == RS [i] 4- L(pe [i] — i(0)) (52.38) 
t 
şi cu i(0) = In = Ui? R se obține ecuaţia operațională (între imagini) a circuitului : 


adu ai l L 
(R + pL) Sfi] = L i (0) = n U, 


Din această ecuaţie rezultă imaginea curentului (funcția necunoscută) : 


; (52.39) 
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Din tabela de transformări (52.1 poz. 3) şi cu (52.22) rezultă curentul instantaneu : 


it) = Ve gl SE: T = F , (52.40) 


Fig. 52.4 


2. Se consideră circuitul capacitiv din figura 52.5, a, al cărui condensator e incărcat cu sare 
cina Qy pentru £ < 0. În momentul t = 0 se închide întreruptorul, aplicîndu-se circuitului 
tensiunea 


p 


u = U, e To cu U, > Qa iC). (52.41) 


reprezentată în figura 52.5, b. Ecuația circuitului pentru t > 0 este 


$ 
u= Ri fia + i=. (52.42) 
[Li 


Splicăm transformarea Laplace acestei ecuaţii, folosind teorema liniarităţii (52,23) şi a intee 
arării (52.28). Se obţine ecuaţia operaţională (Între imagini) a circuitului : 


eu) —e (z = (x + a) 2), 


4 


iu care imaginile termenilor din membrul stîng se pot calcula cu relaţiile, (52.41), (52.12), (52.14) 
și (52,22), Se obţine astfel imaginea curentului (funcţia necnnoscută) în care am notat t = R C 
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Folosind teorema liniarității (52.23) și prima formă a teoremei dezvoltării (52.36) — (sau poz. 3 
și 7 din tabela de transformări 52.1), se obține valoarea instantanee a curentului 
Li 


[d Li 
U, PER TAR 5 
i = Pad E E i To 1 T ca Qo e Wa 
i R 1 1 [To 7 ci 
La 
(52,44) 


Fig. 52.5 


in figura 52.5,c e reprezentată grafic evoluţia curentului, iar în figura 52.5.0, evoluţia tensiu- 


i A 
nii uç = u — Ri de la bornele condensatorului (de observat discontinuitatea curentului i şi 


continvitatea tensiunii v, peniru f = 0 


5 
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52,4, Forma operaţională a teoremelor lui Kirchhoff 


În aplicații, calculul se sistematizează scriind direct ecuațiile operaționale 
care exprimă relațiile dintre imaginile curenților şi tensiunilor. În acest scop, 
în electrotehnică se utilizează formele operaţionale ale teoremelor lui Kirchhoff, 


52.4.1. Forma operaţională a primei teoreme a lui Kirchhoff. Aplicînd 
transformarea Laplace celor doi membri ai primei teoreme a lui Kirchhoff în 
valori instantanee (36.5), scrisă pentru un nod (b) 


ip = 0, E 
fa (52.45) 
se obţine 
SIF i] = £[0] = 0. 
k&(b) 
Conform teoremei liniarităţii (52.23) rezultă : 
5 e [i] = 0. (52.46} 


ketb) 
Aceasta e forma operațională a primei teoreme a lui Kirchhoff : suma algebrică 
a imaginilor curenților care ies dintr-un nod (b) e nulă. Noiînd imaginile curenților : 


e [iu] = Ap) 
forma operaţională a primei teoreme a lui Kirchhoff se scrie : 


| EPSE |. (52.41) 
| ed) | 

52.4.2. Forma eperaţională a celei de-a doua teoreme a lui Kirchhoff. 
. Aplicînd transformarea Laplace celor doi membri ai celei de-a doua teoreme a 
lui Kirchhoff în valori instantanee (36.8), scrisă pentru un ochi (q) : 


bF en = 5 (uz, -+ uc,, + uz) (52.48} 
mela) mE(9) i í 
se obtine cu relația (52.33) 
> elen = [eul fuc, + tur]. (52.49) 
me(q) me(a) 


Căderile de tensiune se exprimă, în funcţie de curenți, prin relaţiile : 


e 
aips ma bă dm(0) dn L di. RaT 
= Ri, ton = g | indt +ga, ra? La, Š. (52.50) 


m 


UR, 


Imaginea căderii de tensiune rezistive rezultă din relaţia (52.22): 
Slua,] = REL (52.51) 
Imaginea căderii de tensiune capacitive rezultă din relaţia (52.22), (52.28) 
si (52.12): 
H 


e [uc,] = = Slin] + 0, (52.32) 
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unde g,„ (0) e valoarea iniţială a sarcinii condensatorului din latura m. 
Imaginea căderii de tensiune inductive rezultă din relaţiile (52.23) şi (52.24): 


ù 
£[u; =p 2n] 80) = 5 Pns ELI — E0. (52.53) 
s=i 
unde cazul m == s corespunde inductivităţii proprii Lumi = Lp cazal m Æ s, 
L 


inductivităților mutuale, iar ®„(0)= ` ` Lsis(0) e valoarea zA a fluxului 
s=1 
bobinei din latura m. 
Observînd analogia formală cu forma complexă a ecuaţiilor din cazul regi- 
mului permanent, mărimile : 


” l M 
Erap) = Ra; Zop) =: db) = Pln (52.54) 


se numesc impedantele operaționale proprii ale elementelor de circuit consi- 
derate, iar 


a a e] put 
| Ze) = Pns | (52.55) 


impedanța operaţională de cuplaj magnetic (mutuală) dintre bobinele m și s. 

Înlocuind în relația (52.49) expresiile operaţionale ale căderilor de tensiune 
și trecînd în membrul stîng termenii determinaţi de condiţiile inițiale din (52.52) 
şi (52.53), se obţine relaţia : 


>, [e+ ii al z || + pls a] Llin] 
mE(q) an€(9) PC 
(52.56) 
-F $ pleti]; 
j2 ; 


Cu relația (52,55) şi notînd cu 


[Zr (p) = în (P) = Re+ P Em ` an 7 | (52.57) 


im pedanţa operațională proprie a laturii m se obţine, pentru forma operațio- 
nală a celei de a doua teoreme a lui Kirchhoff, expresia : 


> | Len] +-b(0)— soj- 5 
pC S 


mE(q) “m | eta) 


r A 
|z, (P) Siil t 3 Zn) Ei (52.58) 
Sau 


E, |Slenl-+ P4(0)— it) a È Zei (52.59) 
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Fiecare termen din membrul sting se numește tensiune electromotoare opera- 
ţională echivalentă a laturii considerate, se notează : 


E, (P) = Sen Da(0)— 2250 | = Enp) + Ende) (52.60) 


n 


şi cuprinde, pe lingă imaginea 
Laplace a t.e.m. instantanee E,(p) 


şi t.e.m., operaţionale echivalente 

condiţiilor inițiale E, (p), cores- ul F Ulp) = Rp) 
punzătoare valorilor iniţiale ale | Z(p) =£ 
fluxurilor bobinelor şi sarcinilor LE 


condensatoarelor : 


Ulp) = pft 1(p)+M1s(p))-010) 
Z íp) =p 


PCm 


Bitu) da (0) — TON , 


(52.61) 


Aceste t.e.m. operaționale echi- 
valente sînt nule în cazul con- 
dițiilor inițiale „de repaus“ 


ri 0 
Da(0)=0, q740)=0 > Ema(p)=0. uia = te 97 


(52.62) vip) isd 
=- pe = 
În figura 52.6 sînt reprezentate ) Esat) pe i 


schemele echivalente operaţionale 

ale elementelor ideale pasive de Fig. 52.6 

circuit, în care apar și surse fictive 

corespunzătoare t.e.m. operaţionale echivalente condițiilor inițiale. Notind 
imaginile curenților [i] = (p), cu (52.60), forma operaţională a teoremei 
a doua a lui Kirchhoff devine: 


È 
= E (M= 5 E Zap) L) (s= 12m, L) (52.63) 
mEt) mE{g) s=1 


şi se enunţă : Pentru orice ochi (q), suma algebrică a tensiunilor electromotoare 
operaționale (inclusiv cele echivalente condițiilor inițiale ) e egală cu suma algebrică 
a căderilor de tensiune operaționale. 

Din cele de mai sus se observă că, după introducerea în serie cu fiecare 
bobină şi fiecare condensator a surselor fictive cu t.e.m. operaţionale echiva- 
lente condiţiilor iniţiale, se realizează o analogie formală completă cu forma 
complexă a ecuaţiilor lui Kirchhoff (36.22) de ia regimul permanent sinusoidal. 
Corespondenţa dintre mărimile şi relaţiile utilizate în cele două metode este 
redată în tabela 92.2 

Ca urmare a acestei corespondențe, metodele şi teoremele cunoscute din 
cadrul studiului în complex al circuitelor în regim sinusoidal se pot extinde, 
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Tabela 52.2. 
| Pai 
Mărimea sau relaţia | Reprezentarea în complex Metoda operaţională 

Mărimea instantanee i= I y3 sin (ot +) i(t), funcțiune original. 
j . a: 6 —p 
| Imaginea | I= I sli] = I(p) fie dt 

| o 

| Impedanţa Z = Z) Z (p) 
| — rezistorului R R 

—— bobinei jo L pL 
| -— de cuplaj magnetic (m Æ s) | joL m, PLn, 

1 1 

—— condensatorului — — 
| condensatorului Tat E 
| Prima teoremă a lui Kirchhoff ZX 1=0 Z I(p) =0 
| A doua teoremă a lui Kirchhoff | ZE = SEZI ZE(p) = ZiZ(p)l(p) 


tormal neschimbate, şi la studiul regimurilor tranzitorii cu metoda operaţională : 
metoda curenților de ochiuri, metoda potenţialelor de noduri, teoremele impe- 
danțelor echivalente, teoremele generatoarelor echivalente, teoremele transfi- 
gurărilor etc. Singura precauţie deosebită se referă la luarea în considerare a 
condiţiilor inițiale prin tensiunile electromotoare operaţionale echivalente lor. 
Dacă însă se studiază reţele în condiţii iniţiale „de repaus“ (rel. 52.62), toate 
relaţiile liniare stabilite în studiul reţelelor de curent alternativ sinusoidal între 
reprezentările în complex ale tensiunilor și curenților rămîn valabile între imaginile 
Laplace ale tensiunilor şi curenților, dacă se înlocuiesc impedanţele complexe prin 
im pedanţe operaţionale. 


52.5. Metoda operațională de rezolvare 


a circuitelor în regim tranzitoriu 


52.5.1. Metoda generală. Ţinînd seama de cele stabilite în paragraful pre- 
cedent, metoda de rezolvare operaţională a circuitelor electrice liniare cuprinde 
următoarele etape : 

a) Se formează schema echivalentă operaţională a circuitului cu sursele 
fictive corespunzătoare condiţiilor inițiale (52.61) şi sursele date. În schemă, 
mărimile se notează de obicei cu simbolurile operaţionale. 

b) Se aplică forma operaţională (52.47) şi (52.63) a ecuaţiilor lui Kirchhoff, 
obținîndu-se ecuaţiile operaţionale ale circuitului și se rezolvă aceste ecuaţii 
în raport cu imaginile funcţiunilor necunoscute, 
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c) Se calculează imaginile funcțiunilor de timp date (de obicei tensiunile 
electromotoare) cu transformarea directă (52.9), cu teoremele din paragrafele 
52.1.3 și 52.1.4, sau cu tabelele de transformări; se introduc aceste imagini în 
expresiile imaginilor funcţiunilor necunoscute, obţinîndu-se astfel, explicit, 
ca funcțiuni de variabila p aceste imagini. 

d) Se determină funcțiunile de timp necunoscute cu metodele de inver- 
siune (par. 52.2.1), căutînd funcțiunile original corespunzătoare imaginilor 
determinate la sfîrşitul etapei precedente. 


52.5.2. Aplicaţie la scrierea ecuaţiilor operaționale pentru e rețea cu anumite condiţii 
inițiale date. Considerăm rețeaua din fig. 52.7,a, în care la t < 0, întreruptorul K fiind deschis, 
se stabilește un regim permanent sub acţiunea sursei de tensiune electromotoare constantă 
e; = Ep Curenţii continui stabiliţi în reţea sînt în acest caz: 


Eo 
Ri + Ra 


Presupunind că pentru t < 0 condensato- 
mul C era încărcat (în circuit deschis) cu 
sarcina Q și că tn momentul t=0 se închide 
întreraptorul K (fig. 52.7, b), se cere să se 
scrie ecuațiile operaţionale necesare deter- 
minării imaginilor F(p} Ip), Ia(p). Zap) 
ale tuturor curenților din reţea. Conform 
relaţiei (52.61)şi a condiţiilor iniţiale arătate, 
în schema echivalentă operaţională apar 
următoarele t.e.m. operaţionale echivalente 


Il == b= Is = = (52,64) 


ESO 


Eao (p) = Da(0) = Laia(0) + Lasis(0) = Lolo 
Eso(p) = Q, (0) ac Laia(0) T Lagig(0) = 
S Lelo = Laslo 
AA, 7 da) - ~ 
Elp) = H- = — pCa (52.65) 
N pC, Fa 
Nuar 
Deoarece imaginea sursei date din latura 1 
este (cu relația 52.12): 


v 


E 
E. (p) = [e] = £ [H] = pă (52.66) 


se obţine schema operaţională din figu- 
ra 52.7, c, cu ecuaţiile de mai jos scrise 
pentru nodul (i), respectiv pentru ochiu- 


rile (1), (2), (5): 
(p) — Isp) — Zap) = 0 


E i 
pap = RA) + Ia(p) 
4 Pa 


l 
58 ARE a] d 
ato “i PC, PC, ap) -! 


+ (Rat pla) la(p)-+ plaala(p) (52.07) 
Laalo = (Ra + pLa) + PLasla(p). 
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Dacă se rezolvă aceste ecuaţii în raport cu Î,(p), Ia(p), Tap); Ip), se pot deduce valorile instan- 
tanee ale curenților : 
il = LO), în) = 2p). ist) = SNI),  în(p)=24(Ia(p)) (52.68) 
cu teorema dezvoltării. 
52.5.3. Aplicație la utilizarea formei operaționale a teoremei generatorului echivalent 


(Thevenin.) Considerăm un transformator, cu dispersiune magnetică neglijabilă (La = V Lila) 


Rito o iaa a i 


Fig, 52.8 


şi cu rezistențe neglijabile ale înfăşurărilor (fig. 52.8, a), alimentat la bornele de intrare 1, 1” cu 
un generator de rezistenţă interioară R,, care produce impulsii dreptunghiulare de tensiune de 


forma (fig. 52.8, b): 
e = Edly(D—rt—T)] = E Tèr). (52.69) 
Se cere tensiunea de ieșire ug = R,'g la bornele rezistenţei de sarcină Ry 


n baza analogiei prezentate în paragraful 52.4.3 se poate aplica în acest caz teorema genera- 
torului de tensiune echivalent sub forma 


Uz (p) g Uz (p) 
hp) = —— Di sau U = Rh) = Ra 52.70 
(p) Rp Zaa'0) 5 2(p) 21a) 2 Ra 4 Zzap) ( > 


în care Upp) e imaginea Laplace a tensiunii secundare de mers în gol, iar Zaz4(p) e impedanța 
operaţională echivalentă a rețelei (cu bornele 2, 2”) pasivizate. Deoarece în complex àm avea 
(v. şi calculul analog pentru rel. 38.21) 


Ta = Fi iele, Zax% = jo Le + Geb, 
R, +j oL, R +jol, 
rezultă - 
a 72 
a P Lia ; p? Lie Jg 
Up (p) = E, P) -2 ; Za P) = ple— — ' (52.71) 
Rı + pla ° R + pla 
Cu relaţia (52.70) se obține (tinind seama că I, = LL} 
m YLL, 
U, (p) = RE, (p) Pias eE E E 
(Ra + pla) (R, + pl) — p°Liz p l 
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unde ara notat 


La E, A 
Ta = ha, Tg = — (52.73) 
Rı Ra 


Imaginea tensiunii electromotoare (52.69) este (v. rel. 52,17): 


Tr 


E, (p) = E (le?) (52.74) 


şi imaginea explicită a tensiunii de ieşire rezultă : 
VLI, 1— eP 
R(T t Ta) 1 
Li AR: i 
pb 


Tit Ta 


U, (p) = Ea 


Cu teorema liniarității (52.23), a retardării (52.29) şi cu (52.14) rezultă furicţia original {rspre- 
zentată în fig, 52.8, c): 


ME - è t4 

y LL sita ; DETETA 

u = pia e Mt yü Tje tT (52.74 
Ra (Ta t Ta) 


52,5,4. Studiul regimuliii tranzitoriu prin separarea componentei de regim per- 
manent, În numeroase proble: zimul permanent se poate determina fără dificultăți cu 
metodele cunoscute şi e prefe utilizeze calculul operational numai pentru studiul regi- 
puuzătoare acestui regim. Ecuațiile operaționale ale re- 


EEA i 


GRI 


Ef 
_ pi t) 


i/0) = -ip {0} =EV2 za 
b. 


gimului liber sînt ecuațiile obținute prin anularea imaginilor t.e.m. ale geucratoarelor şi prin 
introducerea t.e.m. operaţionale echivalente condițiilor iniţiale pentru componentele de regim 
liber ale curenților. 

Studiem, ca exemplu, up circuit R, L (fig. 52.9, a), căruia în momentul t = 0 îi se aplică 
tensiunea simusoidală 


e= E V2 einot (52.77) 
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inainte de aplicarea tensiunii circuitul fiind în repaus: i(0) = 9. Deoarece, în general 
i(t) = ip(t) + i(t), unde 


E A i 
= V2 sin( wt — ș) cu sinp= iza A 
VR? 4 Li o VREF Do 
e curentul de regim permanent, rezultă pentru curentul de regim liber valoarea inițială : 
E V2 sin P- 
y RZI Lia? i 


Schema operațională echivalentă pentru curentul de regim liber e reprezentată în figura 52.9,b 
şi e obținută din schema inițială a circuitului, pasivizînd-o și introducînd apoi o sursă fictivă 
cu t.e.m. operațională echivalentă Ej(p) = Li; (0) corespunzătoare condiției inițiale (52.79). 
Rezultă imaginea curentului de regim liber : 


ip (8) = > (52.18) 


i (0) = i (0) — iș (0) = — ip (0) = (52.79) 


p y 
L p) = ZL a EV P EENE i (52.80) 
R4pL VR + Lo? L 
p+ — 
R 
Cu relația (52.14) se obține valoarea instantanee a acestui curent 
a 
EV2 E 
; z y2 R 
în (0) = ~ singe . 52.81 
O= Ti am AA (52.81) 
Curentul instantaneu total are deci expresia : 
È 
EyE | E 
; ; R 
il) = i (Di G) = m | sin (ot -e siage ` 52.82) 
Oi OHIO ra | H+ | (52.82) 


și e reprezentat în figura 52.9, c. De subliniat că, în regim tranzitoriu, curba curentului nu e sime- 
trică faţă de axa absciselor din cauza componentei aperiodice de regim liber. 

Observaţie: Dacă s-ar fi aplicat metoda operațională ecuației care determină curentul 
total, s-ar fi ajuns la acelaşi rezultat cu un calcul mai lung, din cauza formei mai complicate pe 
care ar fi avut-o imaginea curentului total, ca urmare a expresiei mai complicate a imaginii pema. 
sinusoidale a sursei. 
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Am studiat pînă acum circuite electrice filiforme, cu parametri concentrați 
(ve par. 31.3), adică acele circuite care admit scheme echivalente, constituite 
din elemente ideale de circuit (r. L, C) strict localizate. Din punctul de vedere 
al ecuaţiilor cîmpului electromagnetic, acest mod de prezentare reprezintă o 
aproximaţie cu atît mai bună, cu cât viteza de variaţie a stărilor (şi deci frec- 
venţa) e mai mică și cu cît dielectricul care mărginește conductoarele e mai 
bun izolant. 


În adevăr, aproximaţia parametrilor concentrați caracterizează în primul rînd regimul 
vuasistaţionar (v. cap. 31), adică regimul în care nu se ia în considerare curentul de deplasare 
(v. par, 31.1), decît în dielectricul condensatoarelor. Ca urmare, valoarea intensității curentului 
electric de conducţie se conservă în lungul unui conductor neramificat și perfect izolat (teorema 
continuității) — ceea ce corespunde neglijării vitezei de variaţie a sarcinii electrice q, localizate 
pe suprafaţa conductorului, și deci a intensității curentului de deplasare printr-o suprafaţă 
ce înconjoară conductorul 


În al doilea rind, aproximaţia parametrilor concentrați e asociată neg glijării pierderilo r 
de curent de_conducție prin mediul “dielectric ă 


ciodată pertect izolant — care înconjoară 
conductorul, În limitele acestor aproximaţii, în cazul unei linii cu două conductoare paralele 
(fig. a) curentul are același sens şi aceeaşi intensitate i prin toate se ectiunile transversale ale 
fiecăruia dintre conductoare. Ca urmare, tensiunea electrică în lungul Becăruia dintre conductoare 
e propo orjională cu acest curent, ceea ce permite definirea unei rezistențe echivalente, concentrate, 
a celor două conductoare. De asemenea, cîmpul magnetice H e în fiecare punct proporțional cu 
intensitatea i a curentului; ca urmare, şi fluxul magnetic prin suprafața sprijinită pe conduca 
toare e proporțional cu acest curent, ceea ce permite definirea unei inductivități echivalente, 
concentrate, a întregii linii. De aceea am studiat în paragraful 35.9 linia de curent alternativ 
cu schema echivalentă din figura 35.14, b 


În numeroase aplicații întîlnite în tehnică, aproximația parametrilor cone 
centrati nu e însă valabilă. 

În electroenergetică, respectiv în telecomunicaţiile pe fire, transmisiunea 
la distanțe mari a energiei electromagnetice, respectiv a semnalelor electromag- 
netice, se face cu ajutorul unor sisteme de conductoare filiforme paralele, cu 
lungimea foarte mare faţă de distanța dintre ele, numite linii elecirice lungi, 
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În cele ce urmează vom considera astfel de linii bifilare (cu două conductoare) 
şi omogene (cu proprietăţi de material și configuraţie geometrică invariabile în 
lungul lor). La frecvenţe nu prea joase şi la lungimi suficient de mari, curentul 


de deplasare şi curentul de pierderi prin dielectric, care, în condiții în rest egale, 
sînt proporţionali cu suprafața conductoarelor și deci cu lungimea liniei, nu 
mai pot fi neglijaţi. Ca urmare, curentul de conducţie nu mai are aceeași inten- 
sitate în lungul fiecăruia dintre conductoare, 

Teorema continuității nu se mai poate utiliza acum sub forma (31.10). 
Înlocnind în legea IX a conservării sarcinii (v. par. 31.1) valoarea sarcinii în 
funcţiune de fluxul electric (legea II), se observă că, în cazul general, se anulează 
fluxul prin suprafeţe închise al vectorului 


ERIE BULL 8 
i öt 
adică 
CET lay 
(J dA. 
D 
T 


Vectorul J,, numit densitatea curentului ictal, e egal cu suma dintre densitatea 
h] 


e . o o . C 
curentului de conductie J şi densitatea curentului de deplasare — + 
i oi 


Tecrema continuității rămiae deci valabilă numai pentru curentul total 
şi numai liniile vectorului J, trebuie să fie linii (practic)! închise. În figura 53.2 


Condiţia de anulare a fuxviui printr-o suprafată închisă (şi deci a divergenţei) nu impune, 
de fapt, închiderea propriu-zisă a liniilor de cîmp, ci numai faptul că, urmărind suficient de mult 
o linie de cîmp, fără puncte Ja înfinit, se ajunge oricît de aproape de punctul de la care s-a 
plecat. 
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sînt schiţate liniile de cîmp ale vectorilor J o E, H la propagarea unei unde armo- 
nice pe o linie electrică lungă. Se observă că, în acest caz, liniile de curent (total) 
se închid prin dielectricul de conductivitate O şi permitivitate e, în care densi- 


MANS 00 


KAADAA 


= 


l (===> == ai 
4 
7 


2 
tatea curentului de pierderi o E și a curentului de deplasare — = s UI A 
a d 


mai neglijează. Datorită acestui fapt, curentul are diferite valori în lungul 
liniei şi poate să-şi schimbe eventual sensul, 


53.1, Parametrii primari ai liniilor electrice lungi (parametrii lneici) 


Deoarece studiul fenomenelor care au loc pe liniile lungi nu se mai poate 
tace în regim cvasistaţionar, ar trebui să se apeleze la ecuaţiile lui Maxwell 
pentru cîmpul electromagnetic (v. cap. 29, vol. Ï). Studiul mai complicat, dar 
exact, efectuat pe această cale arată că aceste fenomene reprezintă una dintre 
modalităţile de propagare aie undelor electromagnetice ghidate. 

Dacă frecvenţa nu e prea mare, se poate adopta însă următorul punct de 
vedere intermediar : se ține seama de curentul de deplasare transversal, care 
se închide între conductoare, ca şi de curentul de pierderi transversal prin izo- 
lație ; se neglijează însă componentele longitudinale ale acestor curenţi, şi deci 
contribuția acestor componente longitudinale la producerea cîmpului magnetic. 
În aceste condiții, în fiecare plan transversal al liniei s e păstrează relatiile din 
regimul evasistaționar, între mărimile localizate în acest plan. 


De exemplu, cîmpul magnetic, ale cărui linii închise sînt conținute în plane transversale, 
e pr oporțional cu curentul į din conductor, din dreptul acestor linii de cîmp, deoarece se negli- 
jează componenta longitudinală a curenților din dielectric, care ar putea să contribuie la circu- 
iaţia cimpului magnetic în lungul unei linii de cîmp; de aceea și fluxul magnetic AG, printr-o 
suprafaţă AS, sprijinită de conductoare şi corespunzătoare unei porţiuni de lungime foarte 
mică Aa a liniei, e proporţional cu intensitatea curentului din conductoare, din dreptul acestei 
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ioi : 3 zi ie tota ae AND i x . 
porțiuni, ceea ce permite definirea unei inductivități AL = — a acelei porțiuni. În mod ana- 
i 


log se poate defini o capacitate AC între porțiunile corespunzătoare ale celor două conduc- 
toare, o conductanță AG a izolației dielectricului dintre ele şi o rezistență AR a lor. 

Acest mod de tratare permite să se evite rezolvarea problemeior liniilor electrice lungi 
din punctul de vedere al teoriei undelor electromagnetice (ceea ce ar complica foarte mult calcu- 
lele) şi permite să se explice proprietăţile acestor linii — cu o aproximaţie suficientă în prac- 
tică — din punctul de vedere al teoriei circuitelor electrice, mai familiar inginerului electrician. 
Întreaga linie apare astfel echivalentă unei succesiuni de cuadripoli cu parametri concentrați, 
şi aproximaţia e cu atit mai bună, cu cît porțiunile Ax considerate sînt mai mici. De aceea se 
consideră porțiunile elementare, de lungime dx infinit mică, iar întreaga linie se prezintă ca un 
circuit electrice cu parametri repartizaţi, ca!acterizabil local prin parametrii locali, raportați 
ia unitatea de lungime a liniei, numiți paran etri lineici sau parametri primari. 


Considerăm o linie bifilară (fig. 53.3), de lungime l, şi notăm cu 1,1’ bornele 
de intrare (dinspre generator) și cu 2,2' bornele de ieșire (dinspre receptor). 
Notăra cu x distanţa elementului curent de lungime dx al liniei de la bornele de 
intrare (şi cu x’ == ] — x distanţa de la bornele de ieșire). Se definesc următorii 
parametri lineici : 

Rezistenta lineică : 

R, = lim [2 01) = lim 2E | (53.1) 


f 

H 

i 
Azs>0 | IAZ Ax Ax E 


Aici, Au, e căderea de tensiune din lungul uneia dintre porțiunile de conductor, 
pe lungimea Ax, i e curentul din conductor din dreptul acelei porțiuni, iar AR 
e rezistența electrică a ambelor conductoare pe porțiunea Ax. Cu ajutorul 
rezistenței lineice, căderea de tensiune elementară din lungul unui singur con- 


ductor pe porțiunea dy se exprimă prin relația : 
Li E 2 


du, = 2 i da. (33.15 
PE 7 
(EA 
ZII e 
Hf / [e da,t) 
///// 
4 LAUAGA udat LA 
i î E A 
i H, 7 i 
l / (// TE? 
áM E RANT ul: 
+ “Ta! l zi J x 
È! shards, t) : 
| . 
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Înductivitatea lineică : 


Lı = lim (35) in 2 E (53.2) 


Az-0 [iz]  Axo0 Ax |m 


Aici, AO e fluxul magnetic prin suprafața sprijinită pe cele două conductoare 
de lungime Ax, iar AL e inductivitatea proprie corespunzătoare acestei porțiuni 
a liniei. Cu ajutorul inductivităţii lineice, fluxul elementar prin suprafaţa Sr 
mărginită de curba F == = ABB'A'A, corespunzătoare elementului dx, se exprimă 
prin relaţia 


do = L, i dx. (53,2) 
Capacitatea lineică : 
C, = lim | Aa ) = lim AC. l (53.3) 
Ax=0 (uår, Ax 0 Âx im 


Aici, Ag e sarcina electrică, localizată pe suprafața unuia dintre conductoare 
pe porţiunea Ax, u e tensiunea dintre acest conductor şi celălalt în dreptul 
acestei porţiuni, iar AC e capacitatea între cele două conductoare pe porţiu- 
nea Ax. Cu ajutorul capacităţii lineice, sarcina elementară din interiorul unei 
suprafețe închise Z, care înbracă o porţiune elementară dx a primului conductor, 
se exprimă prin relaţia : 


dig: = Ciu da. (53.3) 


Conductanţa lineică de izolație (sau perditanţa : 


7 Aj 7 —1 s 
G; = lim (32) lim E Ea OI, (53.4) 
Ax=0 lux |] As- 0 Ax m m, 


Aici, Aj, e curentul de conducţie, care se închide prin izolantul imperfect dintre 

cuă porţiuni de conductoare pe lungimea Ax, iar AG e conductanţa cores- 
porţiuni dia izolaţia liniei, Cu ajutorul conductanței lineice 
i urentul de pierdere elementar, care trece de la un conductor la 
jălalt, pe lungimea elementară dz, se exprimă prin relaţia : 


di, = Gun da. (53.4) 


Observaţie: a) Dacă parametrii lineici în, Lj, Ci, Cr nu depind de distanța a 
Jimia se numeşte omogenă, 

b) La frecvenţe suficient de joase, parametrii lineici se pot calcula ca în regim staționar, 
deoarece repartiţia curentului pe secţinnea conductorului şi repartiţia sarcinii pe suprafața coi- 

uctorului sint practic neschimbate față de regimul staționar, iar dieleciricul are numai pierderi 

prin conducţie. La frecvențe mai înalte, repartiţia curentului se modifică (v. efectul pelicular, 
cap. 55), iar dieleotricul are şi pierderi prin isterezis (v. par. 49.5). Ca urmare, în acest caz, para- 
metrii lineici Ry, Lj, Gr, Cr sînt, de fapt, parametri echivalenți, care depind de frecvenţă 

c) în cazul unui dielectric omogen, de permitivitate e şi permeabilitate u, cu pierderi mici, 
şi neglijind inductivitatea interioară a conductoarelor liniei, se pot utiliza următoarele expresii, 
stabilite în regim stationar. 


(ee e aea [z] (53.5) 
D 5il 
ln — În — Lm 
[tă a 
ve par. 9.1, vol, 1), cu eg = (1/367) 109 F/m şi e, œ% 1 (în aer); 
L= Ë m Po pp Em. = (53.6) 
T a T a | m Ă 


(v. par, 27.6.1, vol. I), cu po = 47.107 H/m şi uy xl 
— Pentru ania coaxială (cablul boial): constituită din două conductoare concentrice, 
de raze a şi b > a: 


zi 2,27 a i 
C= z2r ze Erm rp (53.7) 
b | — 
În — în — pm 
a a 
v. păr, 74.1, vol. 1) 
u b H] 
batia a 3 =p (53.8) 
2r a 2r a E 


53.2. Ecuațiile telegr afiştilor 


S 


Din cele expuse. mai înainte rezultă că, în secțiunea curentă a liniei, atit 
curentul cât şi tensiunea sînt funcțiune de cele două variabile x şi t, deoarece 
ele variază nu numai în timp, ci şi în lungul liniei. Astfel, în secţiunea AD 
(la distanța x de bornele de intrare), 

i = i(x, t) și u = u(%, i), (53.9) 


iar În secţinnea BC (la distanţa x -+ dx de bornele de intrare) 


i(x + 0,1) = i(x, i) + EDET | 

și , dă l, (53.10) 
u(x -+ dx, t) = u(x, i) + Balet) dy, | 
2x | 


Funeţiunile u(x 2) şi i(x, t) satisfac un sistem de ecuaţii cu derivate partiale, 
numite ecuaţiile telegrafiștilor, deoarece au fost stabilite pentru prima dată !, 
pentru a iii funcționarea cablurilor telegrafi aice, 


53.2.1. Ecuațiile de prim ordin, Pentru a găsi aceste ecuaţii, vom aplica 
înții legea indoaie electromagnetice coniurului I = ABCDA, şi apoi legea 


* De către W. Thomson (ulterior lord Keivin) în 13855, fără a considera şi inductivitatea 
lineică (n eglijabilă la cabluri, în primă aproximaţie) și de către G, Kirchhoff în 1857, ținând 
seama și de această inductivitate. 
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conservării sarcinii suprafeţei £. Conturul T find imobil, legea inducției electro- 
magnetice se serie: 


§ E ds = — Ê (dbr). 
T ĝt 
Aici 
B c D 4 
$ Eds = | Eds + | Eds -- | Eds + | Eds == du; + (u +5 stai = da)-+du;+{~-u). 
r ă 3 Ç D | 


Înlocuind această expresie în legea inducției electromagnetice cu relațiile 
(53.17) şi (53.27) şi, după simplificări, rezultă ecuaţia : 


| E psi ei 

| ——= Ri- + L, =- js 153.11) 
j 3x ty i 

i 


i 


care se poate interpreta spunînd că : scăderea tensiunii pe unitatea de lungime 
a liniei e egală cu suma dintre căderea de tensiune în rezistenţa ambelor con- 
ductoare şi căderea de tensiune inductivă, ambele luate pe unitatea de lungime. 

Suprafata £ find imobilă, legea de conservare a sarcinii electrice se serie : 


i JA = — Z (dq). 


© 
= 


Aici elementul de arie e orientat spre exterior, iar 


Ti =(—i)+ (i + 2 da) + di, 
J x 


termenii din Da ne find în ordine: curentul care intră în suprafața $, 
prin punctul A (şi care, în consecinţă, trebuie luat cu semn schimbat în calcu- 
ful curentului care iese prin suprafața 5) curentul care iese din suprafata $, 


prin punctul B şi curentul de pierdere prin izolație între porțiunea AB şi por- 
ţiunea CD de conductor. 

Prin înlocuirea expresiei de mai sus în legea de conservare a sarcinii electrice 
cu relaţiile (53.3) şi (53.4), şi după simplificări rezultă ecuaţia : 


|: ee nG e aa |, (53.12) 
| | 


e 


2x 


care se poate interpreta, spunînd că : scăderea de curent pe unitatea de lungime 
a liniei e egală cu suma dintre curentul de pierdere prin izolaţie și curentul 
de încărcare cu sarcină a conductoarelor, ambele luate pe unitatea de lungime. 
Ecuațiile (53.11) și (53.12) se numesc ecuaţiile de primul ordin ale telegrafiștilor 
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şi constituie un sistem de ecuaţii cu derivate parțiale simultane. Înterpretările 
date mai sus acestor ecuaţii permit să se stabilească pentru fiecare tronson 
elementar, de lungime dx al unei linii, schema echivalentă din figura 53.4, 

la utilizarea căreia toţi infiniții mici de ordin supe- 


A fp dx 4, dx g rior sînt neglijabili. 


53.2.2. Ecuațiile de al doilea ordin. Între ecua- 
tile (53.11) şi (53.12) se pot elimina oricare dintre 
funcțiunile necunoscute. Pentru a elimina pe i, se 
derivează relația (53.11) în raport cu x şi se obține 
relația : 

9 e ĉu p ôi 2 fai 
Fig. 53.4 Sep a (5) 


Jx? ôt 12% 


(în care pentru ultimul termen s-a inversat ordinea de derivare); se înlocuiește 


PRR g . i q . . . . 
apoi în această expresie = din relaţia (53.12). Se obţine astfel ecuaţia cu deri- 
xX 


vate parțiale a tensiunii : 


e L R Cu + (RC + LC) + LG l. (53.13) 


ða? e i? 


În mod asemănător, eliminînd pe u, se obține ecuația cu derivate parțiale a 
curentului : 


2 


TE = RIGA + (RC + LG) + LI, (53.14) 


22i 
i ðt? 


Curentul și tensiunea satisfac deci ecuații diferențiale cu derivate parțiale de 
aceeaşi formă, care se numesc ecuaţiile de «rdinul al doilea ale ielegrajiştilor, 
Cele două ecuaţii (53.13) şi (53.14) nu pot fi rezolvate independent una de 
alia, deoarece soluţiile lor sînt legate prin ecuaţiile (53.11) şi (53.12). Aceste 
soluții i(x, i) şi u(x, t) mai depind și de condiţiile inițiale și la limită (ia capă- 
tul liniei). 

Integrarea acestor ecuaţii în regim tranzitoriu e, în general, complicată 
și se face cu metode operaţionale. În acest curs se va efectua (par. 53.3) numai 
în cazul cel mai simplu al liniei fără pierderi. 


Dacă, pentru a indica secţiunea curentă, se utilizează distanța x = l -— x, măsurată de 
la bornele de ieşire ale liniei, ecuațiile de primul ordin iau forma : 


ðu A ði ĝi , ðu $ 
ip =>’ — = Gu + Cr ~) (53.15) 
Lă ay. F ` 


ax" a? ax a 
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iar ecuaţiile de ordinul al doilea iau torma : 


d2u E: du A Gu 
= RiGru + (RIC; + GIL) — +Lu Cr — 
PIE (Gm -+ (RIC; + GIL) z TA | ua 
7 {929.1 
ĝ?i , ði, ĝi ă 
= RIGH + (RICy -+ Gl) — + LC = 
CE i ( ai) 2 îi a 


în care funcțiunile necunoscute sînt u(xt) şi ifx’, 1). 


53.2.3. Bilanţul instantaneu al puterilor pe linie. Înmulţind relația (53.11) 
cu i și ecuaţia (53.12) cu u și adunîndu-le, se obţine relaţia: 


a 2 esa i (Ouale 0 [a ci d =) (53.17) 
Za Gu cl a La ACI (53.17) 
Observînd că puterea transmisă printr-o secţiune a liniei este 
p=ui [W] 153.18) 
și că energia electromagnetică lineică este 
pie ze pia 0 e lima [im] (53.19) 
f 2 2 Ax=0 Ax i 
relaţia (53.17) se serie 
-P a OH ie RE p Gu. (53.20) 
2x ðt 


Scăderea specifică a puterii transmise în lungul liniei e egală cu suma dintre 
viteza de variaţie a energiei electromagnetice lineice şi puterea specifică de 
pierderi pe linie, prin efect Joule-Lenz (şi eventual prin isterezis), în conductoare 
și în izolaţie, Linia nu are pierderi numai dacă 


R; = 0 şi G, = 0, (53.21) 


a 


53.3. Integrarea ecuaţiilor telegrafistilor în regim tranzitoriu 


pentra liniile fără pierderi 


În regim tranzitoriu, rezolvarea ecuaţiilor relegrafiștilor pentru o linie 
oarecare e relativ complicată şi se poate face cu ajutorul integralei Fourier 
(v. cap. 50) sau al transformării Laplace (v. cap. 52). În cele ce urmează ne vera 
limita la linia fără pierderi î, pentru care ecuaţiile telegrafiștilor au forma : 


du ĉi di îu 
——= L a ei æ n. = C — 53.22 
aa: Kap? x La ( ) 


1 La frecvenţe suficient de înalte, această prezentare e adesea suficientă şi pentru linii 
reale, cu pierderi, deoarece termenii cu derivate în raport cu timpul sînt proporţionali cè frece 
venja şi foarte mari faţă de termenii în care apar R; și G; (v. rel. 53.11 şi 53.12). 
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respectiv 

PP 2 2 2 

2 ce DC, da a A ea (53.23) 

dx? 22 Jx? 22 

53.3.]. Ecuațiile liniilor fără pierderi, Fiecare dintre ecuațiile (53.23) 

este o ecuaţie cu derivate parţiale de ordinul al doilea, de tip hiperbolic, nu- 
mită ecuaţia undelor, pe care am mai îniilnit-o în studiul undei electromagne- 
tice plane (v. par. 29.3, vol. I). Urmînd un raționament analog celui făcut cu 
ocazia acestui studiu, se găseşte că cea mai generală soluție a ecuaţiei (53. 23) 
consistă în suprapunerea unei unde directe cu o undă inversă. În cazul ecuației 
tensiunii, de exemplu, cea mai generală soluție este 


u = ugla -— v) + u(x + vt), (53.24) 
cu viteza de propagare 


a pă eo gr 
Va ma (53.25) 
Aici, primul termen, u; (x — vt) e o undă elementară directă de tensiune, adică 
o undă care se propagă fără atenuare și fără distorsiune în sensul x-lor pozitivi, 
cu viteza v : valorile unei astfel de unde, î în momentul ż și din diferite puncte x, 
se regăsesc în momentul t -+ At în punctele x + Ax, cu Ax = v At, același 
pentru toate punctele x (v. fig. 53.5,a). De acesa, pentru un observator mobil, 
care s-ar deplasa î în sensul x-ilor pozitivi, cu viteza vp, unda directă va apărea 
ca c repartiție spațială invariabilă. Al doilea termen, u; (x + ut), e o undă 
elementară inversă de tensiune, adică o undă care se propagă fără atenuare şi 
fără distorsiune în sensul z-ilor negativi, cu aceeaşi viteză v : valorile unei astfel 
de unde, în momentul ; și din diferite puncte x, se regăsesc în momentul t -+ At 
în punctele a — Ax, cu Ax = Ati, acelaşi pentru toate punctele x (v.fig. 
, 53,5,b.), De aceea, pentru un observator 
| mobil, care s-ar deplasa în sensul «-ilor 
i i i. at negativi, cu viteza %ọ unda inversă va 
| 4 ~ apărea ca o repartiție spațială iavariabilă. 
| A\ TN H | Din punctul de vedere al ecuaţiei un- 
Ll SR a delor, funcțiunile u(x — vt) şi u(x + vot) 

ov > sînt arbitrare. Ele se determină prin con- 

Ayt | dițiile concrete în care functionează linia, 
şi anume prin condiţiile inițiale și cele de 
la capetele liniei. La utilizarea acestor din 
| v, t-ât t urmă condiţii, trebuie subliniat că din 
i proprietățile undelor elementare rezultă 
| j următoarele reguli : : Într-un moment oare- 
Laa — care i >0 și într-un punct oarecare x ul 
v o] * liniei poate exista unda directă numai dacă 

| La E într-un moment t— At (anterior luit) a 

b existai această undă în punctul x — våt, 

Fig. 53.5 situat la stinga lui x; și poate exista unda 
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inversă numai dacă într-un moment t— At (anterior lui t) a existat această. 
undă în punctul x -}- vAt, situat la dreapta lui x. 

Dacă tensiunea e determinată, curentul i trebuie determinat din ecuaţiile 
(53.22) (şi nu din ecuaţia respectivă a undelor, care ar furniza soluţii prea gene- 
rale, independente de acelea ale ecuaţiei tensiunii). Cu relaţia (53.24) şi prima 
ecuatie (53.22) rezultă : 


di A 
— ua = vot) — u(x + vt) = Li = , (53.26) 
deoarece 
duş : . Ču; du; A 
du Să ei Ap a CEE ame i 2 ag (53.27) 
dx d(a—-vat) ðr d(x vgt) i i 
Observind că 
Dug Ju; Și PRR 
= ma m Voug Si — l mul, 53.28 
PR oUa S z 0 + ( ) 
ecuaţia (53.20) devine : 
ð : i : 
=| Li — — (u—uj)| =, 
ôt Va h 
de onde, prin integrare, 
. 1 E Ee 
i= (ug — u;) -+ ta). (53,29) 


vol 


y i “ . pă a b w > A. 
unde f (x) e o funcțiune arbitrară de x. inlocuind această expresie în a doua 


ecuaţie (53.22), se obtine: 


i — ug t i tf! = — Cwi + Coui 
VL; Vbi 
şi cu relația (53.25), 
f = 0, adică f= const, (53.30) 
Mărimea 
P 
2=;7 == | >0 (53.31) 
se numeşte impedenţă caracieristică a liniei fără pierderi. Cu relaţiile (53.29), 


(53.30) şi (53.31), expresia curentului se scrie : 


a 1 x l i ai 
i = — ug (x — v) — —u; (x + vt) + const. (53.32) 
A Za 
Aici, unda elementară directă de curent este 
ug (£ — vi) RE A ri cati 
I= ualeat A ig æ = Doi). {53.33} 


Ze 
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iar unda elementară inversă de curent este 


Ei avocati + 28) = i; (x + vt). (53.34) 


Constanta f e o componentă continuă arbitrară a curentului, aceeași în toate 
punctele liniei, determinabilă prin condiţiile iniţiale și independentă de tensiune. 
Ecuațiile (53.24) și (53.32) se numesc ecuaţiile liniilor fără pierderi și reprezintă 
soluţiile ecuaţiilor telegrafiştilor în regim tranzitoriu, Deoarece o constantă 
poate fi totdeauna considerată fie ca undă directă, fie ca undă inversă, rezultă 
că scoțînd un termen constant din u; (de exemplu), ecuaţiile liniilor fără pier- 
deri pot fi scrise sub forma simetrică : 


|u (x, t) = i (x — vt) + u; (x + vot) + Uo | 
(53.35) 


i (x, = > u (x — v) — > u (e H wo) H , 


i (] 
t] 


în care constantele U, si Î, trebuie determinate prin conditiile inițiale (și sînt 
independente între ele, din punctul de vedere al ecuaţiilor telegrafiștilor), iar 
funcțiunile u; şi u; trebuie determinate prin condițiile inițiale şi cele de la 
capetele liniei. 


Observaţii: a) În limitele de valabilitate ale formulelor (53.5), (53.6), (53.7), (53.8) 
pentru parametrii lineici ai liniei bifilare, respectiv coaxiale, se obține, pentru viteza de propagare 
pe aceste linii (presupuse fără pierderi) expresia : 


l l 


Ty = Irr = y~ = ce (53.36) 

LC Vue i 
egală cn a vitezei de propagare a undelor electromagnetice în dielectrici omogeui nelimitaţi 
{v. rel. 29.21, vol. L). 

Dacă se iau însă în considerare sporul de 
riorul conductoarelor şi aite efecte, se constată 
de propagare a undelor ghidate pe lin de aceea a undelor din medii omogene nelimitate, 

h) In aceleaşi limite se obțin rele expresii pentru impedanţele caracteristice : 


îmductivitate dat de cîmpul magnetic din inte- 


E Yu a E a 
galina] TATEN (53.37 
£ T T 
unde Ç e impedanga de undă a dieiectricului (v. rel, 29.26, val. I). Pentru liniile aeriene obignuite 
se obtin valori între 300 și 5000, 

- Pentru linia coaxială (cablul coaxial) 


b $b 
E i: Na la — 
È -z = bo (53.377) 


Devarece 5a cablelor coaxiale e de ordinul a 30.750. 


b D 
a 


% — impedanţa caracteris 
a 
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53.3.2. Puterile transmise de undele elementare. Puterea instantanee directă, 
transmisă de unda directă în sensul x-lor pozitivi, este 


2 
pa = Ugie = = Zi >0. (53.38) 


Energia electromagnetică lineică instantanee a undei directe este, cu relaţiile 


(53.31) şi (53.33), 


WÒ = + C, xi = Li = Cad, (53.30) 
şi se observă că e în mod egal împărțită între cîmpul electric și cimpul magne- 
tic. Comparînd relaţiile (53.36) şi (53.37), rezultă, cu relaţia (53.25) : 


Pa = OLATA (53.40) 


Aceleaşi relaţii se obţin pentru unda inversă, dacă se calculează puterea in- 
versă, transmisă în sensul x-lor negativi, 


2 i 
Pi z = u;i; = z = Zi? = Wi > O, (53.41) 


În fiecare dintre undele elementare, puterea transmisă e egală cu produsul 
dintre viteza de propagare şi energia acumulată pe unitatea de lungime a 
liniei, 

53.3.3. Aplicație: Se consideră o linie lungă fără pierderi, de impedanţă caracteristică 
Ze şi viteză de propagare vo avînd conectată o sarcină rezistivă, de rezistență R la bornele 
secundare (fig. 53.6). În momentul t == 0 ajunge la aceste borne o undă directă de tensiune, 
m front dreptunghiular, 


uj =Ù. (53.42) 


Se cere repartiția tensiunii şi a curentului într-un moment t > O, ştiind că linia are bornele 
primare suficient de depărtate de bornele secundare, 

În acest caz, în ecuațiile (53. 35) avem U, = 0 şi I = 0 (nu există curenți şi tensiuni 
continue pe linie înainte de t = 9) şi u; = 0 pentru i < ô. 
ile liniilor devin : 


U A- u(x, i) = u(x, t} 
Ea : l (53.43) 
U — u;fx, t) = Zae t) |] 2 
yind aceste ecuaţii scrise pentru capătul M a <O 
unds u = Ri, rezultă, eliminîed necunoscu- 4 LA 
. și î, pentru t >ô, 
, R= z 
u (h à) = — 2. Ii (53.44) 
Zot R 
z 6a 
$ ui U 
dq = - = —- 3 
Za “5 
A u; 1 R-—Z r za 45} 
ij te e= = = . meL. (53.45) 
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În acest caz, unda inversă e o undă reflectată, şi anume pozitivă, dacă R >Z | cazul din 


2RU 


fig. 53.6. care determină o supratensiune u = ug + uj = ooa nulă, dacă R = Z, 


(Zo + R) 


sau negativă, dacă R < Z | caz care determină o supraintensitate i = 


udt; Zi =) 
Z ZER Zo 


Pentru un moment t> 0 


5 ul, t) = Re Zi U dacă x < vi , 
u; (x, t) = R +- Za , (53.46) 
0 dacă x > vt 


aşa cum rezultă imediat din proprietăţile undei inverse, care se propagă cu t în sensul x-lor 
negativi (și deci al x'-lor pozitivi). 
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În acest capitol vom studia liniile lungi în regim sinusoidai, adică atunci 
cînd curentul și tensiunea sînt, în fiecare punct al liniei, funcțiuni sinusoidale 
de timp de aceeasi frecvenţă f 


u(x, i) = U (x) V2 sia (ot + i (x) (54.1) 
i{x, t) = I(2)/2 sin (ot + Y (2) — ọ (2), (54.2) 


cu valorile efective U(x) şi 7 (2), fazele initiale? h(x) și W(x) — ọ{(x) şi cu defa- 
zajal o(x), dependente de punctul considerat x al liniei. Un astfel de regina 
se stabileşte, de exemplu, într-o linie lungă, căreia i se aplică la capete tensiuni 
sinusoidale de aceeași frecvenţă, în regim permanent (adică, după completa 
amortizare a regimului liber, determinat de condiţiile “niţiale). 


i 


54.1. Studiul ecuatiilor telegrafistilor în complex 


r . 


54.1.1. Forma complexă a ecvaţiilor telegr afistilor si soluțiile elementare. 
În regim permanent sinusoidal, tensiunea şi curentul se pot reprezenta în 
complex simplificat, imaginile lor find acum funcțiuni de variabila spațială x : 


u (x, ) 22 U (x) = U (2) (54.3) 
i (x, 6) 2 L(a) = Iai O. (54.4) 


1 Nu am mai notat fazele inițiale cu 8 şi y, deoarece aceste simboluri au altă semaifi- 
catis în tepria linilor lungi. 


În acest caz, derivatele partiale ale acestor mărimi se reprezintă astfel: 


Im {U (x) V2 ei 


fu jot z 
om owg pi i ei (54.5) 
ci - 
sh analog, 
i îs PEENES 
$ za na ol (54.6 
4 da a” i ) 


Un accste reguli, sistemul de ecuaţii diferențiale cu derivate parţiale (în. varia- 
bilele x şi 2), pe care îl constituie ecuaţiile telegrafiştilor (53.11) și (53.12), se 
reprezintă în complex” printr-un sistem de ecuații diferenţiale ordinare (în 


bila x): 


i a (Gt joC)U |, 
dx E 


| 
| i pi 4 Ai 
i j 
j 


Aceasta este forma complexă a ecuaţiilor de ordinul întii ale telegrafiştilor. Prin 
derivare se poate elimina succesiv oricare dintre fuvctiunile necunoscute F 
T si se obtin relaţiile : 


f 
| 
i 
i 


Eg U. 
dg? 


d*i 
ie = (rio) (G+ 


= (R; + ca illa Jogi y 
(54.8) 


care reprezintă forma omple a uail de ordinul al doilea ale telegrafiştilor. 
Pacă se notează 


Y= VI 


jo L) KORS ] ca 4 C) z g HB (x a 0) (54.9) 


alegiud, prin definitie, rădăcina cu parte reală pozitivă — ecuaţiile de ordinul 
ul doilea (54.8) capătă forma simplă : 


aL vy, (34.10) 


La rezolvarea acestor ecuații trebuie să se ţină seama că U și I sînt legate pan 
ccuatiile de ordinul întii (54. 1). De aceea se rezolvă numai una dintre ecuaţii - 
de exemplu, aceea a tensiunii — curentul deducîndu-se din (54.7). 

Ecuațiile (54.10) sînt ecuaţii diferenţiale liniare de ordinul II, cu coeficienţi 
constanti. avînd ecuația ca racteristică 


i 


i Te 
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cu soluțiile : 


Rezultă atunci, pentru solutia generală a tensiunii : 


Uça) = A, emt j Aer, (54.12) 


în care A, și A, sînt constante arbitrare (în general complexe). Curentul se 
obține introducînd această relaţie în prima ecuaţie (54.7) + 

TAA 1l di Y, 

ti (x) = DD N RI i ADN A 
E Ri +jol; dæ Ri + joli 


l ete o Agero (54.13) 


Dacă se notează : 


P Rp + al Y YR Fjol s P 
Z, TJOD, a za — = | I L jo a a, Z. eite, (54.14) 
Š Y Gi +- joc Gi +3 oC] 


soluțiile generale ale formei complexe a ecuațiilor telegrafiștilor se pot pune sub 
forma : 


U(x) = A, et + Ap etie 


a a (54.15) 
LA = AS 


în care constantele arbitrare complexe A, și A. sînt determinabile prin condi- 
tile de la capetele liniei. Fiecare dintre termenii din relația (54.15) în parte se 
numeşte soluție complexă elementară a ecuaţiilor telegrafiștilor, 


54.1.2. Interpretarea soluţiilor elementare, Atît tensiunea cit şi curentul 
din soluţia generală (54.15) rezultă prin suprapunerea a doi termeni: primul 
depinde de æ prin factorul et“, iar al doilea prin factorul e+Y%. Arătăm că 


aceste soluţii elementare sînt reprezentările în complex ale unor unde elementare 
atenuate, directă si inversă. Astfel, tensiunea alrecid 


Uz (0) = Apei, (54.16) 
cu coeficientul 
== Us (0) = Ug == Ug edo (54.17) 


se poate scrie sub formă exponențială (adică separind modului și argumentul), 
cu relația (04.11), 


Ua (x) = Ugo et = Ugg eme emie ao) (54.18) 


Valoarea insiantanee corespunzătoare este ; 


Ba 


IT SINUSOIDAL OO O 


Se observă imediat că, făcînd abstracţie de factorul exponențial monoton 

descrescător 6-42 (deoarece « > 0), această valoare instantanee reprezintă o 

undă el dir de f imului termen din relatia (53.24), ci 

uadă elementară ectă, de forma primului termen dun reiata (53.2 H). cu 
ză 


viteza de propagare : 
ui s} zi o 
v == ra e aa ȚE (54.20) 
bi ţ 


numită, în acest caz, viteză de fază a undei —- în sensul x-lor pozitivi. La un mo- 
ment dat £, această undă directă are o repartiție spațială sinusoidală, cu pe- 
rioada spațială à, numită lungime de undă. Se observă că lungimea de undă 
e cea mai mică distanţă dintre două puncte, în care undele respective sînt 


e 


in fază și. ca atare, e “determinabilă prin condiţia s 


ot — Bx = col — Bla tr A + da, 


din care rezultă 


aE (54.21) 
| B| 


Tinîod acum seama si de factorul exponential, rezultă că unda elementară 


£ 


direntă e atenuată în sensul propagării cu o atenuare (v. rel. 43.32}: 


|, (54.23 ) 


ională cu distanţa x. În figura 54.1, a se reprezintă o astfel de undă 
entară atenuată direct tă în momentele t și t- AL 
O analiză asemănătoare se poate face pentra tensiunea inversă 


prog 
elem 


l 


Ü; (x) = Ati = Uge 


U, Ur d ee, (54.24) 


g 


care are aceea aşi ormă cu o componentă directă, dacă se exprimă în, fanctiune 
A entà corespunde, prin urmare, unei 


de variabila 4 == — x. Această co 
unde elementare atenuate inverse (v. fig. 54.1, b), care se propagă cu aceeași 
teză (v) în an -ior negativi, ate use în sensul ei de propagare cu 
aneeași atenuare & pey un zi atea de | 
În sfieşit, în ter 
cure atul consistă 
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i 


g 
t 
R 
b 


Pepe 
i 


song 


U. VZ ez ux tri) ERF] 
a A a 


Ax'=vAte-dx 29 


P 


Fig. 34.1 


e 


54.14.38, Parametrii secundari ai liniilor : impedanta caracteristică si conr- 
nanta de propagare, Soluţiile generale (514,15) pun în evidenţă proprietatea 
mărimilor complexe și Y de a caracteriza complet linia în regim perma- 
nent sinusoidal, de fr 


secvență dată, Aceste mărimi sînt parametrii secundari 
ai liniilor, și auume : 


Impedanja caracteristică complexă a liniei : 


(31.27 


Sieg 


SINU so IDAL 389 


Raportul dintre tensiunea complexă a unei nade elemoutare şi curentul com- 
plex corespunzător (asociat după regula de la receptoare, în raport cu sensul 
de propagare respec tiv) are aceeasi valoare în toate punctele liniei, fiind eg 
eu impedanța caracteristică, Modulul acestei mărimi este impedanţa carne 
eristică scalară are valoarea : 


are valoarea : 


tei Ci) 


m A 


G Í 


{94.232} 


observă că 


(B42 pi 


Constanta de propagare a Unici: 


jb. {54.30} 


unde, Ja extragerea radicalului, se reține rădăcina cu parte reală pozitivà 
jg o 0} ă 
(a > 0). 


Interpretarea arătată pentru soluţiile elementare stabileste că mitennei 


numită constante de atenuure, caracterizează linia din punctul de vedere al 
atennării undelor eleraentare pe unitatea de lungime, iar mărimea 


v apa 
2, (54.32) 


B = Im (73 = -t 
d fa) f 


dm punctul 


numită constantă de defazaj sau consianid de fuză, caracterizează linia 
de vedere al defazajului introdus în undele elementare pe unitatea de lungi 


E 07 PRIN N N a A E 36 


Pentru a calcula constantele a si 6 în funcție de parametrii lineici R, 
Ir, Gis Cy, observăm că din (54.30) rezultă relaţiile : 


Y = a B? + 2jaf = R, Gy— oL Cit joli G + RC) (54.33) 
aB = o(LiGr RC) (54.34) 

2 — 62 == R G — o L CG (54.35) 

IY = VIR + ial |IG + joti] = Y(R; + Ep) (CE wC (54.36) 

|Y P = a? + R? = VRI F L (Ge + a? C). (54.87) 


Făcînd semisuma și semidiferența expresiilor (54.34) si (54.36), rezultă expre- 
siile căutate : 


a A (ici tic) VREI OTET AT 20 (6438) 


(Pa nr ta 


B = E EATA A VREI ai T aL?) (GC? oC) >0. (54.30) 


Constanta de atenuare e pozitivă prin însuși modul cum a fost definită con- 
stanta de propagare Y; din relaţia (94.34) rezultă atunci că şi constanta de 
tază e pozitivă. 


Parametrii Y, &, B, Z., Zes ș. depind de frecvenţă, şi anume într-un mod 
mai complicat decit rezultă din relaţiile de mai sus, deoarece și parametri; 
lineici Ry, Lys Gr, C; depind de frecvenţă, din cauza efectului pelicular (v. cap. 
56) și al pierderilor dielectrice (v. par. 49.5), De asemenea, viteza de fază a 
undelor : 


E fa ea = aa a iei St e (5440) 
i E E AE T T 
2 | o L; Cl) 2 co? LI (T aC? 


depinde de frecventă. 


Observaţii : a) În cazul liniei fără pierderi (Ry œ 0, Gi œ 0) parametrii secundari 
au valorile: 


ax 0, Bao YVL Ci Ze E = Za ge% d (54.41) 
iar viteza de fază 
v SE i = Ug (54.42) 
VL: Ci 


au depinde de frecvenţă, De acesa, toate componentele sinusoidale ale unei unde directe 
viodice nesimusvidale se propagă neatenuate și cu aceeaşi viteză, asigurînd propagarea 


distorsiuni a acestei unde (cum rezultă şi din studiul liniei fără pierderi în regim tranzitorii 
- par, 53.3.1). 


LINII LUNGI IN REGIM PERMANENT SINUSOIDAL 


_39i 


b) În carul unei linii cu pierderi mici, lucrind la frecvenţe înalte (R; < Li o, Gr € Co), 
parametrii secundari iau valorile 


i y “Li Heni 
+ Gia Ba aVluci 
de i > (54.43) 
post i 
| 
iar viteza de fază 
l 
X cem E p 54.44) 
TLE { ) 


rezultă de asemenea independentă de frecvență. 

c) În cazul liniei. cu pierderi, atît viteza de fază cît şi constanta de atenuare depind 
de frecvență. Dependența vitezei de fază de frecvență poartă numele de dispersiune, din cauza 
faptului că în optică această proprietate determină dependența de frecvenţă a indicelui de re- 
fractie şi deci fenomenul de dispersiune a luminii. Dispersiunea are drept consecință defor- 
marea undelor (directe sau inverse) care se propagă pe linie. În adevăr, considerind, pentru 
simplificare, o undă directă periodică, dar nesinusoidală, această undă poate fi considerată 
ca o suprapunere de armonice (prin dezvoltare în serie Fourier). Din cauza dispersiunii, armos 
nicele au viteze de propagare diferite, ceea ce determină alte faze iniţiale la ieşirea din linie 
decit la intrarea în linie. Ca urmare, unda rezultantă va avea la iezire o altă formă decit la 
intrare, Pentru telecomunicaţii, acest fenomen e supărător, deoarece reduce fidelitatea transe 
misiunii semnalelor pe linie, producind distorsiuni, 

Dacă însă parametrii lineici satisfac condiția lui Heaviside 


E CA (54.45) 
L; |] i 


se observă din relația (54.40) că radicalul, dependent de frecvenţă, de la numitor devine egal 
ca unitatea și viteza de fază rezultă independentă de frecvență şi egală cu viteza de propa- 
gare de pe liniile fără pierderi; 


1 


D E o E ye 
ILG | (54.46) 


Condiţia (54.45) caracterizează linia fără dispersiune, pentru care parametrii secundari au va- 
Torile 2 


: VC pS L; R; Žo zs p TE 5 g 
x = xil Èr == G; E => Z ss G; ; b= VEC; Ze = a” Zos Pe = Q. (54.47 


În telecomunicaţii, linia fără dispersiune prezintă deosebită importanță, din punctul 
de vedere al fidelității transmisiunii, în special la circuitele telefonice de frecvenţă vocală, 
situate în cabluri telefonice, peutru legături pe distanţe mari. Deoarece circuitele din cabluri 
au conductoare foarte apropiate, cu dielecirie de permitivitate relativ mare, capacitatea lor 
jineică e foarte mare, iar inductivitatea lor lineică foarte mică, adică < i 


Pentru a satisface condiția lui Heaviside, se sporeşte în mod artificial inductivitat a lineică 
medie a nisi (încărcarea liniei) — fie prin interealarea, la intervale regulate şi mici faţă de 
lungimea de undă, a unor bobine de mare inductivitate: (procedeul Papin) — fie prin aatili- 
sarea unor materiale feromagnetice în structura dielectricului, 


CLINI ELECTRI ICE 


d) La frecvențe extrem de joase se obțin pentra parametrii secnndari expresiile - 


NERA 
=o: za 


Aceleasi expresi caracterizează cazul limită al liniei de curent coutinun cu pierderi în ize- 
lație. 


Yi 


. Ecuapiile liniilor electrice lungi 


Se numesc ecuaţiile liniilor soluţiile complexe ale ecuatiilor telegrafis- 
tilor, exprimate în funcţiune de mărimile de la capetele liniei. 

54.2.1. Ecuatiile liniilor exprimate în funcţie de unda directă și nada 
inversă. Dacă se dă unda directă de tensiune, respectiv unda inversă, la înce. 
putul liniei, respectiv la sfîrşitul liniei 

m Fă Ge iY re 
Ua (0) ig Un PE Uin E (34.49) 
respectiv 
; tei i ; iti, i 
U; il) = Uio ev = U; ag 6, (54.50) 


soluţiile generale (54,15), cu relaţiile (54.18), (54.24). (54.25) s1 (54.26) se seriu : 


Ua) = Uda) + Uila) = Uoti Layer 


Ia) = 149) + La) = pe er ee PN 


În valori instantanee rezultă expresiile : 


u(r, j= U pen y F sin(ot-—B-t- ygt Up esteo V 2 sin (cot (a) 


i, t)= Teora 2 sin (ot Pamp) Uil gvalia) VE ain (obla) 


i e Ze o 

ă X f iii aci 

+ ue; (54.52 

Se observă că, dacă lS x ai linia are pierderi, i gti) i | si unda inversă e praetis 
neglijabilă, astfel că i i 

Uis) 2 
(54.52) 
4 


La) = Tala) 


Acestea sint ecnațiile liniei infinit lungi (f> co). 


54.2.2. Ecuatiile liniilor exprimate în funcțiune de mäārimile de intrare. 
Dacă se dau tensiunea şi curentul la bornele de intrare 


U, = U(0) = At A (54.54) 
A Aa 


A Ea d ae mit (54.55) 


vonstantele compeexe d, si A, sînt date de relaţiile : 


Z di): 


Cu aceste valori, solutiile generale (54.15) devin: 


Dbserraţii: a) La linia Jără pierderi: 


si deoarece 


staatie devin: 
E(x) = Teosa - ojh shi a | 


Hix) -o A eos Ba p 


Fă 
+ 


<% Í pentru orice x, se pot reține, din dezvoltarea în 


b) La linia foarte scurtă, cu | 
serie a foncţiilor hiperbolice, numai termenii de gradul 0 și 1 în yx, Se obia. pentra fnireaga 


tme (e= [), ecuaţiile: 


I —(Gil -+ jo CD Uy 


vorespunzătoure schemei echivalente cu parametrii concentrați din gura S4 

e) Observaţia precedentă permite să se stabilească un criteriu cantitat i 

aprecia dacă un circuit poate îi tratai în aproximația parametrilor ronee trati, A 
: Pentru aceasta trebuie ea L sau, 


Pot. fi iratate ca Hnit scurte namai liniile avind lungimea mică 
faţă de lungimea de undă corespunzătoare frecvenței de lucru. 
De aceea, o linie de transmisiune a energiei de 100 km,. care 
lucrează la frecvenţa industrială de 58 Hz (A œ 3.195/5 0 = 6 000 
SIA sl J60), z pe cînd o linie de antenă de 10 m pentru televiziune, car 
de ciren 30 MHz (A x 3.195 750,105 := 6 m) este o linie lungă (1 > 


lia) -eate o linie 
trează la fre 


394 LINII A 


54.2.3. Benaţiile Eniilor exprimate în funcţiune de mărimile de iesire, 
Dacă se dau tensiunea si curentul de la bornele de iesire: 


i 


y 
li 


U, == - VD) ka d.e -yi -}- Ag ei. (54.61) 


A, yi d g yi 


Ia = I) = z G a Esca (54.62) 


constantele complexe A e” si Age! sint date de relațiile: 


Anei = o (Ua t Zla): 


Cu aceste valori, solutiile generale (54.15), exprimate î de distanța 


x = | — y, mäsuratä de la sfirsitul liniei, devin : 


| 
| (54.64) 
| 


i 
Cbseranaţii: a) Lu linia fără pierderi aceste ecuaţii devin cu 8 == Cal E 
i % 
| 
Uz) = Tia cos Bx” -+ j Zole sin Ba’ 
U, i 
Keh = Ia cos Bx j =È sin Ba” 
4 3 s 
Zo l 
nire: ga lwe (4 == Î) reprezintă un enadripol reciproc si simetric, cu ecuatiile fus- 
5) Între Í) rep r dripot | 5 metri tiil 4 


darmenta le : 


54.3. Aplicatii 


54.3.1. Impedanța de intrare a unei linii. Dacă fa == lia? e impedanța conectată la 


bornele de ieşire (v, fig. 54.3), impedonio echivalentă la inirare rezultă din relaţiile (54.66): 


Kag T Ža ch Vl = Ze Ta sk? a Za + Ze th w 
Z, = == = = Ze NA 
LE Z th 4- 3461Y 
h Za = yl Ja ch yè catia Lia Ze bitul 


“LINII 


ză [va 


Zu = dy = RS = Zy = ' că (54.68) 


Se observă că o linie electrică fără pierderi 
neţonează ca un transformator de impedanţe. 


A P Aaea nia ale 
În cazal particular când I= < (linia în sfert de EEE 
Fi Fi 


andă), se obține: 


a 
p Z 
zf. 

Ža 


(54.69) Fig, 54.3 


Ü sureină pur cupacitivă determină, în acest caz, o impedantă de intrare inductivă, şi invers 
(7, üg. 54.4, a şi b) 

54.3.2. Linia adaptată, Se cere valoarea immpedanţei de sarcină, care asigură anularea 
de tensiune şi de curent, Din ecnaţiile (54.51), cu x =} gi Ti; = 0, se 


componentelor invers 
obtive : 


(a = das şi j 


=- Com Za Ugla rezultă = 


| PAI A 


de unde Up s 


(54.70) 


| 
| 


a 


Fig. 54t 


Înlocuind această valoare în ecuatia (54.67), se observă imediat că si iopedania de intrare 
rezultă egală en Ze (respectiv cu Za), 


“și, prind seama de această relație, din ecuaţiile liuiilor (54.57) se obtive : 
(a) 
Ze 


Ia) = et Ma) 


(54.71) 


LINII ELECTRICE 


Condiția (51.69) e deci necesară si suficientă pentru anularea undelor inverse de ten- 
sinne și de corent în orice punct al liniei. În cazul cînd această condiţie e realizată, linia se 
numeşte adapiaiă și raportul dintre tensiune și curent s egal cu impedanţa caracteristi 
in orice punet al liniei, 

54.3.3. Linia fără distorsiuni. Dacă o linie e adaptată (rel. 54.70) si nu prezintă disper-. 
sune, adică dacă satisface şi condiţia lui Heaviside (54.45), pe linie se propagă numai unde 
ilirecte, cu aceeasi viteză, oricare ar fi frecvența lor, ceea ce asigură lipsa oricărei distorsiuni 
la transmiterea semnalelor nesinusoidale. De aceea, condiţiile 15) şi (54.70) caracterizează 
linia fără distorsiuni, tru care, din relaţiile (54.71), (54.46) şi (54.47) rezultă ; 


că 


san 


nia, D = Zalas Da U (54.733 


CON DUCIOARE 


m IE 


i CÎMPUL ELECTROMAGNETIC 
se ÎN CONDUCTOARE MASIVE 


Studial eireuitelor electrice de curent variabil a fost făcut în cadrul 
a două aproximaţii fundamentale (+, cap. 31): caracterul cvasistaționar al 
regimului de funcţionare si car aeterul filiform al conductoarelor care consti 
tuie circuitul, În studiul liniilor electrice lungi (cap. 53 şi cap. 54) se înlătură 
(în cea mai mare parte) aproximaţia regi imului cvasistaţionar, dar se men- 
tine, de fapt, ipoteza caracterului filiform ak conductoarelor. În cele ce vr- 
mează se vor prezenta cîteva probleme, în care se ia în considerare repartiția 
curentului în cuprinsul conductoarelor, adică se > renunță la aproximaţia carac- 
terului filiforn. În schimb se menţine ipoteza regimului cvasistaționar, adică 


2E 
se neglijează densitatea curentului de deplasare fp = € pe lingă densi- 
i A ng 3 


tatea curentului de conducte J= g E, Cit timp se studiază materiale con- 
ductoare propriu-zise (metale), care au conductivitatea 6 >106Q7?t m1, ipoteza 
regimului cvasistaționar e pe deplin justificată în toate problemele tehnice 
relative la simdiul cîmpului electromagnetic din interiorul lor. 


in adevăr, admiţind o variație sinusoidală cu frecvenţa f == a mărimilor, densitatea 


curentultii de deplasare are valoarea efeciivă Jp = swf, iar densitatea curentului de cou- 
duciie are i ca efectivă J => sE, Regimul evasistaţionar e realizat dacă Jp € Je adică 
dacă cz s, de vnde rezultă pentru palzația de Jueru condiția : 


+ fiind. aga-namitul timp de relaxare al materialului. 


1 


Cu valoarea s = 10% Otet en za ges = 108 gicu wo Êrr se ehține acoperitor 


36 = 
J Z 106 Hz. 


Cele mai mari frecvențe utilizate azi în tehnică fiind de ordinul a 10 000 MHz := 100 Hz, con- 
diția aceasta e totdeauna satisfăcută. De aceea, chiar în regimul general variabil al nadelor 
electromagnetice (v. cap. 57), în care se renunţă în general şi la aproximația regimului 
cvasistaționar şi la aceea a circuitelor filiforme, se neglijează cnreutul de deplasare în 
mediile de conductivitate ridicată, cum efnt metalele. 


398 CONDUCTOARE MASIVE 


55.1, Ecuațiile cimpului electromagnetic în conductoare masive 


5511. Ecuatiile lai Maxwoli pentru conductoare masive. Rezolvarea 
problemelor repartiției curentului în conductoare masive şi a pierderilor prin 
efect Joule-Lenz corespunzătoare se poate face numai pe baza legilor cîmpului 
electromagnetic și, în particular, pe baza ecuațiilor lui Maxwell (par. 29.2, 
vol. I). Aceste ecuaţii stat: 


rot H=3 4? (35.2) 
ai 
ôB 
ot E = — — re 
rot a (55.3) 
div D= ùo, (55.4) 
div 30 (55.5) 


și reprezintă (în ordinea de mai sus) forma locală a legii circuitului, magnetic 
în corpuri imobile, forma locală a legii inducției electromagnetice în medii 
imobile, forma locală a legii fluxului electric şi forma locală a legii 
uzului magnetice. Într-un mediu de permeabilitate u, de permitivitate e şi 


de conductivitate o = — (unde ç e rezistivitatea) și fără cimp electric impri- 


mat (cîmpul electric anii E; e, în general, constant și nu prezintă interes 
în regim variabil), ecuaţiile de mai sus se completează cu relațiile de material : 


aul 
fai 


=H, D= E, J=o0oE= LE (55.6) 
p 


care rezultă respectiv din legea magnetizării temporare, legea polarizației 
E o v z Ki Jér 

electrice temporare și legea condacției electrice (Ohm). În medii omogene, 
mărimile e, ui si © sînt constante, Introducînd relațiile (55.6) în pradie două 


( 


ecuaţii ale lui Maxwell și neglijind densitatea curentului de deplasare — : 


dt 

în conformitate cu cele arătate mai Înainte, se obțin relațiile: 

NR ae Spa 

i rot Masi 

| y òn AB (55.7) 

|i rot E = -y |= m y 

| 

| 


ăi | de 

care reprezintă ecuațiile fundamentale ale câmpului electromagnetic în conduc» 

toare masive omogene. Lund divergenta primei ecuații și ținind seama de ub 
> 


tima ecuaţie a lui Maxwell, roai rezultă că cei trei vectori cirap E, H gi J sînt, 
în acest caz, solenoidali : 


div E == Q 
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în. care 


A == div grad 


pt (55.9) 


e operatorul laplacean şi eliminind cîte una dintre funcțiunile necunoscute, 
se obțin ecuaţiile de ordinul al doilea, satisfăcute de vectorii cîmp H, B, E, J, 


(55.10) 


in problemele de determinare a cimpului trebuie să se observe că ecuaţiile de 
Pp P 
ordinul doi de mai sus an soluţii care sînt legate între ele prin ecuaţiile de or- 
dinul întîi (55.7), Ele trebuie completate, la suprafeţe de discontinnitate, cu 
condițiile de conservare a componentelor tangențiale ale vectorilor E si H 
(v. par. 21.4 şi 22.4. vol. I): 

Es Ta Ees Hs, H, 
şi a componentelor normale ale vectorilor B = uH și J =cE (v. par, 12.2.3 
şi 20.2, vol. D 


(55.11) 


Li 


Hlin, = Hone Of = 0E, (55.12) 


Ba 


Observaţii: a) În cele ce urmează vom studia numai probleme referitoare la re 
gimul permanent sinusoidal, în care se poate utiliza şi reprezentarea în complex, care, în cazi 
vectorilor, se aplică fiecărei componente în parte, conducînd la vectori complecși, funcții numai 
de punct, Dacă E, H si ] sînt imaginile în complex ale vectorilor E, H și J, ecuaţiile (55.7) 
se reprezintă în complex sub forma: 


b) Principalele clase de probleme de câmp electromagnetic care interesează în tehnică 
sint următoarele 2 

— problemele de curenţi turbionari (saw Foucault), in care se studiază surenții iadu agt în 
conductor masiv de un cimp magnetic variabil în timp: 

— problemele de efect pslicular (curenţi de adunţie), în care se studiază repartiția nenni 
fermă a unui curent alternativ dat pe secțiunea conductorului străbătut de ac cur 

— problemele de efect de prozimiiate, în care se studiază modificarea repartiţiei unul 
ent alternativ dat pe sectiunea conductorului, sub acțiunea cîmpului magnetiv al altor cou- 
dactoare vecine. 


niran 


4 
a Foule- 
a] > de pel ie, în conductoare masive 
puterea disipatš pria efect J i -Lenz, într-o portiune Vz a 


conductor, mărginită de o suprafață 2 . Conform legii transformării de energie 
în conductori (SE, par. 31.1), valoarea instantanee a acestei puteri este: 


PA) = Eii) Ei d = (o dv 
Ka 


eu 
IE tii) 
Ma 


Cenform teoremei energiei electromagnetice (v, par. 29d, voi. I, rel. 29.35} 
această putere sc mai “Poate scrie : 


unde primul membru e variaţia energiei electromagnetice instantanee locali- 
zate în Vg, iar al doilea membru e fluxul de energie instantaneu din exterio- 
rul spre interiorul suprafeței © (am operat cu normala interioară in 
dA == = RA, unde då e clementul de arie, orientat spre exterior), adică 
fluxul vectorului Poynting instantaneu 


S= ExH. (55.157) 


În regim permanent periodic interescază numai valoarea medie po o pe- 
rioadă a acestor expresii, adică puterea activă disipată prin efect Joule-Lenz 
în conductor 


T 
pa Bi) = (Po di. 
3 


Deoarece in acest regim şi energia electromagnetică e o funcţiune periodică 
Wha) — Wit + T) media derivatei energiei electromagnetice e nulă: 


Gi 

WALL ag L awo LIT WO =o. 510 

a | dt ma { (T) (Oyl == 0. (55.16) 
9 å 


Rezultă atunci, cu relaţia (55.14) si (55.13), că puterea activă disipată prin 
efect Joule-Lenz se poate calcula în deuă moduri: 

~- fie prin integrala de volum a medici puterii dezvoltate în unitatea de 
vehim : 


| P(t) == || ezear Bi iff; 3 dy (55.17) 
23 Vz 


— fie prin integrala de suprafață a mediei vectorului Poynting (afluxul 
de energie mediu) : 


x BdA; | (55.17% 


Considerăm un bloe de material conductor, de permeabilitate u si conduc- 
tivitate g, limitat spre stînga de o faţă plană, teoretice infinit extinsă, şi ocu- 
înd îutregul semispaţiu drept (fig. 55, 1). Alegem un sistem de axe cartezian, 
sa în figură, cu axa Ox normală pe faţa blocului si dirijată spre imterior. 

Se cere să se studieze pă- 
tranderea cimpului electromag- 
netie repartiția curentului 

est semispaţia conductor, 
că la suprafaţa lui e 

în exterior un cimp 
omogen tangential H, 
orientare e aleasă ca 
care variază sinusoidal 
{origine de fază): 


kH i, cu 


„sia cot. (55.18) 


Se studiază numai regimul per- 
manent si se consideră că, 
datorită extinderii infinite a Fig. 55.1 

blocului în directiile Oy si Oz 

gi a caracterului omogen al cimpului magnetice la suprafaţa lui, toate 
mărimile de stare locală au ucecași valoare în toate punctele oricărui 
plan x == eonst., paralei cu faţa blocului. Altfel spus, toate aceste mărimi 
stot funeţiani numai de x și de t, adică în interiorul blocului : 


H= Ha 0; OBE i J= Je, d. (55.19) 


SLL Repartiția cimpului si a curentului. Deoarece la suprafaţa blo- 
cului se conservă componentele tangentiale ale cîmpului H, valoarea acestuia 
în interior pentru x -> Q trebuie să fie egală cu cîmpul tangențial exterior 
(55.18) 
şi putem admite că în oricare alt punct, H are numai componente după Oz, 
adică 


B(x. ü = k H, (x, Ñ, (35.19) 


HO = Hal) = Hone Bin wt (55.20) 


Din relaţiile (58.10) rezultă atunci că in interiorul blocului această unică 
componentă a cîmpului magnetic satisface ecuația : 


Zi 
în 
ba 


1} 
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În regim permanent sinusoidal, această ecuație se reprezintă în complex sime 
plificat sub forma: 


aH, Z o}; H = H ue ge 

Ja T jep H, = PH, 155.22) 
astfel că 

Ha, D = îm H, y2 2. (55.23) 


Ecuația (55.22) are forma ecuaţiilor (54.10), studiate în teoria liniilor elec- 


trice Tungi. În acest caz, constanta de propozare estes 


y = Viana = x0 + j = V2 get (a > 0), (55.24) 


ro i cya fi - a v j TA 
deoarece Vj = + Ta (| + j} Se obtine o constantă de atenuare egală en 


constanta de fază: 


(35.25) 


Cu aceste notații, soluția generală a ecuaţiei (55,22) este analogă cn relația 
(54.12) + 


Jys 


În acest caz, deoarece blocul conductor e presupus ianit extins (0 <% < 00), 
unda inversà trebuje să se anuleze, pentru a avea so magnetic finit la 


a -> 00, adică Á, = @. Cu x = 0, H, = H(0) = 4; rezultă soluția: 
A, = H, (0e e. (55.26) 
Dar 
Hy zax eaS To 
H0) = Hi = i au (55.47) 
LEI 


e imaginea complexă a cimpului magnetic de la fața blocului (55.20), aga 
că imaginea complexă a papula magnetic din interior, tinfad seama si de 


relația (55.24), se serie: 


mas mjes Omeg YE 
a e + = = v 


E y? 


iar valoarea instantanee se seriet 


H {x d 


m (ot — a), (55.29) 


îi 


Aceasta este o undă elementară directă, puternic atenuată, cu viteza de 
fază v şi lungimea de undă à, date de relațiile (v. par. 54.1.2.) 2 


(55.30) 


D= — = a A = 
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Densitatea de curent J şi intensitatea cîmpulw electric E se deduc din prima 
ecuaţie a lui Maxwell (55.7), observind că, decarece H == kH, {x.t}, singurele 
componente nenule ale rotorului lui H, şi deci ale acestor vectori, sînt 
dirijate după Oy (adică paralel cu fata blocului și perpendicular pe direcția 
ioi Fă (v. fig. 55.0: 


J=rt H= jJ p B = l J= j E(x t). (53.31) 
E g 


Dezvoltind rotorul lai H se obţine cu relaţiile (55.28) si (55.25) in complex : 


(55.32) 


cu valorile instantanee 


la i) = aHousl Î e“ ain | ot = gy -+ =) | 
(55.33) 


M p 
EiS i) = — H 
7 F 
pe Toa » A 2 è re 
defazate cu — înaintea cìimpului magnetice (fig. 55.2). 
Valoarea efectivă a intensitäti cîmpului electric la suprafata conductorului 
rezultă : 


ia i 


Fig. 55.2 


JASIV 


DUCTOAR 


e valoarea efectivă a intensității câmpului magnetic la 


* 


suprafata conductorului. 


55.2.2, Pierderile de putere. Deoarece E = jE, și U = kH,. vectorul 
densităţii fluxului de energie, adică vectorul Paa (55.15) e dirijat în 
censul x-lor pozitivi (în care se propagă undele elementare F (x,t) si Pix), 


=E x H =j x REA, = 1E,H, = iS (x. t). (55.85) 
Cu relaţiile (55.29) si (55.33) rezultă valoarea instantanee : 
E ~AN e y Kad LOR 
H? e “sta (ot -— zx) sin | WÉ oe AA o | 
a i | 4] 


SA 


d Day aa TE Rei 
cos i A este Baa d- (55.30; 


Asa cum stim, imărinea | 
prin unitatea de suprafață (a planelor x = const.) Acest aflux de energie 
provine de la cimpul electromagnetic exterior și seade rapit o dată cu pă- 
tronderea în conductor. Deoarece în yegim periodic energia electromag- 
metică a cîmpului nu variază în medie (cel. 35.10), valoarea medie pe o p 
rioadă a vectorului Poynting scade cu distanța v, datorită exclusiv faptului 
că acoperă pierderile locale de putere prin efect Jonle-Lenz. Practic, aceste 
pierderi locale sînt importante numai aproape de suprafața blocului, nude 

li 


— . Valoarea aportului de putere instantanee prin unitatea de supra- 
2x À : i 


reprezintă puterea instantanee transinisà 


P m 


față a conductorului este 


S40, t) = Sol) = = Su 


cos [2 ci q- a 
. 4 


şi are ca medie în timp puterea activă specifică (primită prin unitatea de su- 
pratață) + i 


|. (55.37) 
| 
i 


| 


care acoperă pierderile medii de putere prin efect Joule-Lenz în conductor. 


59.2.3. Adîncimea de pătrundere. Atit cimpul electric și cel magnetic 
cît și densitatea de curent au valori importante numai în vecinătatea su- 
prateţei conductorului, valorile lor efective scăzînd exponențial o dată cu 
depărtarea de la suprafața conductorului. Dim relaţiile (55.33) rezultă : 


E po a: ARI mu (35.38) 


pax 


(v. eurba plină din fg. 55.3), 


Se numește adincime de pătrundere (sau adincime echivalentă de pătrun- 
dere) a câmpului electromaguetic în semispaţiul conductor distanța 3 de la 
suprafaţa acestui semispația, pe care ar trebui repartizat în mod uniform 
si sinfazie curentul total, pentru ca pie rderiie de putere activă să fe atc- 


easi. 


} 


Curentul total 
tiile (55.32): 


înălțimea a Gu sensul Oz) este în complex eu rola 


w 


i EA dx se 


y 


i dx =: al HA0) = 


= atly 


si oare valoarea efectivă: 


[sa aHa, 


Dacă ar É repartizat uniform si sim- 
p 


5. 
fazic pe grosimea 5, ar avea o densitate 
de curent echivaler (efectivă) : 

T i 55.40 
ad y echivalent aa (35.49) 


+. curba BERCEA din fig. 55. 3). 


obtine egalînd pierderile. reale de putere 

sctivă cu cel s-ar obține cu repar- 

tiţia uniformă a curentului în ste atui de 
grosime 5, 

Pentru o porțiune BERA de arie A = 

ív. Bg. 55.4), p 


Dacă curentul (55.39) ar A uniform repartizat pe grosimea 5, ar determina ini 
volumul paralelipipedice a.-b, corespunzător ariei A (v, fig, 55.4), pierderile 
de putere: 


Po Rpa lb A ear 6 (35.42) 
o aÀ 2 32 


Egalind aceste valori, rezultă pentru adincimea de pătrundere expresia : 


Din această relație rezultă că adîncimea de pătrun- 
dere e o caracteristică a materialului, invers propor- 
țională cu rădăcina pătrată a frecvenţei, Această 
caracteristică e utilă atit pentru calculul pierderilor 
de putere (ca şi cum întregul curent ar îi repartizat 
uniform la suprafața blocului pe grosimea ð}, 
cît şi pentru a aprecia cu aproximație pătrunderea 
câmpului electromagnetie în mediul VOR noros : 
pentru x = $ cîmpurile H, E Jy scad de e rx 
~ : 2,1 18ori, iar vectorul Poy nting de e? az 7,389 ai 
În tabela 55.1 sînt indicate cîteva valori ale adto 


cimii de pătrundere. 


Dbservuţie: Teoria dezvolt 
numai pentru semispaţiul cor č 
conductor oarecare finit, y 
curbură minimă a suprafetei sint foarte mari faţă 
de adîncimea de pătrundere spunzätoare frecventei 
de lucru, această teorie se poate aplica local cu bună 
aproximaţie, permițind calculul pierderilor de putere 
activă, care revin unității de suprafață, cu formula (35,37), 
5 de valoarea efectivă a câmpului magnetic exterior tangential (sau a celui electric). 
caz se mai spune că pierderile au fost calculate cu metoda adincimii de 
irondere, Deoarece  adtucimea de pătrundere e invers proporțională cu rădăcina 


aici € riguros exat 
finit, În cazul unui 
i i raza de 


pe 
pătrată a frecvenței de lucru, la frecvențe suficient de înalte se poate Întotdeauna 
aplica această metodă. În cazul unui conductor cilindric de cupru, de rază a = 2 mm, la 


f= 59 Hz, 3 lem > av. tabela 55.1) şi nu se poate face nici un fel de analogie cu 
problema semispaţiului conductor infinit; la frecvenţa f = 0,5 MHz însă 8 œ 9,1 mm €a 
suprafaţa exterioară a conductorului cu o rază de curbură mult mai mare decit adîncimea de 


pătrundere poate fi asimilată cu suprafața semispaţiului conductor (v. şi par. 36.3). 


Materialul 


0.095.105 
Pier (cu uz 200) 0018.10 
Apa de mare (valori 

indicative) 


Sol (valori indieative)| 


j 
Cupru | 
i 
| 


55.3, Probleme de curenti turbionari 


Se numesc curenți turbionari sau curemi Foucault, curenţii indusi în- 
treuu conductor masiy de un cîmp magnetic variabil în timp. 

În aplicațiile tehnice, curenții turbionari apar în miezurile feromagne- 
tice ale circuitelor magnetice din mașinile și aparatele electrice de curent 
alternativ, determinînd pierderi suplimentare de putere prin efect Joule-Lenz 
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par, 49.4.3.) si înrăutăţind functionarea acestor masini şi aparate. 
Totodată, exis si numeroase aplicaţii utile ale acestor curenți: încălzirea 
electrică prin inducție (în care se utilizează puterea dezvoltată de acești 
curenti oe a încălzi şi chiar pentru a topi conductorul), frînele și am- 
breiajele electromagnetice de inducție (în care se utilizează forțele pe care 
cimpul magnetice le exercită asupra conductorului parcurs de acesti 
i) ete. 
Deoarece, prin ae n curenților turbionari şi a cimpului magnetic 
limentar, produs de acești curenţi (numit şi cimp magne etic de reacțiune 
al curenților turbionari), repartiţia cîmpului magnetic în cuprinsul conduc- 
torului este mai mult sau mai pujin influențată, revolvarea exactă a acestor 
probleme necesită utilizarea ecuațiilor generale (55.0). În cazurile limită ale 
frecvențelor joase (cîmp magnetie de reacțiune neglijabil) si ale frecven 
telor în nalte fadîncirae de pătrundere mică fată de dimensiunile conductor alii) 
utilizează metode aproximative, aşa cum arătăm în cele ce urmează. 


se 


55.3.1. Pierderi prin curenţi turbionari în tole feromagnetice. Miezul 
fe 'omagnetie al unui circuit magnetic, cu o înfăşurare de curent alternativ 
(fig. 55, 5, 0), e străbātut de un flux magnetice Ọ = Ọ„ sinah, sub ac- 
țiunea căruia se indue curenți cu liniile de curent continute în plane trans- 
versale faţă de liniile cimpului magnetic (în fig. 55, 5, a sînt indicate sen- 
surile de referinţă pentru acești curenti, de densitate J sensurile reale instan- 
tanee depinzind de momentul din perioadă considerat). Pentru a reduce pier- 
derile de putere determinate de acești curenți (pierderile din fier prin curenți 
turbionari), se divizează miezul în tole izolate între ele (v. fig. 55.5, b, unde 
pentru claritatea desenului, s-au figurat numai trei tole) ceea ce măreşte 
rezistența căilor de închidere ale acestor 
curenți și reduce intensitatea lor. Cone 
siderăm o astfel de tolă (fig. 55.6) de 
înălțime fi, de lăţime } şi de grosime A 
foarte mică 


Ai Ah — (6544 


me CON DUCTOARE 


amină puterea activă dezvoltată în tolă de curenţii tadagi, în ipo- 
i se neglijează cimpul magnetic de reacțiune al acestor curenti În 
u această ipoteză și alegind axele ca în figura 55.6, inducția magnet 
i e un cîmp omogen, dirijat dupi axa Üz 


B = kB (0, 


cn valoarea instantanee si reprezentarea În complex: 


? BA zic: 


(55.40) 


Deoarece tola e foarte subtire (v. rel. 55. 44), o putem considera mtinit ex- 
tinsă, din punctul de vedere al vepartiţiei curentului în zona el central 
(adică neglițină întoarcerea liniilor de curent la marginile ei). Putem + 


mite atunci că densitatea de curent J = oE, care la fețele x «s -p 


trebuie să fie tangenţială, e dirijată în sensul axei Oy si depinde numai de 
variabila spațială x: 


I =, E= jE% t), (55.47) 


cu valorile instantanee si aa în TORE 


Intensitatea PE electric indus in tolă E se poate calcula din inducția 
magnetică B cu ajutorul celei de-a doua ecuații a lui Maxwell (v. a doua 
rel 55.7), care reprezintă forma locală a legii inducției electromagnetice. 

Reţinind numai singura componentă nenulă a acestei ecuaţii (după 02) se 
obţine : 


pa) (55.40) 


san, în complex, 


E (a) = ah 
A e joB, = (35.30) 
ar 
integrind, 
A B | rame zi 
za me ca -> const, (53.51) 


PA 


Constanta de integrare este nulă, deoarece, din motive de simetrie, 


şi rezultă 


cu valoarea instantanee : 


š (55 24) 


ignali cu frecvența, sint defazaţi în urma fluxului 


pa 
Pt 
e 
i 
= 
pă 
© 
Ș 
ES 
v 
Ká 
5 
ee] 
ji 
g= 
Fy 
a 
ST 
S 
E 


magnetje ou și la stadiul cielalui de magnetizare al 


zrosimea tolei, Densi- 


de fier) si pa ză lini ar {cu x) in 


bobinei cu mit 


volum pate prin efect Joule rezultă : 
aè ENET (55.35) 
P { zar MAT COS 2 tot). {0999} 
2 instantanee în Întreaga tolă se obtine prin iut 
fr Eh da, 
A 
a 


Pin = 


(53.56) 


Pi (t) = z fh 092 205 Bi t 
j i 54 


I cos 2ot), 


Puterea activă disipată de curenții turbionari în tolă se obţine luind 
media pe o perioadă a acestei expresii, Cu o == 2nf rezultă : 
Pt) == (A lh) zi Î o BA foj 155.57) 
S I 
Pierderile specifice prin curenți turbionari (adică pierderile pe unitatea 


de volum a tolei) se calculează împărțind această putere la volumul A b-h- 
i i 


al tole inlocuind si conductivitatea o == — în funcţie de rezistivitate, 


se obtine expresia : 


utilizată în studiul bobinei cu miez de fier (vel. 40.08). 


Observatii: a) Aceste pierderi an fost calculate la frecvenţe suiicient de joase, pentru 
împul magnetic al curenților induzi. Cum această aproximaţie corespunde negli- 
piei cfr upulai magnetic în cuprinsul tolei, rezultă, prin comparație cu studiul eñn- 
ispaţial conductor, că această aproximaţie corespunde cazului cind grosimea tolei 
A faţă de adincimea de pătrundere : ; 


pulvi în s 
= foarte nu 


lu praztăcă, 
diul e 


b) Pierderile. 
gi cu pătratul g i Ci sa A Fre renia şi tole s date: T arale tolor gi ma 
trics trebuie să asigure o inducție maximă cernpatibilă cu pierderi admisibile, 

c) Pierderile sint invers proporționale cun rezistivitatea tolelor. De aceea se utilizea: ză 
tole cu rezistivitatea sporită, prin îmbogățirea fiernlui cu siliciu, Se ajuuge astfel la pierderi 
prin curenți turbion kg peniru Bpay de ordinul a | 64 gauss) în prac. 
tică interesează însă p le, care includ gi pierderile prin cu valori de ace- 
laşi ordin de mărime 


F 


è rialta, in ni 


3 probleme de încălzire 
şarie în cupi 


ib 
le inductie fără fier 
2] 


55.3.2. Încălzirea prin inductie la frecve 


superficială prin me drpic — e 
(S în fig. 55.7, a) rălirea superfici se cilindrice (F În 57 b) sub acţiunea 
H., 
A 
, je 
j A ij 
i ă li 
| PA 
i pre ii 
| $ fi fă ji 
i i i Â Îi 
i í ii 4 sf 
i Popa | 
i i | L dă į 
sa į į {X g] 
| (e Sau 
pl | 
tezas iX 
a ei C 


unui cimp magnetic de frecvenţă relativ înaltă (din punctul de vedere al pătrunderii cîmpului 
în materialul conductor încălzit), produs de o bobină inductoare B — se poate admite urmă: 
toarea schematizare (fig. 55.7, c): un corp conductor cilindric, de rază a si înălțime h e sue 
pus actiunii wani cîmp magnetic tangenţial sinusoidal 


B0) = Ha, sn ot = Ho, AE sin cot, (55.60) 
În corpul conductor, de condactivitate o şi permeabilitate p, se induc curenţi turbionari și se 


cere puterea activă totală disipată de aceşti curenţi. Dacă frecvența e snlicieni de înaltă, pen- 
tru ca adincimea de pătrundere a cîmpului să fie mică faţă de raza conductorului 


(55.61) 


curenţii turbionari au linii de cimp circulare, localizate în iuediata apropiere a suprafeței 
conductorului, Încălzirea e deci superficială, dar căldura se transite prin conducție gi res- 
tului conductorului, dacă timpul de încălzire e suficient de mare (cazul topirii unei şarje în 
cuptoare). Adincimea de pătrundere fiind mică, se poate calcula puterea cu formula (53.317) 
de la semispaţiul conductor, considerînd cîmpul omogen repartizat (ceea ce reprezintă o primă 


aproximație) pe întreaga suprafaţă laterală 


zak S Hb W] (55.62) 


~ 


Cimpa! exterior H, trebuie calculat sepa arat, tiniud seama de confignrapia bobinei inductoare 
care îl produce. În cazul din figura 55.7, a, în care bobina e un solenoid drept, suficient de 
lung, cu N, spire pe unitatea de lungime, parcurs dè curentul efectiv Î, se poate scrie 
(v. par. 21.5.1, vol. I): 


| As 


m 


= 7 | 
90; 


li 


EFECTUL PELICULA 


Dacă un carent variabil i(t) parcurge un conductor cilindric rectiliniv 
(fig. 56.1), repartiția curentului nu se mai face uniform pe secţiunea conduc 
torului, ca în regim staționar (în curent 
continuu), În regim variabil, densitatea de 
curent are valori mai mici în axul con- 
ductorului si mai mari la periferia secţiunii 
acestuia, Acest fenomen se numește efect 
pelicular (sau efect skir — de la cuvîntul 
skin —— piele, în limba engleză) sau efect 
de refulare a curentului și are următoa- 
rele consecințe : sporirea pierderilor de pu- 
tere prin efect Joule-Lenz în conductor 
(pierderi, care fiind proporționale cu pătratul 
densităţii de curent, sînt minime la repar- Fie, 56.1 
titia uniformă a aceluiaşi curent total), 
sporirea rezistenței echivalente a conductorului, reducerea induetivitătii fui 
interioare şi dependența tuturor acestor mărimi de frecvenţa de lucru. 


561 Problemele efectului pelieujar 


56.1.1. Analiza calitativă si interpretarea efectului pelicwar. Modi- 
fcarca repartiției curentului alternativ pe secţiunea conductorului o dată 
cu creşterea frecvenței se datorește curenților suplimentari, induși de cîmpul 
magnetic variabil în timp din interiorul conductorului. 

Din punctul de vedere al pătrunderii cîmpului electromagnetic în conductoare 
(par. 55.2), efectul pelicular se poate analiza în functie de raportul dintre 
raza a a conductorului și adîncimea de pătrundere à. 


2 = ax = aY nfop (56.1) 
ă 


În. curent continuu, acest raport e nul (f == 0) şi curentul se reparti- 
zează uniform pe secţiune (v. fig. 56.2, unde se reprezintă valoarea efec- 
tivă a densităţii de curent ca funcţie de raza conductorului, cazul a). 

: ci dă ` d E i : 
La frecvenţe suficient de joase, astfel ca d >a şi — < 1, pătrunderea 
ô 

cîimpului electromagnetic în conductor începe să fie incompletă şi densitatea 
de curent e mai mică în ax (fig. 56.2, b). Aceasta e efectul pelicular slab, în 
care, în primă aproximaţie, se poate neglija cîmpul magnetice suplimentar al 
curenților induși (v. par. 56.2). 

La frecvenţe mai înalte, adîncimea de pătrundere scade şi ajunge de ace- 


y s a > >» v Q o d 3 °? x 3 
lași ordin cu raza conductorulni, adică 5 ~ a şi — ~ 1. În acest caz, pătrunderea 
è 


MASIVE 


tromagnetic e parţială și efectul de refulare a curentului e hnpor- 

ae efectul pelicular mediu vare determinarea repar- 

tiției curentului se poate face numai întegrânii 

ecuațiile io pular (55.6), ceca ce conduce la 
caleule relativ complicate*. 

La frecvente foarte înalte, adincimea de 

rundere e foarte mică raza cmd 


p 
torului, adică -ga gi- În acest caz, 
S 
cimpul eleciromagnetie pătrunde, practic. munai 
Aa într-un strat superficial, de ordinul adinci: 
iz d 


pătrundere, cu o repartiție practic identi 
aceea studiată în cazal semi pațiului conduc 
infinit (fig. 50.2, d ta e efectul pe 
nat (sau pronunțat), care se studiază as 
San suprafaţa conductorului cu aceea a unui 
spațiu conductor fv, par. 56.3). 

Din punctul de vedere al teoriei circuitelor 
electrice, efectul pelicular poate fi exphcat, asi- 
milînd conductorul masiv cu un ansamblu de 
conductoare tubulare concentrice, cu pereti su- 
Beient de subțiri, pentru ca în cuprinsul ficcăruia 
repartiția curentului să poată f considerată 
uniformă. În acest caz, conductoarele din in- 
terior sînt înlănțuite de mai multe linii de 
imp magnetic, au o inductivitate mai mare și a impedanţă mai mare si 
drept urmare —- au un curent mai mie. 


Q analiză mai exactă se poate face în cazul simpla cînd conductorul studiat (Gz. 356.1) 
e asimilat unui siate de donă conductoare caneentrice (1) şi (2), conectate în paralel (fg. 56.3), 
Oricum s-ar considera închis prin exterior (curba Lex) cireuitul fiecăruia dintre aceste 
două conductoare, pentru a defini inductivităţile lor L, gi a: ele admit schera echivalentă 
alin figura 56.4, a, în care apare şi înduruxitatea lor mutuală YA 3g Și rezistențele lor R, 


N 
Da 


yi d 


X 
SS 


alar da con- 


val, 1y, 


n ă (i viei, bazele teoretice ale eleciroteinicii, 
rezolvat prin metoda 


“luctorial 


voi 
27.4, 


i se descompun 
suprateţe a 
care înlănțuie şi celălalt, e 
are inlănțuie numi 


i par, 


de cimp 


(56.2) 


a se seriu criza 


Pentru a stabili repart 


-Ra jo (La SR 
Re me (50.4) 
Riy Hioba 


Se constată că repartitia curenților în cele două conductoare, echivalente cu două bobine 
umpiate magnetic și actate în paralel, e hotărită de rezistenţela lor și de reactanţele Le 
de dispersiune, în a zu schema echivalentă mai simplă din figura 56.4, b. 

ln cazul celor două cunânctoare concentrice considerate mai sus, orice linie de cimp {de 
CX Ca —- fi. 56.2) care tulănțuie conductorul (2), înlănțnie si conductorul (1) diu interiorul 
bn (2), Nu există deci fux de dispersiune a ui (2) faţă de (1), adică M. Există însă 
kinn in „cîmp ale conductorului (1) care no înlânțuie pe (2), (de ex. C -~ 56.3} De accea 


Fii Ču aceste valori repartiția curentului, (56,4), devine: 
Li ER 
LA jo Lh N 
Se observă că en cit fr pja e mal mare, ca atăt acest raport diferă de valoarea corespun- 
vare repartiției de corent continuu, enrentul J, fiind mai mie, Dacă ow, h0 şi Jal 


e întregul E trece anna prin coudeetorul tubular exterior, în acord ca fenomen 
de efect polie ular. 

56.1.2. Rezistenţa echivalentă. in curent alternativ şi factorul îu alter- 
nativ. În cazul efectului pelicular, circuitul nu mai. poate fi considerat fili- 
form si legea condueţiei. electrice nu mai poate fi pusă sub forma relatiei (31.9). 


pentru o latură pasivă devine: 


u; = RI, (56.6) 


E ds depinde 


Într-adevăr. in acest caz, tensiunea În Jungol Hrubni t;s 


DL 


de linia de curent C, in lungul căreia se calculează (între capetele conduc- 
sc ata, și, ca urmare, rezistenta cundustoralui nu se mai poate defini prin 
relatia (56.6) ca în curent centinnu. Puterea activă disipată prin efeet Joule- 
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Lenz în conductor se poate însă calcula și în cazul unei repartitii neuniforme 
a curentului, şi. anume cu relatia (55. 17, respectiv (55.17). Cunoscind aceas- 
tă putere, prin integrare pe volumul conductorului, respectiv pe suprafaţa 
Îmi exterioară, rezistenţa în curent alternativ a conductorului se definește 
prin relaţia < 


|R, =£ |= Rao) 


şi este o funcţie de frecvență. 
Citul dintre această rezistenţă si rezistența R, în cursat continuu a acestui 
conductor se numeşte facierul de creștere ci rezistenţa în curent aliernativ: 


Zi 
D 
Kad 


k, ER A TE saca) = AEN . (56, 8) 
R R@ 
sau, scurt, factorul în alternativ al conductorului, Acest factor depinde numai 
de forma și natura conductorului şi de frecvenţă, şi determinarea lui reprezintă 
principalul obiectiv al cercetărilor în domeniul efectului pelicular, 

În domeniul efectului pelicular slab (cînd ò >a), factorul în alter- 
nativ e puțin diferit de unitate și determinarea lui se poate face cu metoda 
iteraţiei (par, 56.2); în domeniul efectului pelicular net (cînd $ < a), factorul 
in alternativ e mult supraunitar și determinarea lui se poate face cu metoda 
adîacimii de pătrundere (par, 56.3); între aceste două situații extreme se 
poate folosi numa; metoda exactă a inte- 
gării ecuaţiilor cîmpului. 


56.2. Efectul pelicular slab in conductorul 


cilindric, studiat cu inctoda iteraţiei 


Considerăm un conductor cilindric cir- 
cular drept (fig. 56.5) de rază a și de lun- 
gime | foarte mare (Ia), avind conducti- 
vitatea © și permeabilitatea magnetică p, 
străbătut în regim permanent de curentul 


i= I \2sn otz I= IL. (569) 
wr Alegînd sistemul de coordonate cilindrice (r, 
6, z) din. figură, se observă că din motive de 


simetrie vectorii J și E nu au sale come 
ponente axiale, vectori H și B n 


E 


E SE ae 


au decit 
componente tangenţiale și toți ac ta A vectori 
nu depind decât” de coordonata spațială r gi 


de timp: 
E= E (ru, ; da a (i 
Fig, 36.5 Ha Hr iB 


{56.10} 
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56.2.1. Metoda iteraţiei. aplicabilă în cazul unui etect peheular slab, 
consistă în următoarele : 

a) Se calculează cu legea circuitului magnetic cimpul magnetic Her, ¢) 
pe care l-ar r produce cureutul total I, dacă ar fi uniform repartizat pe secţiunea 


conductorului { ca în curent continui), adică cu densitatea omogenă : 


o io (Ñ = = sin wi. 156.11) 


b) Se calculează cu legea indncției electromagnetice cimpul electric su- 
plimentar E, (r, t) indus de cîmpul magnetic Hr, t) si densitatea de curent 
suplimentară Jı (r, D=oEu(r, t). În acest calcul, deoarece Je a fost dedus 
dim curentul total Î, densitatea de curent J}, reprezintă o corecție care nu 
modifică valoarea curentului total, adică aduce o contribatie totală savlă pe 
intreaga secţiune § a conductorului, 


iy AA = 0. 156.42) 


AER ai) 


c) la primă aproximaţie se neglijează cimpul magnetice M, (r, t), prodas 
de curenții cu densitatea Ja din punctul de vedere al contribuției lui P de- 
terminarea câmpului electric indus. În această primă aproximaţie se consi- 
deră că densitatea de curent din conductor este 


Firid = Ja 4 Alr t) (56.13) 


si se calenlează cu această expresie puterea activă de pierderi : 


(36.44) 


din care se deduce rezistenţa în curent alternativ cu relația (50.7) si factorul 
în curent alternativ cu relatia (56.8). 

În principiu acest mod de calcul s-ar putea repeta oricât, trecind succe- 
siy prin etape analoge cu a şi b (ceea ce explică denumirea metodei). De exem- 
plu, pentru o aproximaţie mai bună s-ar putea calcula şi cimpul H}, produs 
de curenţii cu densitatea Jy și curenţii < suplimentari induși de acest cîmp, cu 
itatea Ja = oE, coneiderthdu-se că Jada t Ji + Ja Practic, caleu- 
lele se compli că atît de mult, încît metoda se foloseşte numai la efect peli- 
culaz slab, în care caz |, ||| și nu mai e necesară o nouă iterație, 


ag 


56.2.2. Determinarea intensității de curent în prima iterație. 


a) Caleuläm cîmpul Hys aplicîn ud legea circuitului magnetic vuei linii de 


ts 


cimp interioare {T} de rază r: 


(7, 1). aplhicind 


oulăm cimpul electri fit t) 
„cu aria afinite- 


b Ca 


- + e o 7 we R, R Fă zi 2 
iadactiei ctectromaznetiee contarului ABER 


zimală f dr: 


SU 


(50. li 


care ge putea serie și direct cu relațiile (35.6), exprimind rotorul ie coordovnte 
cibndriee. Cu relaţia (50.15) se obtine: 


AE n d} 
êr 2 di 


si integral : 


unde C este o constantă de integrare. Cu legea loi Ohim se obtine densitatea J; 
a curenților suplimentari indusi : 


1y 


ir. t) sec Fair, t) = op d/a a j- c} (56.18 
1 F 


Constanta C se determină din conditia (56.12). care. cu d- == 2rrdr. se serje: 


T i : 3 aa CA sa 
Jur. rar == 0 (56.40) 


ü 


sau 


fir: A nie | a - 
0 == IE -> Chrdr= S C p Ce -ef (56 207 
yf i 2 £ 
a 
Cu relațiile (56.18), (56.20) si (56.11) rezultă : 
pr — A cos aan 2o A cos et. (56.21y 
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unde am introdus parametrul g == caracteristic studiului cîmpului electro- 


magnetic în conductoare masive (v. rel. 55.25). 


vj 


55.2 
€) În primă aproximaţie, densitatea de curent totală rezultă: 
SA pEi PENE iVă , x Ia a? reia 
Jen se dal) + Jur) = pg sin ot + 3 2 |n =g] eos ot. (56.22) 
Deoarece aceste două componente sînt în cuadratură, pătratul valorii efective 
a rezultante) e egal cu suma pătratelor valorilor efective ale componentelor : 


& 


ăia F? AA i o aă2 
Jir) PO i: A 2 p ăi E PÈ mo ea a 
i + Tie e r | 3 
I2 | „ăi m 2 arie it 
= în ME Ba |r -— —] j. (50.23 
2 a2 | 4 2; 


56.2.3. Determinarea pierderilor si a factorului în alternativ. Cu rela- 
tiile (50.14) și (56.23) rezultă puterea activă de pierderi pe lungimea L 


cu do = 2rrdri), 
a 


25i er. P ENT _ Pia a 
pa | = E (rieta + Cl rdr, (36.24) 
Tat e 4 41] 

G 


Pi i atat 
P= + E (56.25} 
zale | 48 l 
Ca relația (56.7) rezultă rezistența în curent alternativ : 
P A SE A că pă ` + 
R= 2 A A Be scai (56.26) 
Į? a ma} 4S ? 


gi deoarece rezistența în curent continuu este Ry == —— factorul în alter- 


a 
era 
nativ rezultă | 


P i gt ~- ljan A ak 
ke, E ] Je x 4 ii + Pace [3] FI (56.27) 
R, 48 4813) 


Deoarece cu această metodă au obţinni namal o primă aproximație, rezultatul e vala- 
bil în măsura în care termenul de corecție e raie faţă de unitate, adică dacă 


a À. 


Piata seama că e 


27 LE ș (56.28) 


l Î oue A e aei Po aa ir n,e 
Q m e m | e = Y af no se Vrfaruga = 2n 107 l fe 
è 2 a : lü 


rezultă pentru facioral în alternativ expresia : 


ka = 1 4 — Id mtuz 02 ft af, l (36.29) 
= 
tă 


271668 
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La frecvenţe joase, factorul în curent alternativ diferă de unitate cu un termen de co- 
rectie kg — l, care creşte cu pătratul frecvenţei şi cu puterea a patra a razei conductorului, 
În paragraful următor vom vedea că la frecvenţe foarte înalte factorul din alternativ k, creste 
cu rădăcina pătrată a frecvenţei şi e proporțional cu raza conductorului, 


36.3. Studiul efectului pelicolar net 


cu metoda adîncimii de pătruadere 


Considerăm un conductor cilindric drept de secţiune transversală oare- 
a ea pA g a | Ares a a w ec o 
care (fig. 56.6) străbătut de curentul i = IV 2 sint. Dacă frecvenţa e suficient 
de mare şi raza de cur! 


hură a conturului secțiunii conductorului e peste tot 
mare față de adincimea de pătrundere, se 
poate asimila local suprafata acestui conduc- 
tor cu aceea a semispaţiului infinit și puterea 
activă absorbită prin unitatea de suprafată 
este în fiecare punct dată de relaţia (55.37): 


p Q rra TP pS 
— = 2 He k (56,30 
Bač E6630) 


Puterea totală absorbită se poate determina 
integrînd această expresie pe suprafața late» 
rală a conductorului de lungime l, cu elemen- 
tele de arie | ds. Se obține integrala : 


P= lt | 3,jäs, (56.31) 
is 
F 


efectuată pe conturul I al secpiunii transversale a conductorului. 
Câmpul H, urmînd a fi determinat separat. en împlinirea condiţiei impuse 
de legea circuitului magnetic 


$ Hoapds = ] (56.32) 
r 


(din cauza efectului pelicular net liniile câmpului magnetic exterior sint prac- 
tic tangente la suprafaţa conductorului). i 
Dacă cîmpul magnetic exterior Hg e practice constant in modul în lungul 


acestui contur, şi dacă p =$ ds e perimetrul sectiunii transversale, expre- 
siile (560.31) si (46.32) devin: 


P = pl= Hy s T= pHop 
F 


Rezultă : 
~- pierderile de putere activă : 


% | 
a 
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(56.35) 
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Exemplu: În cazul conductorului cilindric de secțiane circulară (fig. 56.7) de rază a, 


aria A = ma? și p= 2ra, astfel că se obţine: 


E irfori, (36.36) 


proporţional cu raza conductorului şi cu rădăcina pătrată a frecventei. 

Observaţie: Teoria semispaţiului conductor infinit arată că la suprafața conduce- 
torului densitatea de curent e proporțională cu intensitatea cîmpului magnetic exterior tan- 
genţial. De aceea, la frecvențe înalte, curentul se concentrează în porțiunile periferiei conduc- 
toarelor, unde cîmpul magnetic e mai intens —— indiferent de faptul dacă această situaţie e rea- 
lizată la margini interioare sau exterioare sistemului de conductoare considerat (v, fig. 56.5, ași b) 


RADIAȚIA UNDELOR 
ELEC TRO! Ms AGNE TI CE 


|. RADIAȚIA UNDELOR ELECTROMAGNETICE 
mid 7.| DE CĂTRE CIRCUITE LA FRECVEN TE, ÎNALTE 
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La frecvenţe suficient de înalte, cîmpul eleciromagneiie variabil în tin p 
se prezintă sub formă de unde electromagnetice care se propagă cu viteză 
finită, Determinarea unui astfel de cîmp implică rezolvarea ecuaţiilor lui Max- 
well (55.2 ... 55.5), completate cu legile de material (55.6), fără să se mai ne- 
siăjeze densitatea curentului de deplasare. Prin inducţie electromagnetică, 
relatia (55.3), cîmpul Aa enotie variabil în timp produce un cîmp electric, i iar 
prin efectul curentului de de; plasare, cîmpul electric variabil în timp produce 
cimp magnetic. Latura electrici $ și latura magnetică a cîmpulvi se conditio- 
nează reciproc, chiar în vid, asigurînd existența undelor electromagnetice 
independent de prezența corpurilor în regiunea considerată, Aceste unde clec- 
tromagnetice se pot „desprinde“ de circuitele care le-au dat naștere, propa- 
gîsdu-se la distanțe extrem de mari și transmilînd o parte din energia circenis 
telor, sub o formă specifică cîmpului electromagnetic. De aceea, la frecvențe 
înalte are loc fenomenul radiației circuitelor, prin care acestea pierd o parte 
din puterea primită pe la borne, cedind-o undelor electromagnetice emise în 
mediul înconjurător, 


T 


În vol, Î, paragraful 29.3 şi 29.4.1. am studiat cea mai simplă undă electromagnetică, 
şi auume unda electromagnetică plană, fără vreo preocupare referitoare ia modul cum poate 
fñ generată o astfel) de undă. În acest capitol vom prezenta problemele radiaţiei undelor de 
către circuite, considerind cel mai simpli ireuit electric radiant: dipolul electric elementar 
variabil în timp. Acest circuit. se mai n e oscilatorul electric elementar sau oscilatorul 
lot IJertz, deoarece a fost studiat și cor instruit pentru prima dată de f. Hertui, care a rev 
(în 1888) să pună în evidenţă experimental undele electromagnetice şi identitatea ca ele 
undelor lumiuoase, în acord cu prevederile teoriei elaborate de Maxwell (1585), după intro- 
dneerea cureniulii de deplasare (1862) în teoria fenomenelor electrice şi magneties. 


Prublemele radiaţiei + Waletor electromagnetice de către ciceuite de carent 
il se rezolvă mai usor cu le ec potenţiale! lor electredinamice 
Jectromagnetic. Aceste potențiale generalizează pentru cimpuri 


i Pentru detalii privind experientele lui Hertz și aspectele experimentale în ] 
cu undele electromagnetice, se poate consulta și Curs de Fizică Generalii. vol. 2. par, 
urmățoarele, de S, E. Eriş şt A. V. Timoreva ed. II. Ed. tehnică, 1955. 
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bile în th ne uni naile derivate numite potențial magnetic vector (v. par 
vol. I) e ai al electric scalar (v. potențialul electrostatic, par. 6.4, vol 
introduse m tudini cimperior A eeea magnetice, respectiv electrice. 

Astfel, legea fluxului magnetic (53.5 „5) e identic satistăentă dacă se intro- 


a electrodinamie vector A,, a relația 


B = rot A (57.1) 


% 


»urece div rot == 0). Pentru a defini Însă univoc un asemenea potenţial, 
este necesară impunerea valorii mărimii div A, deoarece un cfs de 
vectori e complet caracterizat nu numai de rotorul său, ci şi de divergenta 
sa. Condiţia care fixează divergenţa potenţialului vector se numeşte condiţii 
de etalonare a potențialelor electrodinamice. În regim staționar (rel. 25.2, 
vol, T) s-a ales div A = 0; în regim general variabil se va utiliza o altă condi- 
tie, (57.7), 

Introducind relaţia (57.1) în expresia locală (55.3) a legii inducției clec- 
iromagnetice, rezultă relaţia : 


care stabileşte caracterul poan al vectorului din paranteză {deoarece 
rot grad == =0), Se poate deci introduce un potenţial electrodinamic scalar V, 
prin relatia i 


m BA JA 3 bi 
E grad V, gau E — : E a grad V.. (57.2) 
ci t 


Relațiile (57.1) si (57.2) reprezintă alte moduri de formulare ale legilor fluxului 


magnetic şi inducției, electromagnetice —— și permit calculul cîmpurilor E și 
B, dacă se cunosc potentialele electrodinamice A A şi Vo 

Pentru a determina aceste potențiale, trebuie să stabilim ce ecuații sa 
tisfac ele, în baza celorlalte deuă ecuaţii ale lui Maxwell, (55.2) și (55.4). Ne 
vom. referi nujnai la medii omogene şi liniare în care sînt v 'alabile legile de ma- 
terial (55.0). cu apatorul cărora ecua atüle (55.2) și 55.1) iau forma : 


3 
g Pa e 
rotB == uJ + su — (57.3) 


presupanind cunoscute xepartițiile de 
Cu relaţiile (57.1) si (57.2), legea 


cu Ee) > STD) 
2 j 


dacă se foloseste identitatea veetorială 155.0), cu relația 155.9). 


AAGNETI CE 


429 RADIAȚIA UNDELOR 


Acestea sini ecuatie care trebuie rezolvate pentru a determina poteo- 
tialele electrodinamice. Rezolvarea lor este îngreuiată de faptul că ambele 
funcțiuni necunoscute À (r, î) gi V(r, t) apar în fiecare dintre aceste ecuaţii. 
Se poate însă folosi acum e condiţie de etalonare, care să precizeze valoare 
lui div A, astfel ca rezolvarea ecuaţiilor să fie simplificată, Lorentz a obser- 
vat că cea mai avantajoasă este condiţia 


T ƏV, al 
| div À, + z} Tu = 0, P (57.7) 


numită condiția lui Lorentz. Lu relaţia (57.7) se completează definiția poten- 
țialului electromagnetic vector şi rezultă pentru cele două potenţiale electro- 
dinamice ecuațiile : 


| dA, Fa 
AA, ~ sp he = —p] (57.5) 

ap 1 STR 
AV, — sp, Es = pa (57.9) 


numite ecuaţiile undelor neomvgene (tridimensionale). 
Se observă că în regim staționar ecuaţiile de maji suë trec în ecuatiile his: 
Poisson pentru potenţialele A şi V 


AA = a], AV = =, (57.10) 


gi Sia. spaţiu şi a amaleri tuturor ae eaalole câ Brplai do repede 1 la in- 
dee au forma „coulombiană: Ă 


aw = E (Dao vo = [| 


Væ Y 


Ep 
beli 


(se) ) de”, S714) 
[e 2] 


unde integrarea se extinde în principiu la întregul spațiu (v. rel, 9.19 şi 25,12 
vol. I); de asemenea, condiţia (57.7) trece în condiția (25.2) de anulare a di- 
vergenţei. potențialului vector. În analogie cu expresiile (57.11) se demon- 
strează că ecuaţiile cu derivate parţiale (57.8) şi (57.9), cu p, (x, t) și Şir, 6), 
diferiți de zero într-un domeniu D mărginit din spaţiu, ocupat de circuitele: 
care radiază, au soluţiile : 


(57.12) 


si 


Vt) = = [| Burst —VueR) da, (57.13) 
åre R 


Yæ 
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Expresiile de mai sus au următoarea semnificație : calcului potențialelor în punctul curent P 
(fig. 357.1) — avînd raza vectoare R faţă de elementul de volum dv din punctul P’, cu 
PoE” „0 si Jr’, t} în raport cu care se integrează — şi în 
omental 7. se face în funcţie de valorile pe care le-au 
avut densităţile de curent şi de sarcină din P’ într-un mo- 
ment anterior? 


Retardarea 


e egală cu timpul necesar propagării unui semnal pe d's- 
tanța R cu viteza constantă s 


: : = (58.16) 
po OTE EEE SP = = fa (58.1 ) 
Veg Verga lem Ve Up ia 


care este tocmai viteza de propagare a undelor electromag- AI 
netice libere în mediul omogen de permitivitate e = sep $i Fig. 571 
permeabilitate p = He: 

Expresiile (57.12) şi (57.13) ale potenţialelor electrodinamice ilustrează deci transmi- 
siunea cu viteză finită a acţiunilor fizice : fiecare element de corp avînd sarcină sau curent con- 
tribuie la valoarea potenţialelor din punctul P cu o retardare (întirziere) egală cu timpul nes 
cesar unei unde electromagnetice libere pentru a ajunge din punctul P’ în punctul P., De 
aceea, potențialele (57,12) si (57.13) se mai numese potențialele electrodinamice retardate. 
Ele se pot calcula dacă se cunoaște repartiţia curentului şi a sarcinii în fiecare moment în 
cuprinsul corpului (circuitului) care radiază, Cele donă repartiţii nu sînt însă independente 
dim canza legii conservării sarcinii : 


â 
diy Jæ + z Pet) = d. (5117 


Le aceea se foloseşte numai una din integralele (57.12) sau (57.13) și celălali, potențial se de- 
duce din condiţia lui Lorentz (57.7), 

Dacă pentru £: < 0 corpul considerat nu era parenes de curenţi şi nu avea se 
trice, rezultă că funcțiunile pp si J se anulează 


cini elec- 


i ge j 
fy [e IN a] = J (57.19) 
k č f 

| 
pentru 1 = 5 — RSŞE În toată regiunea din spaţiu ale cărei puncte P satisface în mo» 

e 

mentul 1 conditia 
~ “a i 
F K rt (57.19) 


(unde KR e distanța de la P la cel mai apropiat punet al corpului D}, nu există încă unde 
electromagnetice, deoarece potențialele rezultă nule. Suprafaţa 3 cu ecnația: 


PN 
wi 
A 
Bo 
= 

= 
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e locul geometric al punctelor P pentru care cea mai mică distanţă la corpul D e egală cu 
distanța pe care o poate străbate unda în timpul t (măsurat din momentul în care apar sar- 
cini și curenţi în corp). Ea se nurmeşte frontul undei, decarece separă regiunea din spaţiu unde 
a ajuns anda de regiunea din spaţiu (57.19) lipsită de cîmp. În figura 57.2 sint reprezentate 
liniile cîmpului electric şi frontul undei pentru un dipol electric elementar (v. şi par. 57.3), 
al cărui moment electrice variază sinusoidal în timp = 


ep mem m a 


57.2, Rezistenţa de vadiaţie a circuitelor 


Ca urmare a radiaţiei undelor la frecvenţe iualte de către circuite, acea: 
tea pierd putere, pe care o transmit undelor radiate. La aceeași valoare efec- 
tivă a curentului I primit pe la borne, în regim sinusoidal, puterea activă pri- 
mită pe la borne: 


= RP 


(unde R, e rezistenta echivalentă a circuituhu considerat) crește la frecvențe 
înalte, datorită pierderii də putere prin radicție Pag. Rezistenţa echivalentă 
a circuitului este mai mare decât în regimul în care radiaţia e neglijabilă cu 
valoarea 


numiţă rezistență de radiaţie, 


Un exemplu, cu totul particular, ilustrează faptul că apariția re 
s romsecinţă a retardării discutate în paragraful precedent. Considerăm 


fliforrnä (fig. 57.3, a} de dimensiuni foarte mici, alimentată in regim sinusoidal cu tensin- 
care absoarbe corentul F, Din cauza retardării, inducția magnetică din punctele unei 
suprafeţe S sprijinită pe conturul T al spir ej nu mai este în fază, ci rămîne în urmă fată de 
surent. Ca urmare, fluxal magnetic © prin acea suprafață e defazat în urma curentului Í cu 
uaghiul œ care creşte cu frecvenţa (deoarece retardările corespunzătoare diferitelor punete repre- 
zintă fracțiuni din ce în ce mai iai din pe- 


noada T=1/f), Inductivitatea L a spirei IOn PER, 3 
irebuie definită acum numai în funcţie de Ai A sp 


e pinmonenta fuaxului îu fază cu curentul a l ‘$ 
U 


év. fig, 57.3, b) şi se poate serie: 
= LI—jAl 


A = À (w) (37,23) 


Fi 


{nnde A e factorul de proporţionailiiate al 
T 
componentei fluxului defazată cu y în urma 
vurentului). 
Ecuația cireuitalui în valori instan 
ranea find 


se reprezintă în complex sub forma: 


U=RI+jo® (61.25) 
j & 
și înlocuind expresia (57.23) a fusului, Fig, 51.3 
devine : A, 
U = RI poli -+ Al (Rr si) — jolt 157.26) 
Se obţine pentru spiră hapedanța echivalentă : 
tă. ai iol, (57.27) 


TUES 


pniizătoaze rezistenței echivalente + 


Re = Re (Ze) = -= RA A = 


in care primul termen e rezistența R a conductorului (calculată eventual cu luarea 
siderare a efectului pelicular), iar 


katie, apărută ca urmare a intirzierii Ruxubhil fată de orent. 


oseilator alni, eleciric 


m 


SLS., Potențialele electrodinamice ale oscilatorului electric elementar. 


Considerăm un dipol electric (fig. 57.4, a), avînd momentul 


(57.30) 


ideat "pent? a e ral. lui Hertz, compus din două. sfere incalcate 
cu sarcini g şi — g reunite printr-un conductor scurt (faţă de lungimea de 
undă), întrerupt la mijloc iai legăturile de alimentare de la un generator 
de înaltă frecvenţă (fig. 57, 4, b). 

Dacă momentul dipolului, și deci 
sarcina sferelor, variază, în conductorul 
legătură apare un curent electrice 
le conduetie : 


=A i 87831) 
dë I d 


=) 


i 
b 
i 


Fig. 514 Fig. 57.5 


Potenţialul electrodinamic vector într-un punct P cu raza vectoare R fată 
de dipol (fig. 57.5) se poate calcula cu relaţia (57.12), care en (58.16) se serie: 


A, = = dr (57.32) 


Deoarece vom considera cazul limită al unui dipol elementar cu 1-0 (prac- 
tie cu | < R), putem considera densitatea de curent în fază şi repartizată 

uniform pe volumul AV = AA. al conductorului. Cum în acest caz JAV = 
= JAAL=— ilk, rezulta pentru potentialul electrodinamic vector expresia ! 


NS 
A= È ki, (57.33) 
dr R 
sau, deoarece li == S. 
ăi 
-f o? 
pe 
A, = E mm aM Aak, (57.34) 
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cu unica componentă diferită de zero după axa dipolului, aleasă 


axa Oz. 
f i 
Fa li — z| 


P E ta EA (57.35) 
1) dr R ir R i } 


În relațiile de mai sus am notat cu punct denpi derivatele în raport cu 

o ; d eej 

timpul f = y ale funcţiilor de timp ṣi cu [f] = q t— = - R) valorile retardate ale 
: 


funcţiilor de timp, Potenţialul electrodinamie stalas se poate deduce din 
relatia (57.35) si din condiția lui Lorentz (57.7) : 


E 1 
A m 20) a 
SA PRR AN PN ua TEE, SE, | e] 1 2 [ii 
d Ep 25 dz Ames de | R dne dz (R 
dên i 
Deoarece | cu pi == | 
de 
f i) | i 
âu [:— 7R] aja] i JR [şi 
e E 7) | 
i — 3 mite = — li cos f (57.36 
da (PI z g [p] az e 4 ) 
. 5] oi R a corel (57.37) 
22 (R, Rè 33 R 
se obține ; 
IVe i i Abl a fă (aleasă  ipleosdi 
= = = mi) jiin => meo jF e = = | 
ği 4re R 2z dre le; A Are a R? eR | 


şi integrind (cu constanta de integrare nulă pentru ca potențialul scalar să se 
anuleze la infinit în acord cu relația (57.13), rezultă : 
"zi Dă 
Ve) = = cos Ji H (57.38) 
Din expresiile (57.35) si (57.38) ale o electrodinamice ale di- 
polului elementar rezultă imediat pentru cazul limită al regimului staționar 


| ree = 0) expresiile 


di | 
A,=0 PV, (57.39) 


care corespund cimpului strict electrostatic al unui dipol electric (v. rel, 4.16, 
vol, 1) de moment p. 


37.3.2. Cimpul de radiație al dipolului elementar, Cu relaţiile (57.35) şi 


(57.38) introduse în expresiile (57.1) şi (57.2) se pot calcula vectorii E si H = p 
g 
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ETICE l 


in orice punct din spațiul, Nu vom face aici calculul decit pentru acele 
componente ale cîmpurilor electric și magnetic care subsistă la distanţă 
foarte mare de dipol, adică pentru acele componente care scad cel mai încet 


3 ă l i 
cu distanța. Acestea sînt componentele care scad ca — cu distanța și care 
l n s 


se vor obține din relațiile care dau cîmpurile : 


E = — grad V, — 22s; H= | rot A., (57.40) 
ai u 
dacă la derivarea în raport cu coordonatele spatiale se vor neglija derivatele. 
tai -l Și zi care dau puteri negative de ordin superior ale lui R. În decursul 
calculului vom avea nevoie de expresia gradientulu unei funcțiuni scalare 
Ò în coordonate sferice (în care nu mai punem termenul cu să „ deoarece, 
în 


din motive de simetrie cilindrică — v. fig. 57.6 — variabila ọ nu apare în 
expresiile potenţialelor care se derivează) 


2% 1 aq 
grad È = up — +r > = (57.41) 
oR R 20 E 
Se observă că derivarea în raport cu 8 introduce un factor i n: Cum ex 
i t 


T 


presiile potentțialelor conțin termeni în — și i , derivarea în raport cu 


i 
R 
9 va duce, în expresiile cimpurilor, la termeni în POR Vase pentru zona 
depărtată de dipol pot fi neglijaţi. De aceea, pentru zona ilepărtată gradien- 
tul are expresia : 


F 


2% ; 
grad Ọ = na ed, (57.42) 
E 
la Ivare toți factori în — Si ind consideraţi cons tanti 
$ 


Cu relațiile 


k = ug cos sin d, 


Bazele teoretice ale electrotehnicii vol. 1Y, Tipograħa si Li 


graha Ministerului las . 1956. 


se obține pentru cimpul electrice în zona depărtată, numit şi cîmp el de 
radiaţie, expresia : 
PE Tai F 
io LR etate “aa (57.44) 
Analog, en relațiile (57.34), ( 
; Ipi l i ' 1 2[pj 
H = - rotik SPI) = FaR grad Ei) x k= ar Ael up x k 
r R? dx i Ri dr R 
H = alz [p] ug x k 
AR jidi 
si, deoarece 
tg xX k = — u, sin d, (57.45) 


obține pentru cimpul magnetic în zona depărtată, numit şi cimp magnetic 
de re diaţie, expresia : 


1 sin 0 l sing TEIE zi 
| Braa ee [jug —— Sep [t-- 3 Rua | (57.46) 
! ane Are R č 7 H 


Se observă (fig. 57.0) că în zona depărtată unda radiată e o undă trans- 
versală, cu vectorii cîmp per- 
pendiculari unul pe altul și pe 
direcția de propagare radială, 
deversor up (v. fig. 57.6). 
Vegtorii Eaa Haa Si Ug formează 
un triedru drept, iar cîmpurile 
Poza (Œ, t) şi Hord (r, 1) sînt în 
fiecare moment şi în fiecare punct 
proporţionale, raportul lor fiină 

i Scara de undă a me- 


(Eo drad y g i 
ia 
|] Ha 
== J ED 
lz 
t S9 
|= [9]. (STAT 


Densitatea fluxului de energie, 
adică vectorul hui Poynting e ra- 
dial, adică e dirijat în sensul 
propagării undei, 


"O 
<H == gS giet) 


ZA ~ 


iez 
{l 
i; 
we 
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cu a ski ia i gin? 6.5 R Bei i 
it f afl i = — di ISTA 
Sale) = (Eo Hoja = ab ( - }: (57.48) 


fiind invers proportional cu pătratul distanței R ṣi proporțional cu sin? 0. 
Radiatia energiei se tace deci directiv şi e maximă în planul perpendicular 
pe dipol şi nulă în axul dipoluiui, Se mai observă că pentru domenii nu prea 
mari faţă de R, mărimile 1/R şi sin 6 variază foarte puţin, și unda radiată 
are toate caracteristicile unei unde plane cu direcția de propagare radială 
(v, par. 29.3 şi 29.4.1, din vol. I). 

Pentru a putea aprecia distanţa R faţă de dipol, la care mumai cimpul de radiaţie (cu 
mărimile de cîmp în 1 /R) nu este neglijabil, ar trebui să fi făcut calculul exact al tuturor termeni- 
lor, Acest calcul poate fi evitat, dacă se observă că o aproximaţie de același ordin s-ar fa e 
în expresia potenţialului (57.38). dacă s-ar neglija primul termen, în 1/R?, faţă de al doilea, 
in I/R, ceea ce se poate dacă 


T < se f 157.49) 
Li e 


i i ta zu aug eta OAE : ; AR A | b 
În: regim periodie sinusoidal derivarea introduce factorului m == 2707, aga că raportul) — 
iP 


e de ordiunl de mărime al frecvenţei f : |j pl æfipl. Cu aceasta, conditia (57.49), devine: 


l f l Peel 
ga sm | RSA (34.30) 
R £ pă | | 


Rezultă că predominurea cînpului de radiaţie are loc la distanțe R de dipol, suficient de 
mari faţă de lungimea de undă de lucru. Inegalitatea inversă va exprima condiția posibilității 
neglijării câmpului de radiaţie, adică a posibilităţii de a calcula cimpul ca în regim cnasistaționar : 


RZN (57.50% 


Regimul cuasistaţionar poate fi utilizat le calculul cimpului în afara circuitelor numai peniru 
cazul cînd dimensiunile liniare ale acestora sînt mici faţă de cea mai mică lungime de undă de 
lucru, 

51.3.3. Rezistenţa de radiaţie a dipolului electric elementar. Pentru a 
calcula rezistenţa de radiaţie trebuie să evaluăm puterea medie radiată de 
dipol în regim sinusoidal. În acest caz vom considera curentul origine de fază 


Și vom obţine, ca 


dij ras ; e TE a l my 
[p] = ale laJ y2 feos cot = lol ya sin | ost — mË + = : 
L di t À 2 } 


a) 


A 


Componentele cîmpurilor din relaţiile (57.44) si (57.46) vor avea forma : 


(57.52) 


(57.33) 
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Densitatea instantanee a fluxului de energie rezultă cu relația (57,42) : 


Sar) = a PEPE? sine | cot 2r E =) 
Sa A sinâ 6 r. fz RI f 
Salr, th = a h + ces paoi — dr =)) ? (37.54) 


iar valoarea ei medie pe o perioadă : 

PEF? simt O e 
bi A Le 

Aed Re (57.995) 


Şa 


Întegrind această expresie pe suprafața sferei 3; de rază R (fig. 57.6), cu 
dA == R?sin 0dBdq), se obţine expresia puterii active radiate de dipal: 


n 2n R 
Pas (|: sin 9 dhdg = = ză f dọ f sin? @dð = 
3 EE S0 ado 


DEF = È (—1 + cos? O)d(cos 0) 


a A 


9=0 
PEF 2y 2 is 
a abat e P E a IE (57.56) 
s 3 


Co A= cjf și (5147) rezultă, pentru rezistența de radiaţie, expresia : 
ză 


| (pe Su 7) je | E Bre (1? E (57.57) 
A, PE 3 A | Er Eo A Èp 


(în care i < à pentru ca dipolul să poată fi considerat elementar). 
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Teoria fenomenelor electromagnetice, prezentată în primul volum al 
acestui curs și ale cărei principale aplicații în tehnică au fost studiate pină 
acum, este teoria macroscopică, fenoimenologică, a cimpuliii electromagnet ie. 
Caracterul ei macroscopic rezultă din faptul că în această teorie nu se ja în 
considerare structura la scară atomică a materiei, ci se admite un mod îi con 
tinuu al acesteia. Conform acestui model, toate proprietățile iizice locale sint 
caracterizabile prin repartiţii continue în spaţiu, cu evoluţie continuă în ui f 
iar disconiinuitătile care se manifestă uneori (de ex. la marginea corpurilor) 
pot f totdeauna tratate drept cazuri limită ale unor foarte rapide variaţii 
continue. Caracterul ei fenomenelogic rezultă din faptul că admite ca pre- 
mize fundamentale, principii, proprietăţi şi relații obținute prin analiza mo- 
dului cum se manifestă fenomenele fizice la scara simțurilor noastre — fără 
alte ipoteze care să nu poată fi verificate direct (cel puţin în cazuri parti- 
culare), prin experienţe efectuate la această scară, 


O astfel de teorie este esențială pentru aplicații, deoarece asigură — măcar în principiu 
0 interpretare nemijlocită a conceptelor ei fundamentale și corespunde intuiției celui care 
trebuie să o utilizeze, De aceea, ea constituie şi în zilele noastre baza teoretică a pregătirii ingine- 
rului electrician, 

Către sfirşitul secolului trecut, teoria macroscopică clasică a cimpului electroraagnetic 
era definitivată în trăsăturile ei esenţiale, în principal datorită lucrărilor hai J. C. Maxwell (pentru 
medii în repaus) şi UI, Hertz (pentru medii în iuişcare). Generalizarea făcută de H. Hertz, pentru 
a putea extinde teoria lui Maxwell la medii în mișcare, admitea în fond următoarele ipoteze : 

a) Nu există vid absolut, ci numai un vid în sensul de stare limită de extremă rarefiere 
a substanţei (materia corpurilor). De aceea fiecărui punct din spaţiu i se poate asocia un sistem 
de referinţă privilegiat S, (referenţialul propriu) imobil față de substanța din imediata lui vecină- 
tate, În acest referenţial se definese mărimile electrice şi magnetice E, D, B, H, P, M, Je u 
astfel că valorile acestor mărimi sînt independente de referenți alul $, utilizat pentru caracteri» 
garea configurației geometrice şi a stării de mişcare a mediului. În particular, corpul de probă 
atilizat pentru a măsura intensitatea câmpului electric E într-un anumit pancet g considerat 
imobil în raport cu referențialul propriu al acelui punct. 

b) Forma cea mai generală a legilor cîmpului e forma lor integrală (v. rel I, 11, V, VI, 
EX din cap. 3l și prezentarea generală din par. 29.1, val. I), în care derivatele în raport cu 
timpul sînt derivate substanţiale ale integralelor respective, curbele închise T și suprafeţele 


ormularea legilor 


'elehosati această teorie s se piere un punct de vedere 
a Koutim căruia câmpul Ti ctromagnetie ar î fost o stare de deformare specială a 
stanțe ipotetice extrem de „fine“ numită eter“ — teoria lui Hertz, care prin nel de 
ntifica starea de mișcare a eterului cu starea de mişcare a corpurilor, a fost numită 
tsoria eterului antrenat, 

Cu toate succesele obținute în unificarea interpretării fenomenelor electromagnetice 
lui Maxwell şi Heriz prezenta — chiar pentru stadiul dezvoltării cunoştinţelor fizice de 
ul veacului trecut — anumite deficiente esentiale. 
rimul rînd, caracterul n macroscopic al teoriei era depăşit de r rile teoriei atomice 
a materiei, Numeroase experiențe puneau în evidenţă faptul că modelul continuu al substanţei 
era numai o primă aproximaţie, iar ipotezele privitoare În alcătuirea corpurilor din atomi şi 
molecule, imaginati ca sisteme de puncte materiale în mişcare în vidul absolut, reușiseră să dea 
o explicaţie unitară unui număr foarte mare de fenomene : legile combinațiilor chimice, legile 
electrolizei, legile gazelor (teoria cinetico-moleculară), legile căldurii (fundamentarea statistică 
a termodinamicii) ete 

în al doilea rind, caracterul fenomenologie al teoriei läsa nese: umeroasele Jegi 
de material, dintre care cele mai importante erau cele privitoare la co T a Peuren tali electric, 
la polarizaţia electrică a corpurilor. şi la magnetizarea lor, În cadrul unei teorii macroscopice, 
fenomenologice, legile de raaterial reprezintă proprietăți primitive iredactibile din punet de 
vedere logie la altele, adică neexplicabile pe baza legilor generale. Devenea din ce în ce mai 
ovident faptul că interpretarea microscopică a fenomenelor putea aduce un cîştig însemnat în 
cunsagterea naturii, 

În al treilea rind — deşi teoria lvi Maxweil si Hertz elarificase rumeroase fenomene privi» 
toare la mediile în mişcare şi, în primul rînd, fenomenele de inducţie electromagnetică prin 
miscare (v. par, 22.3 vol, I) care stăteau la baza construcției mașinilor electrice — existau 
anumite experiențe de optică şi electrodinamica mediilor în mişcare *, care nu puteau fi expli- 
cate în cadrul acestei teorii (şi care, toate, păreau a impune ideea că „eterul“ nu e antrenat de 
los sau e antrenat numai parţial de corpurile în mișcare). 

Aceste deficiențe ale teoriei macroscopice clasice au fost în mare parte înlăturate de 
teoria microscopică clasică a fenomenelor electromagnetice, datorită lui A.H. Lorentz (1895) şi 
voumită teoria elecironilor — care a luat în considerare structura discontinuă la scară atomică 
a corpurilor. 

În iumina cunoștințelor actuale despre structura materiei, proprie tășile şi legile de mișcare 
ale celor mai simple particule cunoscute, care intervin în această structură, sînt cu totul deosebite 
de acelea ale punctelor materiale din mecanica clasică și fac obiectul de studiu al fizicii cuantice, 
Această fizică, dezvoltată în prima jurnătate a secolului nostru, a dus la concluzia că nu numai 
substunţa şi cîmpul electromagnetic poate prezenta la scarii atomică o struciură discretă. De aceea, 
teoria electronilor reprezintă doar o etapă intermediară a dezvoltării unei teorii microscopice 
consecvente, dezvoltare care se completează astăzi în cadrul elecirodinemicii cuantice. 


56.1 Ipotezele fundamentale ale teoriei electronilor 


În lumina concepțiilor moderne, care au eliminat noţiunea inconsistentă 
de „eter“, ipotezele fundamentale ale teoriei lui Lorentz pot fi formulate cum 
urmează : 

l. Există la scară atomică două ferme de materie: substanțe şi rimpul 
electromagnetic, Substanţa are o structură diseretä, fiind constituită din parti- 
cule elementare? care sînt în permanentă miscare în vid. Cu un termen intro- 


1 Fenomenul aberaţiei luminii (J. Bradley, 1728), experiența lui A. Fizeau (1851). 
ițele lui W. C, Roentgen (1888) şi A. A. Eichenwald (1903), experiența lui H. A. Wilzon 
zi, Y: Novacu, Introducere în electrodinamică, vol. II, Ed. Academie: R.P.R. ,1955. 
e zice elementară, o particulă care în cadrul unei anumite etape de dezyoltare a cunoş-- 
zice mu poate fi prezentată ca un sistem de particule mai simple, 


Elo 


zh 
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dus de J. Stoney, în 180], Lorentz a numit electron orice! particulă elem 
tară încărcată electric. Cârapul electromagnetic micros copie are o repar 
continuă în spațiul vid dintre particulele “elementare și în interiorul as 
particule cu care interacționează, 


Particulele elementare sînt reunite în sisteme de particule, avind o mare stabilitate la acie 
ani exterioare, numite atomi, care sînt neutre din punct de vedere electric. Atomii caracteri- 
zează elementele chimice şi sînt grupaţi în molecule, caracteristice substanţelor definite. În 
anumite condiţii (în electroliți, î în cristale conductoare, în gaze ionizate etc.) atomii pot pierde 
electroni, care se deplasează oricît de mult în spaţiile interatomice sau sint captaţi de alți 
atomi, Atomii sau moleculele cu electroni lipsă sau în exces sînt încărcaţi electrice pozitiv sau 
negativ și se numesc ioni. i 


2. Particulele elementare electrizate sint complet caracterizate din punct 
de vedere electromagnetic — adică din punctul de vedere al interactiunii lor cu 
cimpul electromagnetic —- de sarcina lor electrică q., (sarcina electrică micros- 
copică). 

_ Sarcina electrică microscopică e deci singura mărime primitivă care — 
în această teorie — caracterizează starea electromagnetică a corpurilor. Ea 
e invariabilă în timp (fiecare particulă elementară perfect izolată în vidul 
zare o înconjură — par, 58.3.1) si e presupusă repartizată continuu în interiora] 
fiecărei particule cu densitatea de volum : 


Celelalte mărimi de stare electrică şi magnetică a corpurilor cunoscute din teoria macros 
francă (polarizaţia electrică, magnetizaţia, densitatea curentului de conducție) trebuie să reznlie 
a mărimi derivate (v. par. 58.4) în cadrul interpretării microscopice a fenomenelor, 


3. Starea locală și instantanee a cêmpului electromagnetic e carcierizată de 
două mărimi vectoriale ; intensitatea microscopică a cimpului electric e2 și ine 
ducția magnetică microscopică b. Aceste mărimi sint definite prin intermediul 
forţei microscopice F, pe care cîmpul o exercită asupra unei particule elemen- 
tare de sarcină gm Şi viteză e, 


En = Aa + Qui, 5 b. (30.2) 


Primul termen al acestei forje e analog forţei 


g 
ii 


4E, (583) 


1 Astăzi s-a păstrat numele de electron namai pentru cele mai usvare particule elementare 
încărcate negativ. Particulele elementare încărcate pozitiv care intră în constituţia nucleelor 
atomilor sînt de circa 2000 de ori mai grele şi se numesc protoni. În condiţii speciale s-au pus în 
evidenţă particule pozitive la fel de uşoare ca electronii şi numite pozitroni, precum și particule 
negative la fel de grele ca protonii și numite antiprotoni, Mai există particule elementare 
Beincărcate electric (de ex. neutrino) precum şi numeroase particule elementare nestabile 
neutroni, mezoni eîc...), încărcate sau neincărcate, 

2 Yolosim litere mici pentru mărimile raicroscopice corespunzătoare unor mărim? macro- 
stopice notate cu literă mare. Dacă litera mică nu e disponibilă pentru acest scop, folosim 
indicele interior m (de ex. Gae Om) 
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exercitate de cîmpul electrie macroscopic de intensitate E asupra unui corp de probă ine 
părcat cu sarcina g în repaus faţă de mediul ambiant, extrem de rarefiat (v. par. 3, 2, 
vol I) Al doilea termen — numit și forța lui Lorentz — are corespondentul macroseopir 
în forţa 


F= qv xX B, (58-4) 


pe care un cimp magnetic de inducție B o exercită asupra corpului de probă menționat, 
dacă acesta se deplasează cu viteza v’ faţă de mediul ambiant. E ușur de verificat că forța 
lui Lorentz exercitată asupra particulelor libere, a căror mişcare prin conductoare determină 
curentul de conducție macroscopic, are ca efect macroscopic forţa lui Laplace (v: par. 16.3, 
vol. I), exercitată de cîmpul magnetice macroscopic asupra unui element de circuit parcurs 
de curent. 


4. Ecuațiile cimpului electromagnetic microscopie au. aceeasi formă ca ecua- 


şiile lui Maxwell pepi medii Hepolarizabile în repaus din teoria macroscopică 
{adic r cu rel. 55. 2,5 55.3, 55.4, pm în care P = =0 fiică = 0, Îi Aid Al zar 


j = Pam (58.5) 


5. Märimile primitive ale teoriei electronilor sint definite, iar legile acestei 
teorii sânt valabile, într-un sistem de referinţă inerţial privilegiat : acela faţă de 
care se măsoară viteza microscopică u,, a particulelor din relaţiile (58.2) și 
(58,5), Acest referential privilegiat se mai numește sistemul inerţial larentzian Sp. 


Această restricție nu esie esenţială decit în cadrul cinematicii clasice. Dacă se folosese 
relațiile acestei cinematici pentru schimbarea coordonatelor prin trecerea la alt referențial 
inerţial, se constată că ecuaţiile teorie: electronilor (v. par, 58.2) îşi schimbă forma. Există 
deci un singur sistem de referinţă inerţial, în care aceste ecuaţii pot avea forma postulată de 
Lorentz şi fenomenele electromagnetice par a permite să se identifice experimental acest 
seferenţial privilegiat. De aceea, în lumina interpretării mecaniciste a cîmpului ca stare de 
deformaţie a „eterulni“, sistemul inerţial lorentzian a fost considerat imobil faţă de „eter“, 
care a fost imaginat ca o substanță imobilă în toate punctele din spaţiu şi pătrunzind pes- 
ie tot în vidul dintre particule şi în interiorul particulelor. Existenţa obiectivă a acestui 
„ter“ constituia deci o explicaţie a faptului că dintre toate sistemele de referință inerțiale 
(egal indreptăţite din punctul de vedere al fenomenelor mecanice), unul singur era privile 
din punctul de vedere al fenomenelor electromagnetice. De acesa, teoria lui Lorentz a i 
fost numită şi teoria eterului fix. Astăzi, după apariţia teoriei relativităţii restrinse (1905) 
a lui A. Einstein și în acord cu toate experienţele efectuate, se ştie că în cadrul cinemati- 
ci relativiste ecuaţiile lui Lorentz au aceeași formă oricare ax fi retferenţialul inerţial utili- 
zat (v. şi observaţia 2 de la par. 58.2). Ipoteza „eternului“ s-a dovedit. inutilă si în dezarură 
a experienţa. i 


E 


Proprietăţile macroscopice sint proprietăţi medii, iar mărimile macros- 
topice corespund valorilor medii ale mărimilor microscopice, valori medii caleu- 
late pentru domenii spațiale si intervale de timp foarte mici la scară macros- 
copică și, totodată, foarte mari la scară microscopică, numite infiniti miei 
fizici, 


E -Lorentz 


IA Ee ua iile 


NOtÄM a Xps Yms m coordonate je 

emul ineri considerat si in È x 
e microscopie postu ulaie de teoria Jui 

graful pr ecedent) al e M 


Bs Ecuatiile araia 
Lorentz (conform pet 4 
si]- Lorente sint 


(58.67 
tie it E (58.7 
DEn 
di e = Da (58.8) 
div b == Q (58.9) 
completate cu expresia 
En = Pa (e + un X b) (58.16) 


Prima ecuatie e forma localë a legii circuitului magnetic, a doua e forma 
iocoläă a legii inducției electromagnetice, a treia e forma locală a legii fluxului 
electric, a patra e forma locală a legii fluxului magnetic, iar ultima e forme 
locală a legii acţiunii ponderomotoare a cîmpului (lectio magat to microscopie, 
adică relaţia (58.2) exprimată pentru unitatea de volum f, fiind densitatea 
de volum a forței microscopice. 


Observaţii: l. Ecuapile Maxwell- Lorentz (58.6) . (58.9) sint vu totul analoge 
ccuațiilor lui Maxwell pentru medii omogene în repaus (55.2) „. (55, 6). În acest cas „medini 
omogen“ este însă vidul (e = Sp p == Vo) iar densitatea curentului de conducție e înlo- 
cuită co densitatea j = pmpn a curentului microscopis de convectie. Se pot defini intem: 
sitatea microscopică h a cìmpului magnetice şi inducția electrică microscopică d prin relații 
analoge (55,6): 


kh = —h, d = ze. 3 GALL 


2. Ținind seama de această analogie, întreaga teorie a undelor electromagnetice penteu 
medii omogene şi în particular teoria undei electromagneti ce plane (v. par. 29.3 şi par 
29.4.1, vol, D şi teoria A e mal retardate (par. 57.1) rămîn valabile, Rezultă că undele 
câmpului ele opagă în vid, între particule, cu viteza de tază 


ți de sistemul de referinţă in care sint vulabile ecuaţiile (58.6), ... (58.9). În cadrul 
nematicii clasice, aceste ecuaţii putean să aibă această formă namai în raport cu 
singur sistem de referintă inerţial. Măsurarea vitezei de propagare a undelor electromag- 
netice (şi deci a luminii) în vid ar f putut deci să permită identificarea sistemului de re 
ferință privilegiat, sistemul inertial lorentzian S : acela faţă de care viteza luminii ar fi avut 
valoarea dată de relația (58.12). Lorentz a crezut că acest sistem e imobil în raport 
cu soarele şi cu grupul stelelor fixe. Experiențele efectuate și, în primul rînd, experiența iui 
Michelson şi Morley au arătat că viteza luminii are valoarea (58.12) faţă de orice referen- 
tial inerţial. Acest. fapt experimental a fost considerat de A, Einstein (1905) ca o lege a na- 
tarii, ca ajutorul căreia (postulind şi egala îndreptăţire a tuturor sistemelor de reteriniă 
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, teoria relativității restrinse, bazată pe o nouă rinematică, în care rela 
ţia de simuitaneitate și, ca urmare, duratele şi distanţele sînt relative la sistemul de refe 
vință inerţial, în raport cu care sînt considerate. În cadrul cinematicii relativiste, ecuaţiile 
Maowiwell.Loreniz au ucecași formă în orice sistem de referinţă inerţial, 

3. În lumina cunoştinţelor actuale, deficiențele teoriei electronilor sînt acelea ale ori- 
cărei teorii precuantice, care nu ia în considerare în mod organic microstructura materiei 
pusă în evidență de efectele cuantice şi studiată de fizica cuantică. În cadrul acestei fizici, 
particulele elementare nu au proprietăţile punctelor materiale din mecanica clasică (new. 
toniană) și nu evoluează după legile mecanicii clasice (v. şi par. 60). Totodată, aceste par: 
dieule pot avea şi moment magnetic (momentul magnetic intrisec, de spin) şi nu numai 
sarcină electrică, Mărhmile caracteristice particulelor şi sistemelor staţionare de particule 
sint cuanlificaie, adică pot avea valori aparținind unui şir discret, În particular, sarcina 
electrică microscopică a particulelor elementare poate avea numai valorile îi, + go Bi — @o 
amde 


w © 1,656.10 Č 


(în Fizică, gg se notează de obicei e). De aceea, sistemele de particule au o sarcir 

multiplul exact al valorii de mai sus, ceea ce a permis, de altfel, și măsurarea directă a 
acestei valori (experiențele lui Millikan, 1911). Cimpul electromagnetice microscopic însuşi 
mate manif: ta o structură discretă, ca fiind alcătuit din particule elementare, numite fo- 
i (fără masă de repaus și fără sarcină electrică), a căror probabilitate de prezență în spa- 
iiu e earacterizată de sartiția continuă a cîmpului caleuiat cu ecnagiile Maxwell-Loreniz 


54.3. Aplicatii 


58.3.1. Conservarea sarcinii electrice în teoria electronilor, Proprietatea de conservare 
a sarcinii electrice este demonstrată ca o teoremă în această teorie. Astfel, dacă se ia diver- 
genta ecuației (58.6) și se tine seama de ecuațiile (58.8) şi (58,5) şi de faptul că divergența 
nui rotor e identie nnlä, se obţine 


dim (Pn Em) H 


Aceasta e forma locală a teoremei conservării sarcinii microscopice, Întegrivd pe un volam 
Yy, mărginit de o suprafață închisă X 'ixă), rezultă, cu teorema lui (Gauss-Osirogradski, 
forma integrală a tenremei conservării sareinii 


d ze : PE 
a i Dm ë = i Emm AA. (58,15) 
diy 
Yy = 


"Dacă suprafața 3; e dusă prin vid, astfel ca să înconjare complet o singură particulă de sar- 
ein du atmnsi în punetele acestei suprafețe op a, = Ü, iar (i Pm So = gue Se obține 


Yg 


= poust, (58:20) 


Sarcina unei particule e 


i y, 


se) 
m 
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28.3.2. Energia electromagnetică microscopică şi fusul de energie electromagnetică micros- 
cupică. Cind o pariiculă se mişcă în câmpul electromagnetic microscopic cu viteza W, fors 
ta electromagnetică (58.2) nu efectuează lucru mecanic decit prin termenul ei electric, 
termenal magnetic (forta lui Lorentz m uXb) e perpendicular pe viteză. Dacă avem 
an sisiem de particule asupra cărora acționează numai forțe electromagnetice, creşterea 
energiei cinetice W, a sistemului în unitatea de timp este deci egală cu puterea efectuată 
umnai de fortele electrice. Densitatea de volum a acestei puteri find, cu relaţiile (58.10) 


si (58.5). 


cresterea acvatei energii cinetice 


unde f Fy e yn volum ; bae conține în isteric Ss 
laţia 458.18) se poate transforma cu ajatorul ecuațiilor 458.6) și (5 8.7) î in acelasi mod ca: 
în teoria macroscopică (v. par, 20,4. vol. 1), Se obţine 


l 2e ; ex b öf, e 
je = e roty b— gge -— = — div, a 2 —— J- Ep — je 
DR tm Ho | 3 |2 uo 2] 


ÎnJesuind iu relaţia (55-18) şi folosind teorema lui Gauss-Ostrogradski, se obține forma ine 
teprală a teoremei conservării egergiei electromagnetice în teoria electronilor 


see IE pă d [| (+ sa = ALT (38.19), 
dim 20 Ha 
Yg 


Viteza de scădere a sumei dintre energia cinetică a particulelor W, și energia cîmpulni elec- 
tromagnetic microscopic cu densitatea de volum 


2 = pă 
=> 4 E (58.20) 


ci egală cu fluxul de energie electromagnetică prin suprafaţă (spre exterior), adică cw 
fluxul vectorului Poynting microscopic 
axb TN 
= =exhk (58.21) 
Ha 


58.3.3. Conservarea energiei unei particule elementare care se mișcă într-un cimp electro- 
magnetic staționar., Considerăm o particulă elementară de sarcină qm = + gg. care se mişcă 
într-un cîmp electromagnetic Exterior, practic staționar, cu intensitatea cimpului magnetic 
e = E şi inducția magnetică b œ B, practic invariabile în timp. Asupra particulei se exer» 
cită forţa electromagnetică (58, 2) 


E = £ {E 


- u X B), 


Lucrul mecanic elementar efectuat de câmp asupra particulei în deplasarea elementară 
de = adt cu viteza u este egal, conform teoremei energiei cinetice, cu variația acestei. 
energii 
u?) 
= E dr = Fu dt = df m> . 
Ñ 


2 
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unde m e masa particulei, Înlocuind expresia forţei şi observind că în regim staționar cim- 
pul electrice e potențial 


m E = gad V, (58.22) 


Deosreere 


AV = dx + dy + oTi = de grad Y 


e cresterea potențialului cimpului exterior în lungul elementului de are dr, rezultă 


2 
> == F g AF = AF pF) = afat) (58.23) 
2) 


[od 
Şo 


adivă 
u” Led é 
m — E p = conste (58-24) 


s 
d 


În mișcarea particulei considerate se conservă deci energia totală, compusă din energia 
cinetică W, = mu2/2 şi energia potenţială în cimpul exterior 


Wp = E QF. (58.25) 


Dacă particula a intrat în cimp cu viteza inițială nulă intr-un punct de potențial V, re- 
altă 
mu 


km = aha 


sau 


Se | AEA | . (58.26) 
m | i 


w == 


În modul, viteza u a particulei e univoc determinată în fiecare punct de diferența de 
potenţial dintre punctul din cimp considerat şi potenţialul de referinţă iniţial. Cu ajutorul 
unei diferenţe de potenţial convenabile,particulele pot fi accelerate pînă la viteze foarte mari 
(de exemplu în tuburile electronice). 

Deoarece toate particulele elementare încărcate au (în modul) aceeași sarcină qu In- 
cerul mecanic e același (în modul) pentru toate, în cazul unei diferențe de potenţial date; 
din relația (58.23) rezultă : 


ERIS AR (58.27) 


Se numeşte electron-volt (eV) iucrul mecanie efectuat de forțele electrice asupra unei 
particule elementare, care se deplasează între două puncte, sub acţiunea unei diferențe 
de potenţial de un volt. Numeric: 


LeV = |£| = q 251,6.10— J. (58.28) 


YV o= 


58.3.4. Mişcarea unui electron într-un cîmp electric stationar, transversal, Forma exactă a 
traiectoriei particulei depinde de structura exactă a cîmpului electric, respectiv magnetic, 


= 


aia A ID o 


Presupunind viteza iniţială a, per- 
pendiculară pe liniile de cîmp (pro- 
17 fi duse, de exemplu, cu nn condensator 
SU SET plan, v. fig, 58.1) si alegîind axele 
ca în figură, cu E = —- Egje 1y = i tig 
rezuliă (proiectîind pe axe) 


Li Y p. 
Mg m se -—— == 9 Hig eee e iy = Fon 
d de dt de 


de unde 


—— == e SSCONB, 2 ug 


dt 
å 3 i 
A == My = ECN -+ čonsi. Ah Egt. fuy (0) = w = P, 
d Mie Ma 


Prio integrare rezultă ecuațiile parametrice («(0) == yt0) = îi) 


X = tt 
39 g 
y = A Ba 4 
Mig 2 


corespunzătoare traiectoriei parabolice 


Joki 4 ran a 
00 pt 153.30) 


Í, devierea traiectoriei este 


b = y = DE p 


a Es e tensiunea dintre armăiurile condensatoralui, deviația rezultă proporpio- 


tensiunea 


(58.88) 


Relația (55.32) arată că în particulele elementare concentiareu sarcinii electrice atinge va 
lori uriașe, cu multe ordine de mărime peste valorile realizabile macroscopic în laborator fin 
ferioare lui 107? C/kg} 


Obs:ervagie : La viteze apropiate de viteza luminii, masa electronului ereșie în acord 
cu prevederile teoriei relativităţii, Valoarea (58.3 2) e masa de repaus. 
58 Mișcarea urui electron îutr-un cimp magnetice transversal, În cazul E = 9, 
- B, (constant în spaţiu), g = — q Și îm = My ecua apia de mişcare este 


Dacă viteza inițială ip è paralelă cu inducția ina agbetică, forța e mereu nulă g 
e rectilinie si unifomă în lungul liniilor de cîmp magnetice, Dacă viteza inițială 
pendiculară pe liniile de cîmp magnetic, forţa (58, 34) e maximă și abate direc ţia 
într-un plan perpendicular pe liniile de cimp (fig, 39.2). 

= kB, dirijat în lungul axei Oz şi u, == iu, dirijat în lungul axei Ox. Forţa econ- 
tinată mereu în planul Oxy., eare conține şi viteza iniţială. Ca urmare, traiectoria è con 
imută în planul Osy și u 1B în orice punct, Deoarece intran cimp magnetie modulul vi- 
tezel e constant (v, par. 58.3.3.), rezultă că şi modului fortei e constanti 


Fie 


U forță constantă în modal si pormală 
petă egală ru 


însă o acesleruţie centri- 


R 
Traiectoria e deci cirmiarä, cu raza R dedusă diin valoarea accelerației ceniriprte 
ut 
i 
o 
a m — Bi j 


de wade 


Mişcarea e circulară şi unitorină. 
cu viteza unghiulară de rota 


3 Dik gi direc st prin integrare din 
velă ţia (58.34) — rezultă (v. Bg. 58.2) 


H fy — - RE - Ri = Q, 
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iar deviația y = h pentro s = l.< R rezultă 


care simpa B, e pro- 
direcția lui Bp, aşezate 


Acesta e principial deviației magnetice, utilizat în tuburile catodice, în 
dus de două bobine de deflexiune cu planul spirelor perpendicular pe 
de-a parte şi de alta a tubului, 


55.4, Interpretarea microscopică a mărimilor macroscopice 


8.4.1. Mediile macroscopice ale mărimilor microscopice. Din punctul 
de vedere al interpretării microscopice, mărimile macroscopice sînt valori 
medii ale celor microscopice, calculate pe domenii spaţiale şi intervale de timp 
numiţi înfiniți mici fizici, Dacă A9 e un domeniu spaţial infinit mic fizic, el 
trebuie să fic suficient de mic din punet de vedere macroscopic, pentru ca în 
cuprinsul lui mărimile macroscopice să aibă o variaţie neglijabilă și totodată 
suficient de mare din punct de vedere microscopic (să conţină un număr foarte 
mare de molecule). Dacă At e un interval de timp infinit mic fizic, el trebuie. 
să fie suficient de mic din punct de vedere macroscopic, pentru ca în decursul 
lui funcțiunile macroscopice de timp să admită o variaţie neglijabilă și totodată 
suficient de mare din punct de vedere microscopic (să fie mult mai mare dee 
cît cele mai mari perioade ale proceselor care au loc la scară moleculară și 
atomică). Notăm cu (x, y, 2) coordonatele spatiale macroscopice, adică acelea 
ale centrului C al infinitului mic fizic A9 de volum AV, cu t timpul macros- 
copic, adică timpul asociat mijlocului intervalului Ar, cu (£n, Yms Zm) Coor- 
donatele spaţiale microscopice ale unui punct oarecare din AS, cu fẹ, timpul 
microscopic și cu É, y, X, T coordonatele relative 


ERP mp NY — Ym OREZ PS te (58.38) 


Fie gn = P (Ems Yms Zm îm) © mărime microscopică, funcție de punct şi de 
moment. Conform definiţiei valorii medii din calculul integral, media spațială 
a funcțiunii la un moment microscopic î, dat pe domeniul AD este 


Ef i 
p ( în a) iza = Plate Y "na Z mns m) depay ze (58.39) 
àD 


Această medie spatialä admite fluctuații rapide în timp. De aceea, media 
macroscopică a mărimii microscopice e egală prin definiție cu valoarea me- 
die în intervalul de timp At a mediei spaţiale (58.39). adică cu 


ast t 3 
Zoan AA (4) de, (58.40) 


åt 
“a 


înlocuind aici expresia (58.39) şi etectuind schimbarea de variabile de integrare 
necesară pentru a trece de la coordonatele x, Yms Zms bn la cele relative e (58.38) 
se obține expresia 


+ 
a mă 1 E T EE ETE EE dË dy =0 4 
pla, Y, z, D= - olr- iy t nrt K t- ridé dydd, (58.41) 
Avâr JJ! 
=æ AÈ 
2 —z 


din care rezultă imediat câ media mavroscupică q e vo funcţiune de coordona- 
tele macroscopice X, Vs 3, î. 
O formă particulară importantă prezintă această operație de mediere, dacă mārinmes 


niceoscopică p este o mărime de stare a particulelor microscopice, fiind nulă în vid şi avînd 
dată integrala pe volumul F pare al unei particule 


| je cite (58.42) 


(de exemplu, densitatea de sarcină a cărei integrală de volum e sarcina particulei), În acest 
caz, formula mediei spaţiale (58,39) devine 

E S 
unde soma se extinde asupra tuturor particulelor din ^9. Dacă märimea © are acceasi 


valoare pentru toate particulele și dacă AN = N AV e numărul de particale din AF, unde 
N, = AN/AYV «e densitatea lor numerică, se obține 


~s 


p = NA (58.43) 
Media macroscopică rezultă atunci 
Ret 
~% as tamy £ (BAA) 


= ọ = Nb, 

unde medierea din ultimul membru se efectuează acum numai în timpe 

58.4.2. Interpretarea microscopică a intensității cîmpului electric E si 
a inducției magnetice B din teoria macroscopică, Considerăm un cîmp electro- 
magnetic de intensitate E şi de inducție magnetică B într-un mediu extrem de 
rarefiat (cu polarizație electrică și magnetizația neglijabile), a cărui viteză 
locală față de sistemul inerţial lorentzian este v. Dacă se aduce în cîmp un 
mic corp de probă clectrizat (și nepolarizat) de sarcină electrică q, din punctul 
de vedere macroscopic se exercită asupra lui forța electrică (58.3), avînd pe 
unitatea de sarcină valoarea 


PLE: (58.45) 


cînd micul corp e menţinut în repaus faţă de mediul ambiant. În aceste condiţii 
el are deci viteza v faţă de sistemul inerţial lorentzian, La scară atomică, asu- 
pra fiecărei particule a corpului, cîmpul electromagnetic exterior, de intensi- 


ascopică b, exercită forta su 
ţa specifică 


Z mgh v a b. (394) 
“m 
Valoarea medie a acestei forje specifice microscopice determină ie piunea pondero- 


motoare macroscopică (59.45) și trebuie deci interpreiată va intensitate a cim 
puiui electric macroscopic 
E =e- vx b. (58.47) 
Dark, în condiții în rest neschhinbate, corpal de probă se mișcă en viteza v 
i; m de mediul ambiant, din punct de vedere macroscopic apare forta suphi 
mentară (58.4), avind pe unitatea de valsarea 
F ; REF 
— =v a B. (58.48) 
g 


j la scară atomică, asupra fiecărei particule a corpului de 
probă ce ul microscopie i i exercită o forţă magnetică suplimentară 


(corespunzătoare vitezei suplimentare y’ căpătată de toate particnleie corpului), 
care pe unitatea de sarcină are valoarea 
E, f sa 
=r xh (38.40) 
Fon 


Deoarece valoarea medie a acestei forje specifice microscopice determină acțiunea 
ponderomutoare macroscopică (59,48), oricare ar fi direcția și mărimea vitezei 


w, rezultă peniru inducția magnetică macroscopică interpretarea ! 
B=h, (38.50) 


38.4.3. Interpretarea microscopică a densității de sarcină electrică si a 
densităţii  earentului slecirie de condueţie. Așa cum se ştie, particulele ele- 
mentare sînt grupate în sisteme numite atomi, molecule, ioni. Moleculele si 
atomii sînt neutre din punct de vedere electric, sarcinile pozitive din. nucleele 
atomilor compensînd exact sarcinile negative ale electronilor de pe orbitele 
din jaral nucleelor. Particulele elementare care intră în constituţia atomilor 
şi moleculelor se numesc particule legate și nu aduc nici o contribuție la sarcina 
macroscopică a corpurilor, sarcina lor totală fiind nulă pentru orice mic corp 
izolat în vid. Ionii conțin atît particule legate, a căror sumă a sarcinilor e nulă 
pe întregul ion, cât și electroni în exces (ioni negativi) sau în lipsă (ioni pozi- 
tivi). Oricare ar fi natura unui sistem de s particule legate, avînd sarcinile 


5, (moleculă, atom, ion ete.), există relația 


in afară de sistemele de particule mai există şi electroni liberi {mai corect 
uvasi-liberi), care se pot deplasa oricît de mult în cuprinsul corpului consi- 
derat, nefiind localizz aţi în anumite molecule sau în anumiți atomi sau ioni. 


poa te 


aibă o valoare 


purtători de. sarcină şi, prin aola lor (de ex, a ionilor în electrolii 
a electronilor în metale), pot contribui la curentul elceiric de conduci 
wia macroscopică, care — din punct de vedere microscopic se interpre 
prin curentul de convecţie, al purtătorilar de sarcină, faţă de restul conduc- 


caca 
n] 
e 


cu această clasificare a particulelor elementare din corpuri, den- 


copică de sarcină se poate descompune aditiv în doi termeni 


(58.52) 


sarcinii microscopice libere 
ate. Al doilea, Peg s 58 nu- 
apice lezate si e nul în vid sau în 


Primul, Gat, Se numeşte densitatea de va 
și e nul în vid sau în interiorul pasti 
meste densitatea de volum a sarcinis micro: 
interiorul particulelor libere, În acord ev că particulele legate nu pot 
contribui la sarcina macrose opică a corpurilor, se admite că densitatea de vo- 
lune a sarcinii electrice din teoriu mecroseopică osie valoarea medie a densități, 
sarcinii microscopice libere 


(58.53) 


ultima expresie find o formă particulară a relativi (59.44), valabilă cind toate 
particulele libere sînt de acelasi tip și au densitatea numerică N, De ase- 
mensa, densitatea curentului electric de cong lucfie din teoria macroscopic este 
valoarea medie a densiteții curentului microscopie de convecție al particulelor 
libera față de conducior 


„i 


J == G, siib Wie = Gib Whi (38.54) 


Aini wu e viteza relativă la conductor a acestor particule, jar ulthua expre- 


se e valabilä rind toate particulele lihere sîni de acel 


tip. 


58.4. Interpretare a microscopică a a polarizaţiei electrice, În teoria clec- 
tronilor se consideră că particulele elementare nu au moment electric. Momentul. 
cinetric trebuie să st caz o mărime derivată a sistemelor de parti- 
cule les gate, care unor dipoli electrici (+, par, 4.2, vol I} Genera- 

) niia m wtrie al dipolului pentru un sistem de s parti- 
moment electric microscopic dipalar al sisterautui 


mărimea 


(58.55) 


centrul 


în «are | siut razele vectoaze ale 
( 


al sistemului (moleculă. atom, ion 


Media se consideră pentru un interval de timp mare faţă de perioadele de ro» 
taţie ale particulelor din sistem. Polarizaţia electrică P e definită ma eroscopic 
ca densitate de volum a momentului electric miacroscopic, Cum acesta e re- 
«ultatul însumării valorilor medii ale tuturor momentelor (58.55) ale diferi- 
telor molecule, rezultă că polarizajia e interpreiabilă microscopic ca valoare 
medie a sumei momentelor microscopice ale moleculelor din unitatea de volum. 
Dacă toate moleculele sînt identice, rezultă o relație analogă cu relația (58.44); 


P =N.p, (58.56) 


iu care medierea se face numai în timp. În aceste condiţii se demonstrează 
că densitatea sarcinii de polarizaţie din teoria macroscopică (v. par. 4.4. vol. I) 
este valoarea medie a densității microscopice a sarcinilor legate: 


Fig 3 


58.4.5. Interpretarea microscopică a magnetizaţiei, În teoria electronilor 
se consideră că particulele elementare nu au moment magnetic. Momentul 
magnetic trebuie să fie în acest caz o mărime derivată a sistemelor de par: 
tic cule legate în mișcare, care sînt analoge unor bucle de curent (v. par, 18.2, 
vol. I), așa cum a presupus Ampère cu mult timp înainte de cunoaşterea struc- 
tarii atomului. În adevăr, atomii sint constituiți din nuclee încărcate pozitiv 
in jurul cărora se rotesc electroni pe orbite închise. Considerăm pentru sim» 
plilicare o orbită circulară (fig. 58.4) de rază l, pe care se rotește o particulă 
de sarcină q, cu viteza w și raza vectoare | faţă de centrul orbitei, Orbita tre- 
buje echivalată cu o buclă de curent de moment magnetic 


m= iA, (58.58) 
unde A e vecioral arie al buclei, iar i curentul ei. Pentru a generaliza această 


definiţie, observăm că în intervalul de timp AL, particula străbate par- 
cursul wÂf și raza vectoare mătură aria 


AA = 2i xX wWAL 


Cum. intensitatea curentului e sarcina transmisă în unitatea de timp printr-o 
suprafață transversală față de direcţia de mișcare, curentul echivalent, 
in acest caz, particulei e c/Ar. Contribuția mișcării particulei la momentul 
magnetic al sistemului poate fi definită prin analogie cu relaţia (58.58) de relatis 


1 AA= a xX gW 


Pe baza acestei analogii se numeşte moment magnetic orbital al unui sistem 
de s particule legate, în miscare pe orbite închise în jurul centrului C, mărimea 


Ten , i ăi 
Mob = T N x ciw”. (58,59) 
” kal 


Dezvoltarea ulterioară a teoriei atomice nu a confirmat ipoteza teoriei 
electronilor, conform căreia particulele elementare nu ar avea moment mag- 
netic. Pe baze experimentale și teoretice (în cadrul Fizicii cuantice) s-a con- 
statat că particulele pot avea un moment magnetic propriu sau intrinsec, 
numit moment mognelic de spin, care din punctul de vedere al teoriei electro- 
nior trebuie considerat o mărime primitivă (ireductibilă la curenţi electrica 
orbitali}. Valoarea medie a sumei momentelor magnetice de spin mf ale par- 
ticulelor unui sistem atomic se numește moment magnetic de spin al sistemului 


i s si ri. 
nispi = m. (58.00) 


in ansamblu, un sistem de particule legate (moleculă, atom, ion etc. are mo- 
mentul magnetic microscopie 


e volum, are atanci 


mie 
ia 
om 


Magnetizaţia M, adică momentul magnetic al unitäț 


a expresie analogă cu a polarizaţiei electrice (59,56) 


_.t 


M = Îi, (58.62) 


dacă toate moleculele sînt identice, 

Cu aceste interpretări pentru mărimile electromagnetice cele mai impor- 
tante se pot deduce ecuaţiile cimpului electromagnetic macroscopic (ecuaţiile 
Maxwell) prin mediere, pornind de la ecuaţiile cîmpului electromagnetic 
microscopic? (58.6...58.9). Totodată, pe baza interpretării microscopice a 
mărimilor macroscopice și a ipotezelor teoriei atomice a corpurilor, se pot 
deduce și interpreta diferitele proprietăţi și legi de material (v. și cap. 59 


1 R. hăddutej, Bazele ievrotite ale electrotehnicii, vol, 1Y, Fipograha şi Litografia 
36 


58,4.6, Medii statistice, ilor temporale care intervi 
(58.36), (58.62) ar 


aceste medii 


ia adevăr, î în condiții macroscop e, un macroscopic evolue 
contenit la scara microscopică, unge starea sa, caracterizabilă printr- un număr enorm 
parametri, e o func spiune extrem de complicată de timp, De aceea există un număr foarte 

Sfin) compati 


Că 


i 


i stări microscopia ile cu aceleaşi conditii macroscopice. Realizarea 
ă a uneia oarecare dinee aceste stări HE ntă un eveniment întimplător în raport en 
condițiile macroscopice date. Dacă se cunoaşte probabilitatea 8 ($) > 0 da realizare a acestui 
verimeni, numită probabilitate de stare, su: pica medie a unei mărimi microscopice oarecare 
ameținne de micras e datë de expre: 


n) 
SA 


constante 
relație numită 


a e medie statistică a nuel 
baie să fie egală eu acea constar 
condiția de normars 


135.04) 
s 
din care rezulță că toate probabihitátile sint subunitare, cel malt sanitare 
SS) sI, (58-65) 


Sumele din pelaţiile (55.63) zi (59,64) se calculează asupra tuturor stărilor posibile ale sie- 
temului, compatibile cu condiţiile macroscopice date. Calculul pe cale statistică al valorile 
medii uecesită, aşadar, cunoaşterea funcţiei 2 (S) numită functiune de repartiție. 

În cazul unui sistem macroscopic, compus dintr-un număr foarte mare de xaitro- 
sisteme identice în interacțiune slabă — cum sînt, de exemplu, moleculele unui gaz —— se 
demonstrează (în cadrul fizicii statistice clasice}, că, la echilibra termic, probabilitatea ca uw 
mierosistew (a moleculă) să se afle într-o stare s ° oarecare e dată de relația 


temperatiwa  abaolută (în 


Kelvin, iar 
k w 1,37108 J/K 


c constantia universið a lui Boltzmann. Constante mwiltiplicativë nepre 
5} e o funcțiune de temperatură și de proprietăţile macroscopice ale 


mină cu “ajutorul condiţiei de normare (58.64), 

Funcțiunea de repartiție (58.66) se nuineşte functiunea de repartiție a bu 
şi pune în evidență rolul pe care îl are agitația termică, adică : 
dezordonate existente la nivel atomis. 


1950. 
-ermelor care compun sistemul macroscopic sint notate cu litera mică s. 


im $. Piţaica, Biemente de mecanic statistică, Ed. tebnie 


1 Stările micros 

Starea microscopică a acestui sistem definită de ansamblul stărilor znicrosistemelor a fost 
+ 

notată cu hîera mare S. 
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59 POLARIZAREA ELECTRICĂ 
«|| ȘI MAGNETICĂ A CORPURILOR 


59.1. Teoria clasică a susceptivităţii electrice 


59.1.1. Polarizarea corpurilor. Cîmpul electric activ. În vol. I paragraful 
4.5 s-a prezentat o teorie calitativă microscopică a polarizaţiei electrice. S-a 
arătat că din punctul de vedere al polarizării electrice există două clase de 
molecule : molecule nepolare, al căror moment electric microscopic (dat de re- 
laţia (58.55)) e nul în lipsa unui cîmp electric exterior moleculei, și molecule 
polare al căror moment electric microscopic (58.55) e diferit de zero chiar în. 
lipsa unui cîmp exterior. Se mai spune că moleculele polare prezintă moment 
electric microscopic spontan. Polarizarea electrică specifică corpurilor cu mo- 
lecule nepolare se numeşte polarizare diaelectrică sau polarizare de deformare 
şi se manifestă la orice corp polarizat, iar aceea specifică corpurilor cu mole- 
cule polare se numeşte polarizare paraelecirică sau polarizare de orientare si 
se manifestă numai la aceste corpuri. 

Polarizarea electrică macroscopică a corpurilor se produce prin efectul 
actiunilor exercitate asupra moleculelor (atomilor) de cîmpul electric exterior 
acestora. Acţiunile consistă în deformarea moleculelor nepolare — care, în 
acest fel, capătă momente elecirice microscopice induse — sau în orientarea, 
moleculelor polare, care în lipsa cîmpului exterior au de obicei o orientare 
haotică și nu contribuie la polarizarea macroscopică a corpului. Cîmpul elec- 
trice care exercită aceste acţiuni asupra moleculei se numește cîmp electric activ 
(sau interior) E. El nu coincide cu cîmpul electric macroscopic, deoarece ace- 
sta din urmă e obţinut prin medierea cîmpului microscopic pe un volum inf- 
nit mic fizic care e ocupat de foarte multe molecule, inclusiv de molecula asu- 
pra căreia se exercită acțiunea, pe cînd cîmpul activ se obţine prin medicrea 
efectuată numai pe volumul moleculei considerate şi în lipsa acesteia. Se poate 
însă arăta că pentru o clasă largă de corpuri mărimea E, este aproximativ egală 
cu intensitatea E, a cîmpului electric macroscopic dintr-o cavitate sferică 
vidă 5, de rază foarte mică R, cu centrul în molecula considerată și al cărei 
volum e un infinit mic fizic, adică e ocupat de foarte multe molecule: 


E, = Činiy + Texty ~ Činty BA E. xX E. (59.1) 


În această aproximaţie se consideră, pe de o parte, că media intensității cîm- 
pului electric ext produs de moleculele din exteriorul sferei e practice egală cu 
intensitatea E, (datorită faptului că aceste molecule exterioare se găsesc foarte 
departe de centrul sferei din punct de vedere microscopic) și se consideră, pe 
de altă parte, că media intensității câmpului electric Činy produs de moleculele 
polarizate din interiorul sferei X, adică vecine cu molecula considerată, e nulă. 
Această ultimă presupunere e sigur corectă, din motive de simetrie, la cris- 
talele din sistemul cubic sau la gaze (unde repartiţia total dezordonată din 
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cauza agitaţiei termice a moleculelor vecine din interiorul suprafetei }, asi- 
gură compensarea statistică a cîmpului produs de ele în cenirul sferei). 


Pentru calcul mărimii E. folosim relaţia (5.4) (par. 5.1, vol. I) 


1 PnR 
C.F E + (| ( ni) dA, 
Acea R3 


în care n; = — n e normala interioară la X, vectorul R e dirijat către punctul unde calculăm 
cîmpul, adică spre centrul sferei, iar P poate fi considerat constant în punctele suprafeţei X a ca- 
vităţii, deoarece sfera este foarte mică. (fig. 59,1) 


Facem notația Ex = =t (| (at A, Din 
Areo RS 


2 
motive de simetrie Ez e orientat J, după axa 0, 
şi integrandul depinde numai de 0, astfel că 
1 Pr )(Ru 
Erz = u(uEz) = u—— i) EriRu) dÀ. = 
ATE R? 


T 
o R cos 0 
P aaa aa piele adi 


Lui 
P 
bagi ră | cos ateos 0) = z= 


20 Ea 


În consecință rezultă 


Fig. 59.1 E, ~ E, = E + — P. (59.2) 

z 
Teoria microscopică a polarizației electrice urmăreşte să demonstreze 
expresia legii macroscopice a polarizaţiei electrice temporare (rel. 4.36, par. 6.3, 


vol. I) 
z 
P = co, (59.3) 
în care y, e mărimea de material numită susceptivitate electrică. 


59.1.2. Polarizarea diaelectrică (de deformare). Momentul electric mi- 
croscopic indus, Pma, al moleculelor nepolare rezultă din deformarea mole- 
culelor sau a atomilor (v. par. 4.5, vol. I), produsă de cîmpul electric Ep. Con- 
siderăm ca exemplu pentru simplificarea expunerii un atom de hidrogen, și 
că vectorul E, e orientat după normala la planul orbitei, ca în figura 59.2. 
Orbita electronului nu se deformează, dar planul ei se deplasează în sens con- 
trar cîmpului electric, iar nucleul (protonul) în sensul eia n şi se formează 
astfel un dipol electric constituit din nucleu! N al atomului, situat la dis- 
tanţa 1 de planul orbitei, și din centrul sarcinilor negative M, care reprezintă 
poziţia medie a electronului aflat în mișcare Tapida pe orbită și e situat în cen- 
trul de simetrie al orbitei. 
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Scriind că în stare staţionară, cînd încetează acţiunea de deformare a 
atomului, proiecția forţei rezultante pe direcţia vectorului E, e nulă, se obține 
relaţia 

2 
1 ĉo 
0 = — J- —— -z sin 
doo 1 Ameo R2 B, 
în care primul termen e proiecția forței —goEọ exercitate de cîmpul electric 
asupra electronului, iar al doilea termen e proiecția forţei coulombiene F, 
de atracție exercitate de nucleu asupra 


electronului, situat la distanţa R de el. - find £ 
i E a 5 o 
Deoarece sin 8 = p iar qoal = Pina. din $ 4 4 4 i 
ultima relație rezultă | 
1 q&a? _ 1 pid | DE nai 
Li ana Ce N i a 
dre R3 neg R? -K — sl 
JON d 
| 
sau i sa. 
pi 
Pina = 4n R3egEg == ego Eos | 
în care a = Pl se numește polarizabili- | | 
tate electrică şi e o mărime preporţio- Fig. 59.2 


nală cu volumul atomului, respectiv al 
moleculei («x = 4r R’). Din cauză că momentul electric indus are aceeași 
orientare ca și intensitatea cîmpului electric activ, rezultă relaţia vectorială 


Pina, == EpalEo. (59.4) 


Experienţa arată că această relaţie e valabilă (cu anumite valori pentru «) 
atît în cazul cînd E, are şi o componentă paralelă cu planul orbitei (care 
în aceste împrejurări, se deformează) cît şi în cazul unei molecule de struc- 
tură mai complexă, De aceea se poate afirma că momentul electric micro- 
scopic indus e totdeauna proporţional cu intensitatea cîmpului electric activ. 

Dacă în unitatea de volum al corpului există, în medie, N, molecule, 
expresia polarizaţiei diaelectrice este următoarea : 


P = NuPina = aN, Ep, 
sau, ținind seama de relația (59.2) şi considerînd nulă polarizaţia permanentă, 
„i 
P = Nae |E + > P), 
i 3 


din care se obține 


ei, (59.5) 
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Am stabilit astfel, prin analiza microscopică a fenomenelor, expresia legii 
polarizaţiei electrice temporare (59.3). Prin comparare rezultă expresia suscep- 


tivităţii diaelectrice 


-Na (59.5) 


Xea = 


Din această relație rezultă că susceptivitatea de natură diaelectrică nu 
depinde direct de temperatură, polarizabilitatea find o mărime microscopică, 
proporțională cu volumul moleculei, iar N, fiind proporțional cu densitatea 
substanței respective. 


59.1.3. Polarizarea paraclectr xică. Dacă un corp izotrop cu molecule polare 
nu se găsește într-un cîmp electric stabilit din exterior, momentele electrice 
spontane p, ale moleculelor sînt orientate dezordonat, datorită agitaţiei 
termice, De aceea, suma momentelor electrice din unitatea de volum e nulă, 
iar corpul rezultă nepolarizat din punct de vedere macroscopic. În cazul aplicării 
unui cîmp electrice ca exterior, moleculele tind să se orienteze sub acţiunea 
cuplului C = p, X Ey, astfel încît momentele lor electrice să fie omoparalele 
cu intensitatea cîmpului, a cărui direcție — luată ca direcție Oz — constituie o 
direcție privilegiată în corp ; la această "ordonare a orientării molec culeior, deter- 
minată de cuplul exercitat de cîmpul activ asupra lor, se opune însă agitația 
termică, astfel că momentele electrice ale moleculelor formează diferite unghiuri 
(nule sau nenule) cu direcţia cîmpului, fiind însă mai probabilă realizarea unghiu- 
rilor ascuțite cu această directie privilegiată. În această situație, suma momen- 
telor electrice din unitatea de volum e diferită de zero, și deci corpul rezultă. 
polarizai electric în sensul intensității cîmpului. Dacă agitația termică ar fi 
atît de slabă și intensitatea cîmpului electric atît de mare, încît toate momentele 
electrice să aibă orientarea cîmpului, se spune că s-ar atinge saturaţia, iar 
polarizaţia nu ar mai putea crește. 


Lucrul mecanic de rotaţie efectuat de forţele electrice care determină cuplul C = pp X Eo 
de valoare scalară p E sin 0 este —pyEo sin 0d0 (semnul minus provine din faptul 


că acest cuplu acționează în sens opus creșterii lui 0) şi e egai cu descreșterea energiei po- 
enţiale wp a moleculei în cîmpul exterior 


— dwp = — ppEysin 0d0 = Cod. 


Prin integrare rezultă expresia acestei energii 


wp = (pata sin 0d0 = — pp” cos 0 = — ppEo- (59,6% 


În lipsa unui cîmp exterior care să tindă să orienteze moleculele, toate direcțiile din 
spațiu sînt în mod egal îndreptăţite, și de aceea numărul de molecule cu orientările mo- 
mentului electric, cuprinse între 0 și 0 + dO și între e şi e + dọ (v. fig. 59.3), e propor- 
ţional cu unghiul solid elementar corespunzător, adică cu elementul de arie dA = sin 0d 9 de 


al sferei de rază unitate, centrată pe moleculă. 
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| În termeni statistici se poate spune că, 
în absenţa vreunui cîmp exterior, probabi- 
litatea elementară ca orientarea momentului 
electric al unei molecule să fie cuprinsă în 
unghiul solid elementar considerat este 


d3 = const. sin 9d0 dp. (59.7) 


În prezenţa cîmpului exterior Ep, 
în care fiecare moleculă are energia 
potenţială (59.6), această probabili- 
tate devine (în acord cu repartiţia 
Maxweli-Boltzmann, rel. 58.66) 


w 


P 
d8 = const. e +T dA = 


w 


= const. e KT sin 0 - d9 - dọ, 


sau, ținînd seama de relația (59.6), 


Pp Egcos® 
d2 = const.e E! sin0.d0. do 
sau 
d2 = const, es d (cos 9). dọ, (39.8) 
unde s-a notat 
PE; 
a tR (59.9) 
kT 


Constanta din expresia (59.8) a probabilității elementare se determină 
din condiţia de normare (58.64), care, în acest caz al unei mulțimi continue 
de stări, se exprimă prin integrala 


(as S (59.10) 


luată asupra tuturor valorilor posibile ale variabilelor independente. 
Se obține 


a 2x 
const. | | eaeos0d (cos 0) dọ = 1 
020 e=0 
sau 
const. = 1 . (59.11) 


2: e150 d (cos0) 
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Momentul electric mediu al unei molecule se calculează cu formula mediei 
statistice (58.63), care, în acest caz al unei mulțimi continue de stări, 
se exprimă prin integrala 

no 2n 
p= (p;a2 = const. | | peaees0 d (c050) dọ. (59.12) 
020 920 
E uşor de verificat că singura componentă nenulă a momentului mediu e 


aceea în lungul direcţiei cîmpului exterior. De aceea, în modul, momentul 
mediu coincide cu proiecția lui pe axa Oz 


a 2r 
p= |p cos 0 d$ = const. | | Pp cos 0 e22? d (cos 0) de. 


9=0 p=0 
Integrînd în ọ, înlocuind constanta cu relaţia (59.11) şi trecînd la polari- 
zaţia P = N,p (unde N, e numărul mediu de molecule din unitatea de volum), 
se obţine expresia 
n 
| e20050 . cos0 d (c0s0) 
ò 
P = N,P, SE (59,13) 


(ee? a (eos0) 
ò 
Observăm că numărătorul fractiei din (59.13) este egal cu derivata numi- 


torului în raport cu parametrul a. Făcînd schimbarea de variabilă u = cos 9, 
CR 
se optime 


d 
e | e“ du 
da —-1 
u=1l a _— ea 
P= N,pp = = Nope A |in | e“ du| = NP, g [m = £ | 
a a 
e™ du | 
u=l 
sau 
P=N. —e—a — ea 1 2N cha 1l DE _ A], 
Pa] e—a — ea a vP? sha a “Po Gia a j 
Funcțiunea 
£ (a) = ctha — Ż (59.14) 
a 


se numeşte funcțiunea lui Langevin, iar reprezentarea ei grafică este indicată 


în figura 59.4. 
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Cu această notație obţinem 
P = Np, £ (a). (59.15) 
În condiţiile fizice obişnuite a & 1, şi deci £ (a) ~ £'(0)a = : + Cu această 


aproximaţie se obţine, ţinînd seama de relaţiile (59.9) (59.15) şi (59.2), 


TA 2 Eo N P$ E i 4 P) 
P œ N Po ger > Îv rl TR MN 


de unde rezultă, explicitînd 

polarizaţia, a PE 

Paned SNUR PERIE A pi 2 0 E NEC ACE RE PIN E ERIN 
€ 


t 
La) =zctha- 7 


Am demonstrat astfel expresia | 
(59.3) a legii polarizației elec- ] 
trice temporare pentru sub- 
stanțe paraelectrice. Susceptivi- 
tatea paraelectrică are expresia 


Nop? 1 
> 
Xe 3ekT ONR 1 2 3 4 3 6 7 8a 
Desk Fig. 59.4 
(59.16) 


Din această expresie rezultă că susceptivitatea de natură paraelectrică 
depinde de temperatură, şi anume că ea scade cînd temperatura crește. În 
adevăr, dacă temperatura crește, agitația termică a moleculelor se mărește 
și efectul de orientare a momentelor electrice în sensul cîmpului este mai slab. 


În acest calcul s-a ţinut seama pînă acum numai de polarizaţia paraelectrică. În rea- 
litate şi în moleculele polare apare un moment electric indus, astfel că polarizaţia totală 
a corpurilor paraelectrice e egală cu suma dintre o  polarizație de forma relației (59.5) 
şi o polarizaţie de orientare de forma relaţiei (59.16). Ca rezultat, legea polarizaţiei electrice 
temporare are forma 


No No Pp 1 
P= de pa 3 eF. (59.17) 
1 Nox 0 Nop 
3 o SekT 
din care rezultă relaţia 
1 Nop? 
X A Mea kote (59.18) 
1 . Nya c30: Nop 
3 ek T 


care reprezintă expresia microscopică a susceptivităţii unei clase largi de substanţe întilnite în 
practică, 
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59.2. Teoria clasică a suscepiivităţii magnetice 


59.2.1. Magnetizarea corpurilor. Cimpul magnetic activ. Așa cum am 
arătat în paragraful 58.4.5., moleculele corpurilor pot avea un moment magnetic 
microscopic m, dat de relaţia (58.61), la care contribuie atît momentul magnetic 
orbital al micilor bucle de curent, pe care le reprezintă mișcarea pe orbite închise 
a electronilor, cît şi momentul magnetic intrinsec de spin al particulelor ele- 
mentare. Şi în acest caz se. deosebesc molecule nepolare, al căror moment mag- 
netic rezultant (58. 61) e nul în lipsa unui cîmp magnetic exterior (momentele 
instantanee orbitale și de spin ale particulelor care compun molecula se compen- 
sează în medie) și molecule polare, al căror moment magnetic rezultant (58.61) 
nu se anulează în lipsa unui cîmp magnetic exterior, ci definește momentul 
lor magnetic spontan. Chiar dacă moleculele sînt polare, în lipsa unui cîmp 
exterior orientările momentelor diferitelor molecule sînt repartizate haotic, din 
cauza agitaţiei termice și magnetizaţia macroscopică e nulă. Un cîmp exterior 
contribuie la apariţia unei magnetizaţii macroscopice nenule prin două efecte 
(v. şi par. 18.5, vol. I): magnetizarea diamagnetică, care provine din apariţia 
unui moment magnetic indus, la fiecare moleculă în parte, sub acţiunea și pe 
direcţia cîmpului exterior (dar în sens opus acestuia), și magnetizarea para- 
magnetică, care provine din orientarea moleculelor polare sub acţiunea și în 
sensul cîmpului exterior și împotriva tendinței de dezorientare a agitaţiei 
termice, Paramagnetismul se poate manifesta deci numai la substanţe cu mole- 
cule polare, pe cînd diamagnetismul se produce la orice substanţă. 


Ca și în cazul polarizării electrice, cîmpul magnetic exterior moleculei 
A ti rau . E 1 -e g A 
considerate, numit și cîmpul magnetic activ Hy =— Bg, diferă de cîmpul mag- 


a 0 
netic macroscopic și e dat — pentru o clasă largă de corpuri — de relația 
B= HM a~H +M, (59.19) 


analogă cu relaţia (59.2) (aşa cum știm din comparaţia legilor legăturilor 
D = E + P ṣi B = (H -+ M), mărimii P fi corespunde uM în cazul mag- 
netic). 

Teoria microscopică a magnetizației urmăreşte să demonstreze expresia 
legii macroscopice a magnetizației temporare (rel. 18.28, par. 23.1, vol. I): 


M = y„ H, (59.20) 


în care y„ e mărimea de material numită susceptivitate magnetică. Spre deosebire 
însă de mărimea electrică analogă, experienţa și teoria arată că pentru marea 
majoritate a materialelor (dia- sau- paramagnetice) susceptivitatea magnetică e 
extrem de mică (%„ < 10}. De aceea, termenul al doilea din relaţia (59. 19) 
e neglijabil fată de primul și cîmpul magnetic activ e practic egal cu intensi- 
tatea macroscopică a cîmpului magnetic 


H, œ= H, B, ~= uH. (59.21) 
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Există însă, după cum ştim, o clasă specială de materiale — materialele feromagnetice 
{v. par. 23.2, vol. I) — cu susceptivitate magnetică foarte mare și cu proprietăți speciale 
(nelineariiatea legii de magnetizaţie, isterezis, magnetizaţie remanentă etc.). De aceea, 
feromagnetismul va fi studiat separat (par. 59.3). 

59.2.2. Diamagnetismul. Substanțele diamagnetice sînt acelea care au 
molecule nepolare, adică fără moment magnetic spontan., În lipsa unui cimp 
magnetic exterior moleculei, expresia (59.61) a momentului magnetic al acestor 
molecule se anulează. La aplicarea unui cîmp magnetic exterior apare însă un 
moment magnetic indus, şi anume un moment magnetic orbital suplimentar. 

În adevăr, dacă se consideră un sistem atomic compus din particule identice 
de sarcină q şi masă m care se mișcă într-un cîmp de forțe centrale, pe orbite 
închise care înconjură centrul cu viteze unghiulare foarte mari, după aplicarea 
unui cîmp magnetic exterior slab de inducţie By = pọ Ho, întregul sistem capătă 
o mişcare suplimentară lentă de rotaţie în jurul direcţiei cîmpului cu viteza 
unghiulară 


Ao œ~ LB = — PH (59.22) 
f 2m 2m 
(Ao || B, dacă q = — q < 0, cum e cazul electronilor din atomi). Aceasta 


e teorema lui Larmor, valabilă oricare ar fi planurile orbitelor particulelor, iar 
viteza unghiulară (59.22) se numeşte precesia lui Larmor. 


Demonstrăm teorema lui Larmor numai în cazul particular deosebit de sugestiv al 
unui atom de hidrogen cu orbită circulară (fig. 59.5), la care se aplică un cîmp magne- 
tic exterior perpendicular pe planul orbitei. Înainte de aplicarea cîmpului, forța coulombiană 
centripetă F.era echilibrată de forța centrifugă F = lmyc%, unde l e raza vectoare, my. 
e masa electronului, iar œg viteza lui unghiulară de rotaţie: 

F. =m lað (59.23) 

În tot intervalul de timp cît cîmpul magnetic creşte de la 0 la valoarea finală, apare un cîmp 
electric indus Ey, care (în cazul sensurilor din fig. 59.5) înfrînează mișcarea electronului. Vi- 
teza unghiulară a electronului se modifică cu mărimea (negativă) Ac, dar raza orbitei nu 
se modifică (şi deci nici F.), deoarece scăderea 
forţei centrifuge e compensată exact de forţa | 
lui Lorentz F =q (w X B), care (în cazul din 
fig. 59.5 cu q = — ùf) are sensul radial şi 
modulul 


à i8 xu H 
| 4 E 2 2 
F = qwB, = pol Bo (59.24) 
După aplicarea cîmpului magnetic, forța 
coulombiană F, rămîne deci nesehimbată o ( 
dată cu raza l a orbitei şi e echilibrată de suma N 


dintre forța centrifugă şi forța Lorentz, cal- 
culate cu viteza unghiulară finală w = w+- Aw | 


Pe = mol (o + Aw) + gl (%0 t Ao)Be (59.25) 


Pentru toate valorile realizabile tehnic 
ale inducției exterioare Bg, modificarea vite- 
zei unghiulare e foarte mică faţă de valoarea ei iniţială: Aw < cp. De aceea, înlocuind 
Fe în relaţia (59.25) cu (59.23), reducind termenii molog și neglijind în rest pe Ac față 
dewp, se obţine 

2molooA o + qolooBy = 0 sau Ao = — = Bo (59.26) 
2mo 
Aici-semnul minus arată că Aw are sens opus lui cp, adică are sensul cîmpului magnetic. 
Ţinînd seama că q = — qy am obţinut chiar expresia (59.22). 
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Ținînd seama de precesia lui Larmor, fiecare dintre cele s particule identice 
(qF = q, mE = m) ale unui sistem atomic capătă o viteză suplimentară A9 x l* 
și contribuie la momentul magnetic orbital (58.59) al sistemului cu un termen 
i s4 
„indus 


Amia = — qr x (Ao x 1*), 


care cu relația (59.22) se scrie 


2 
l ; 
Amkg — L x (H, x F). (59.27) 
4m 
Sub acțiunea cîmpului magnetic exterior, momentul magnetic microscopic 
al întregului sistem se modifică deci cu mărimea 
s g u 8 i 
E; pg = SO Ami = — Ba DOr x (Ho x Ik) . (59.28) 
k= 4m zi 

Vectorul į} x (H, x 14) = H, F° — (H, 14) are valoarea medie orientată 
în direcția cîmpului exterior, deoarece componentele transversale se compen- 
sează statistic, singura direcție privilegiată fiind a lui H, = kH. Se poate 
deci serie (cu klt = 1* cos 9%) 


t t 


e 3 
IE x (H, X I) ~ k [k (F x (H, x E) = H, I? sin? 0*, 


rezultă momentul magnetic indus al sistemului 


~ Fu ea i 
Di; = — a H, D I=? sin? F * (59.29) 


Din această relație rezultă că momentul magnetic indus al sistemului de 
particule are sens opus sensului cîmpului exterior oricare ar fi semnul sarcinii q 
a particulelor (identice) de pe orbitele sistemului. În cazul atomilor, aceste 
particule sînt electroni de sarcină g = — qo şi masă m = mọ 

Presupunînd substanța diamagnetică, acest moment indus e singurul nenul 
şi magnetizația M se obține din relația 


tari a de je e aa oaie 
M = N, fina = am 2l sin? 0%, (59.30) 
unde N, reprezintă numărul de molecule din unitatea de volum a corpului. 
Din relația (59.30) rezultă expresia susceptivității diamagnetice prin comparare 
cu relația (59.20) și tinînd seama de relația (59.21) 


H N, o2 = ——t 
Ina = — O DEE sint O < 0. (59.31) 
lic: A e i 


Susceptivitatea diamagnetică este deci o mărime negativă (ceea ce arată, ca 
şi relația (59.30), că magnetizaţia indusă este opusă cîmpului magnetic induc- 
tor) —— și nu depinde direct de temperatura corpului (ci numai prin intermediul 
lui /N,). Orice corp prezintă, eventual împreună cu alte tipuri de magnetizaţie, 
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magnetizaţia de natură diamagnetică, care e însă extrem de slabă (de obicei 
La == 106). 

59.2.3. Paramagnetismul. Substanțele paramagnetice sînt acelea ale căror 
molecule au moment magnetic spontan (molecule polare). Acest moment mag- 
netic, pe care îl notăm cu m, , este dirijat diferit, la fiecare moleculă în parte, 
astfel că datorită agitaţiei termice, valoarea medie a acestui moment e nulă 
pentru un corp macroscopic. Sub acţiunea unui cîmp magnetic exterior se 
produce însă orientarea ordonată parţială a moleculelor în direcţia cîmpului. 
Acest efect este similar celui paraelectric (v. par. 59.1.3), deoarece în acest. 
caz cuplul care orientează moleculele este C = m, X By; se obţine pentru 
energia potenţială a moleculei în cîmpul exterior, în Jocul relaţiei (59. 6), expresia 


= — m,B, = — m, Hepo. (59.32) 


Calculul statistic se facc cu totul analog și dacă se notează acum 


Wn 


a = Beho, (59.33) 
kT 


se obține următoarea expresie a proiecției magnetizaţiei pe direcția cîmpului 
(singura proiecție nenulă), analogă cu relația (59.15), 


M = N, m, l(a). (59.34) 
Deoarece a & l, se obține £(a) F = ar Hg; ţinînd seamă însă 


de relațiile (59.21), deoarece M<«H, rezultă pentru legea magnetizației tempo- 


rare relația 
Nom? 
M x 0 y, (59.35) 
3kT 


din care se obţine expresia susceptivității paramagnetice 
Ho No mÈ Pe C 
3kT T 


up m >0, (59.36) 
care e acum pozitivă (în opoziţie cu x,y). 

Din această expresie rezultă că susceptivitatea de natură paramagnetică 
depinde de temperatură, fiind invers proporțională cu temperatura absolută 
la densitate invariabilă (legea lui Curie). 

Mărimea 
C= HoNemp (39.37) 
3kT 
se mai numește constanta lui Curie (şi se raportează de obicei la un mol de 
substanţă). 


Dacă se ţine seama și de efectul diamagnetic se obține susceptivitatea magnetică to- 
tală. 
2 7 2 s Lă 
Ho Nu mp toNodi kI a ak ? 
Xm > Xmd T kmp = DD L? sin? 0”, (59.38) 
- 3kT 4mo kA 
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59.3. Teoria clasică a feromagnetismuiui (teoria lui Weiss) 


Proprietăţile corpurilor feromagnetice au fost expuse în voi. I, par. 23.2. 
S-a arătat că, după teoria lui Weiss, un corp feromagneiic e constituit din 
mici domenii (de dimensiuni accesibile cercetării cu microscopul, deci, care 
conţin un număr enorm de molecule), magnetizate la saturație fiecare în parte. 
Magnetizaţia spontană a domeniilor e un efect cuantic şi nu poate fi complet 
explicat în cadrul fizicii clasice. Domeniile sînt însă orientate dezordonat în 
lipsa unui cîmp magnetic stabilit din exterior, din cauza agitaţiei termice, 
astfel că magnetizația globală a corpului este nulă. Un cîmp magnetic stabilit 
din exterior tinde să orienteze domeniile în sensul intensității sale, acestei 
acţiuni opunîndu-i i-se aceea a agitaţiei termice. În cîmpuri magnetice suficient 
de intense se ajunge la saturație, cînd toate domeniile au momentele magnetice 
orientate în sensul câmpului magnetic și cînd magnetizaţia corpului, practic, 
nu mai crește la mărirea cîmpului (în realitate ca crește totuși pe seama măririi 
momentului magnetic al domeniilor, dar acest efect e foarte slab). Pentru a da 
totuși o explicaţie magnetizării domeniilor, Weiss a considerat că magnetizarea 
unui domeniu e analogă aceleia a unui corp paramagnetic și poate fi studiată 
pe baza acelorasi relaţii ca şi paramagnetismul, cu deosebire că la corpurile 
feromagnetice există un cimp magnetic activ mult mai intens decît ar rezulta 
din relaţia (59.19), ceea ce impune să se seric 


H, = H + KM, (59.39) 


unde constanta K se numeşte constanta lui Weiss și are valori extrem de mari, 
inexplicabile din punctul de vedere al fizicii clasice. 
Ecuatia (59.34) rămînînd valabilă 


(59.40) 


M = Nam, £(a) = Nm, £ (=m) i 


kT 
unde £(a) e funcția (59.14) a lui Langevin. 


Pentru a determina legea magnetizației unui domeniu, trebuie să se elimine 


H, între relaţiile (59.40) și i (59.39). În acest scop scriem relaţia (59.39) sub 
forma 
T 1 i 
Mo 8,1 M aZ, (59.41) 
K K Kum K 
în care am ţinut seama că a = Ho Mp rps . 


Valoarea Mo a magnetizației obținută pentru H, —> œœ, cînd a > œ şi 
£ (a) > 1, rezultă din relația (59.40) : 


(59.42) 
astfel că se poate scrie 


£ (a) = cth a — — = —. (59.43) 
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Împărțind relaţia (59.41) la Mu = Nem, și folosind notația (59.37) 
rezultă ecuația 
M i kT H T H 5 
= 9 (a) => - za = a — ————— (59.44) 
Mo K uoNump m, KN, 3KC KNemp 


care reprezintă o dreaptă (v. fig. 59.6) cu panta 


` 


T T 
tg a == D' (a) = EI, 
3KC ua N Kmp 


Relaţia dintre M şi H se obţine eliminînd pe a între L(a) şi D(a), ceea ce se 
realizează grafic. Punctul P obţinut prin intersectarea dreptei D(a) (59.44) cu 
curba £(a) reprezintă soluția pro- 
blemei, deoarece el dă valorile 4 4 
mărimii M corespunzătoare va- | Wee SE, 
lorii date lui H (proporţional cu 7 
ordonata la origine a dreptei D(a)). 
Din această construcție re- 
zuită că, dacă panta dreptei 9 (a)— 
şi deci temperatura T — este su- 
ficient de mică,  magnetizaţia 
variază foarte puțin cu H şi există 
şi pentru H — 0, adică în absenţa 
cîmpului magnetic. Aceasta e mag- 


SE a- a e 
IKC | KN, m 


pi T 2 Y = Hi 
netizația remanentă a domeniului, z FNT 
«pay . . m 
caracteristică feromagnetismului. 2P 
Această proprietate nu se mai Fig. 59.6 


manifestă însă dacă temperatura 

corpului creşte peste o valoare 

critică T, numită temperatura Curie. În adevăr, din figura 59.6 se con- 
stată că dacă unghiul g dintre axa absciselorşi dreapta ® este mai mare decit 
unghiul «, dintre axa absciselor și tangenta în origine la curba £(a), dreapta D(a) 
nu mai intersectează curba £(a) pentru H = 0 decît în origine (M = 0). Cum 
coeficientul unghiular al dreptei creşte cu temperatura, conform relației (59.44), 


: A l X I ï 
şi cum tg «x, = £'(0) = —, rezultă cu tg œ~ = tg g, = — valoarea următoare 
Ș 8 c 3 g 8 Xe 3 


a temperaturii critice 


T. = a Sa — KC. (59.46) 
S 3k 
Dincolo de temperatura Curie, materialul se comportă ca un paramagnetic 
: F ară M u i a 
obișnuit. Punînd în acest caz £ (a) ~S =a rezultă din relațiile (59.43) 
w% 


cu (59.44) legea de magnetizare 
M=- H. (59.47) 
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60 ELEMENTELE DE TEORIE CUANTICĂ 
«|| A UNOR PROPRIETĂȚI DE MATERIAL 


60.1. Elemente de mecanică cuantică a unei particule 


60.1.1. Dualitatea undă-corpuscul. În fizica microscopică clasică se consideră că există 
două clase de sisteme fizice: cîmpurile electromagnetice, care au o repartiție continuă în 
spațiu (în particular, undele electromagnetice), şi corpurile, care au o repartiție dis- 
eretă în spațiu (sub formă de corpuscule), Un sistem fizic poate aparţine numai uneia 
dintre aceste clase, ale căror proprietăți se exclud reciproc. 

Experienţa arată însă că un acelaşi sistem fizic se comportă, în condițiuni fizice 
adecvate, fie ca un sistem de corpusculi (deci ca un corp) fie ca un sistem de unde (deci 
ca un cîmp). În cele ce urmează vom prezenta efectul fotoelectric extern, în care cîmpul 
electromagnetic se comportă ca un sistem de corpuscule şi efectul difracției fasciculelor 
de electroni în care acestea se comportă ca sisteme de unde. 

a)Efectul fotoelectric extern. Experienţa arată că metalele emit electroni dacă supra- 
faţa lor este luminată, energia cinetică maximă a electronilor emişi fiind funcţiune liniară de 
frecvenţa undei eleciromagnetice incidente (în particular, a luminii incidente), iar numărul elec- 
ironilor emişi în unitatea de timp depinzind de intensitatea ei. 

Dependenţa de frecvenţă a energiei cinetice maxime a electronilor emişi este însă 
în contradicţie cu legile fizicii clasice, conform cărora ar trebui ca energia undei electro- 
magnetice incidente, şi deci energia cinetică a electronilor emişi, să fie proporțională cu 
pătratul intensității E a cîmpului electric şi independentă de frecvenţă. Explicaţia efectului 


poate fi însă dată dacă se admite că, în interacţiunea ei cu corpurile, lumina — și mai 
general, cîmpul electromagnetic — se comportă ca un sistem de particule. 


Considerăm deci prin ipoteză că radiaţia electromagnetică e constituită, atunci cînd inter- 
acţionează cu corpurile, din particule elementare numite fotoni, şi notăm cu w și p energia, 
respectiv impulsul unei astfel de particule. Din datele experimentale rezultă în acest caz că 
mărimile w și p ale fotonilor asociaţi unei unde electromagnetice, monocromatice, de frecvenţă f 
şi lungime de undă à, sînt date de următoarele expresii : 


= hf (60.1) 
pat, (60.2) 
A 


în care h este o constantă universală, numită cuantă de acțiune sau constanta lui Planck, care 
are valoarea h = 6,55.10-34 jouiisecunde. 

În adevăr, în aceste ipoteze, incidenţa undei electromagnetice pe suprafața unui corp 
care emite electroni e echivalentă cu ciocnirea fotonilor cu aceşti electroni. Dacă se admite, 
în conformitate cu experienţa, că după ciocnire energia fotonului este nulă. (fotonul fiind „absor- 
bit“), rezultă din prineipiul conservării energiei : 


2 a 2 
pop PE e y a, — 


A (60.3) 


în care O, e lucrul mecanic de extracţie a electronului, adică energia necesară pentru a scoate 
electronul din corp, mọ e masa el lectronului, vo este viteza lui iniţială, iar v e viteza lui după 
ciocnire (după emisiune). Din relaţia (60.3), obţinută pe baza ipotezelor de miai sus, rezultă deci 
că energia cinetică a electronului emis e funcţiune liniară de frecvenţa undei electromagnetice 
incidente, aşa cum arată experienţa. 

b) Difracţia elecironilor. Experienţe efectuate cu fascicule de microparticule şi, în primul 
rînd, cu fascicule de electroni au pus în evidenţă fenomenul de difracție caracteristic undelor, 
Considerăm, de exemplu, un catod incandescent C, care emite electroni acceleraţi de un anod A, 
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sub tensiunea U. Viteza inițială 
a electronilor emiși fiind neglijabilă, 
viteza electronilor în dreptul ano- 
dului este (v. rel. 58.26) 


deja D% U. 


Mo 


Anodul e perforat, astfel că un 
fascicul foarte îngust, cu electroni 
de aceeași viteză v (monocinetic), 
pătrunde în spațiul din spatele ano- 
dului şi cade sub unghiul « pe su- 
prafața plană a unui cristal K. 
Fasciculul reflectat e captat în ca- 
mera de ionizare J, al cărui curent i, 7 
măsurat cu galvanomctrul G, e Fig. 60.1 

proporțional cu intensitatea fas- 

ciculului reflectat. Dacă se menține constant unghiul œ şi se variază tensiunea acceleratoare 
U, adică viteza v a electronilor, se constată experimental că reflexia se produce practic numai 
pentru anumite viteze. Din punct de vedere clasic, reflexia ar trebui să se producă la orice 
viteză a electronilor. Rezultatele experimentale se explică fără dificultăţi, dacă se consideră 
că rețeaua cristalină (de constantă d) acţionează ca o rețea de difracție, iar fascicolul de 
electroni ca o undă, cu lungimea de undă à. Condiţia lui Bragg, cunoscută din teoria 
elementară a difracției, 


2d sina = nà; EEE A (60.4) 


arată că reflexia se produce numai pentru anumite lungimi de undă. Dacă se admite acum că 
electronilor de viteză v şi impuls mọ = p le e asociată o undă cu lungimea de undă dată de 
relația 


h 
` h h h 
A= == pase 


P mgt y 2 Moh U 


analogă cu relația (60.2), se constată că se obține o bună concordanță între valorile calculate 
pe această bază pentru tensiunea acceleratoare U, care asigură reflexia, și valorile experimentale. 
Fasciculul de electroni prezintă deci proprictatca de difracție ca un fascicul de unde, cu lun- 
gime de undă dată de relația (60.2), în funcție de impulsul electronilor. 


Fenomenul de difracție a electronilor arată că particulele considerate drept corpuscule 
în fizica microscopică clasică se manifestà ca unde în anumite condiții. Pentru a caracteriza această 
comportare, se asociază unui sistem de particule o anumită funcțiune de punct şi de timp, ¢ (r, t), 
numită funcțiune de undă, a cărei formă depinde de proprietățile mecanice ale particulei, astfel 
cum se va arăta mai departe. Mecanica microobiectelor care utilizează această funcțiune de 
undă se numește mecanică ondulatorie şi e una din modalitățile de prezentare ale mecanicii 
cuantice. 


Din cele două experiențe prezentate mai sus rezultă că atît cîmpul electromagnetic cît 
şi sistemele de corpuscule au comportări duale, de cîmp sau de corpuri, în funcție de condițiile 
fizice în care se găsesc. Această dualitate, numită dualitatea undă-corpuscul, este în contradicție 
cu legile fizicii clasice şi ea a determinat, în principal, constituirea fizicii cuantice. 


60.1.2. Funcțiunea de undă a unei particule. Considerăm mai întîi o particulă liberă a 
cărei energie potențială este constantă, adică nu depinde de coordonatele spaţiale şi de timp 
(şi poate fi deci anulată prin alegerea adecvată a nivelului de referință). Caracterizarea stării 
unei astfel de particule se face, în mecanica cuantică, cu ajutorul unei unde piane armonice 
complexe, funcțiunea de undă w (r, t), asociată particulei în felul următor : se postulează că 
frecvenţa f a undei e determinată de energia w a particulei, conform relaţiei (60.1) 
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şi că lungimea sa de undă à e determinată de impulsul p al particulei, conform relaţiei (60.2) : 


Se foloseşte, așadar, la această asociere un procedeu reciproc aceluia folosit la introducerea mă- 
rimilor fotonului prin relaţiiie (60.1) și (60.2). Dacă se notează 


1 | 
k=|k|=>>» (60.5) 
A 


unde k se numește număr de unde şi este modulul vectorului de undă k = ku;, orientat local în. 
direcția de propagare, relaţiile (60.1) și (60.2) se mai pot scrie și sub forma 


T (60.6) 


h 
p=hk = — Bug (60.7) 


T 


și ele sînt asociate microobiectului considerat (particulei libere), indiferent de faptul că el e con- 
siderat în fizica clasică drept corpuscul (căruia i i se asociază în mecanica cuantică o undă), sau 
drept undă (căreia i se asociază în mecanica cuantică un corpuscul). 

Expresia în mărimi instantanee a unei unde plane care se propagă în sensul unei axe Ox 
(v. şi Unda electromagnetică plană, vol. I, par. 29.3), în cazul unei variaţii sinusoidale armonice 
se poate scrie sub forma 


f (x,t) = A sin (B x — ot + a), 
sau, dacă se introduce mărimea k în locul constantei de fază 8 = r = 2rk, 
A 
f (at) = A sin (27k x — ot + a). 


Forma complexă corespunzătoare este 


f= Ae —j(ot—2x kx) (eu u4 = Ae ei%). 


Deoarece prin ipoteză unei particule libere i se asociază o undă plană armonică complexă, 
expresia acestei unde Ņ (r, t) va fi priz analogie 


Y (r,t) = Wei (0: — 2a kr) t (60.8) 
dacă direcția de propagare a undei e oarecare, sau 


ý (x1) = F, e (0 — 2a ke) (60.8) 


dacă unda se propagă în sensul axei Oz. Amplitudinea Yo a undei este în general o mărime com- 
plexă, deoarece faza iniţială a undei poate să nu fie nulă. Pulsaţia œ şi numărul de unde k 
sînt determinate de energia w a particulei şi de impulsul ei p, conform relaţiilor (60.6) şi (60.7). 
Înlocuind cu relaţiile (60.6) şi (60.7), mărimile œ și k din relaţia (60.8) se obține pentru 
funcțiunea de undă a particulei libere expresia 


-ji (wt — pr) i s 
yet) = Toe G=} 


Se (60.9) 


1 În acest capitol nu vom mai sublinia mărimile complexe — în acord cu notația obiș- 
nuită din lucrările de fizică atomică. De altfel, funcțiunea de undă nu e „reprezentarea“ în com- 
plex a vreunei funcțiuni „instantanee“ reale. 
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Dacă particula nu este liberă, ci se găseşte într-un cimp de forțe cu energie potențială 
U (r), starea ei e caracterizabilă din punct de vedere cuantic printr-o funcţiune de undă complexă: 
Y (r, t) cu o expresie mai complicată. În toate cazurile inter pretarea e1 experimentală e următoarea : 
intensitatea undei într-un punct dat, adică pătratul modulului ei || (x, t)? = V (e, V* @,t), e 
în fiecare moment proporţională cu probabilitatea de a găsi particula în acel moment în ve- 
cinătatea punctului considerat. l 

Rezultă că funcțiunea de undă are în fizica cuantică o interpretare statistică. Din punctul 
de vedere experimental, funcțiunea de undă caracterizează în: sens clasic starea unui ansamblu 
format din foarte multe particule identice; pentru ce singură particulă ea determină numai 
probabilitatea de realizare a unor anumite valori ale coordonatelor ei de poziţie. 

În cazul particulei libere, funcțiunea de undă are acecași intensitate în orice punct din 
spaţiu | 4|? = | Ygl”, ceea ce arată că particula liberă poate îi găsită oriunde în spaţiu cu egală 
probabilitate. j 

Ținînd seama de interpretarea dată funcțiunii V, experiența de mai sus a difracției electro- 
nilor are următoarea explicaţie : inişcarea electronilor: spre cristalul K este caraeterizată prin 
propagarea, în aceeași direcție, a undei plane Ù asociate care, la „trecerea“ prin cristal, suferă 
o difracție, în sensul clasic, şi prezintă deci în diferitele orientări din spaţiu maxime și minime; 
conform interpretării de mai sus a funcțiunii de undă rezultă că prezenţa electronilor în fas- 
ciculul difractat e mai probabilă în punctele în care pătratul modulului funcţiunii V prezintă 
maxime și mai puțin probabilă în celelalte, prezenţa electronilor fiind însă posibilă în orice punct 
în care funcțiunea de undă e nenulă. 

În cadrul interpretării statistice a funcţiunii de undă, probabilitatea elementară dg ca 
o particulă să se găsească într-un element Ge volum dv, de rază vectoare r, la un moment t are 
expresia 


a2 = | p (r, 1)? dv = Y* (r, 1) V œ, t) dv = V*vadv. 60.10) 
( 


Cum interpretarea statistică nu se schimbă dacă funcțiunea de undă se înmulțește cu o constantă, 
un astfel de factor constant nu modilică starea caracterizată prin funcțiunea de undă. Această 
constantă arbitrară se determină prin condiția de normare a probabilităților : 


Ta i e ; 
2 [ae = {fvw {f fiprw n (60.11) 


“ 


Din interpretarea ei fizică rezultă că funcțiunea de undă trebuie să mai satisfacă, în afară 
ae condiţia de normare, şi alte condiţii, în primul rînd acelea de uniformitute, continuitate şi 
mărginire, numite condiţii standard, în întregul domeniu de variație a variabilelor de care ea 
depinde, 

60.1.3. Ecuația lui Schrödinger, pentru o particulă. Funcțiunea de undă Y (r, t) a unei par- 
ticule de masă m, situate într-un cîmp de forțe de energie potențială U (r), satisface o ecuație 
cu derivate parțiale de ordinul al doilea, care de numește ecuația lui Schrödinger pentru valorile 
instantanee ale funcţiunii de undă sau ecuația lui Schrödinger pentru stările nestaționare : 


âp + Up=- > p G= VD (60.12) 


unde 


Funcțiunea 4 rezultă, i în general, din ecuaţia (60. .12) ş şi se poate verifica simplu, că, pentru 
cazul particular al particulei libere, ea este o undă piană. Ecuația, fiind omogenă, determină func- 
iunea pînă la o constantă arbitrară, care se poate preciza prin condiția de normare (60.11). 

Ecuația (69.12) este ecuaţia de bază a mecanicii cuantice nerelativiste, așa cum ecuaţia 


F = — (m v) e ecuaţia de bază a mecanicii clasice — și experiența a confirmat toate conse- 
dt : 
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cinţele acestei ecuaţii în măsura în care nu apare ca necesară luarea în considerare a efectelor 
prevăzute de teoria relativităţii. 

Principala problemă rezolvată cu ajutorul mecanicii cuantice a fost determinarea confi- 
guraţiilor staționare din punct de vedere statistic (cum sînt atomii, moleculele etc. în condiţii 
exterioare invariabile). Pentru ca funcțiunea de undă să caracterizeze o stare staţionară din 
punct de vedere statistic, trebuie ca probabilitatea (60.10) să nu depindă de timp, și deci modulul 
funcţiunii de undă să nu depindă de timp. Dacă se caută soluţii ale ecuaţiei lui Schrödinger 
(60.12), sub forma unui produs cu variabile separate, 


$€.) = F (1) O (9), 


se obține pentru factorul temporal O(t) expresia 


„2r 
—i zi ai 
0 (t) = e i (alegînd 0 (0) = 1) 
oricare ar fi factorul spaţial Y(r), unde a e o constantă. Funcțiunea de undă corespunzătoare 
-F at 


se poate deci scrie U (r, t) = ¥ (r)e . Comparînd această expresie cu expresia (60.9) 
a funcțiunii de undă a particulei libere se observă că această constantă e chiar energia totală a 
particulei : a = w. Funcțiunea de undă cu variabile separate are deci forma 


—j wt 


ye )=F ee ?, (60.13) 


în care se admite că w reprezintă energia totală a particulei. Se observă că modulul acestei ex- 
presii e egal cu modulul factorului spațial ¥ (r), adică e independent de timp. Funcțiunea de 
undă de forma relației (60.13) caracterizează deci o stare staționară din punct de vedere stati» 
siic, Substituind această expresic în ecuația (60.12), se obține pentru Y (r) ecuația 


AF + UY = wY, (60.14) 


8n? m 


numită ecuația lui Schrödinger pentru stările staționare sau ecuația spațială a lui Schrödinger. 

Funcțiunea Y(r) e funcțiunea de undă spaţială caracteristică stărilor staționare ale parti- 
culei şi are aceeaşi interpretare fizică ca și funcțiunea y (r,t) deoarece V*y = Y*Y. Ea satisface 
deci și condiția de normare 


(fr ae = (e rwa (60.15) 


precum şi condiţiile standard : continuitate, uniformitate şi mărginire. 

Ecuația (60.14) nu are în general soluţii nenule care să satisfacă condiţiile standard, decît 
pentru anumite valori reale, w, ale parametrului w, numite valorile proprii ale energiei. 

Funcţiunile de undă spaţiale corespunzătoare care satisfac condiţiile standard şi sînt 
soluţii ale ecuaţiei (60.14) pentru w = wp se mai numesc şi funcțiuni proprii ale problemei. 
În mecanica cuantică se admite — ca un postulat fundamental — că valorile proprii ale unei 
mărimi (şi în particular ale energiei) sînt singurele valori accesibile măsurării mărimii sau — 
cum se mai spune — valorile permise ale mărimii. Dacă valorile proprii ale unei mărimi pot 
fi egale cu orice număr real cuprins îutr-un anumit interval, se spune că mărimea are un spectru 
continuu de valori în. acel interval, iar dacă ele formează un șir discret într-un interval anumit, 
se spune că mărimea are un spectru discret de valori în acel interval. Valorile permise ale energiei 
definesc aşa-numitele nivele de energie ale particulei. 

Uneori, unei valori proprii a energiei particulei (unui anumit nivel de energie) îi corespund 
mai multe funcțiuni de undă spaţiale distincte. Se spune că stările particulei, definite de astfel 
de funcțiuni, sînt degererate, Numărul de funcțiuni de undă distincte care corespund aceleaşi 
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valori proprii a energiei se numește ordinul degenerării. Se mai spune că nivelul de energie de- 
finit de această valoare proprie e un nivel degenerat de ordinul respectiv. 

Funcţiilor de undă li se aplică un principiu fundamental, numit principiul superpoziției din 
mecanica cuantică, și care se enunţă în felul următor : dacă o particulă se poate găsi în una din 
stările caracterizate de funcțiunile de undă distincte V,, Va....,Vp, atunci ea se poate găsi şi în 
starea caracterizată de o funcţiune de undă yọ}, care reprezintă o combinaţie lineară a acestora ; 


n 
p = Ca Va + Ca Va ot me H Ca Van = d ck Pk (60.16) 
k=1 
{eventual n = o0) 

Dacă Ų sînt funcțiunile de undă ale unor stări staționare, de forma relației (60. 13), func- 
ţiunea y din membrul stîng al relaţiei (60.16) corespunde, în general, unei stări nestaţionare 
a particulei. 

Principiul superpoziţiei constituie un postulat al mecanicii cuantice, şi alături de ecuaţia 
lui Schrödinger stă la baza acestei mecanici. 

Energia particulei are valori bine determinate; wg, numai în stările cuantic staționare 


pt 
definite de funcțiunile de undă p= Yye Di k” , aceste valori fiind egale cu valorile proprii 
corespunzătoare. Energia particulei nu este Însă bine determinată în starea cuantică definită 
de o funcțiune de undă Ņ, obținută prin suprapunerea unor funcțiuni de undă corespunzătoare 
unor stări staționare, cu relația (60.16), deoarece această relație nu poate fi adusă la forma 
{60.13); mai general, energia nu este bine determinată în stările ale căror funcțiuni de undă sînt 
soluții ale ecuației nestaționare a lui Schrödinger, dar nu sînt soluţii ale ecuației staționare. 
Acest fapt e inexplicabil î în cadrul mecanicii clasice, în care particula trebuie să aibă valori bine 
determinate ale energiei în orice stare a ei. În cadrul mecanicii cuantice, interpretarea acestui 
rezultat este următoarea : îutr-o eventuală măsurătoare, energia particulei va rezulta egală 
cu una dintre valorile proprii corespunzătoare uneia dintre funcțiunile de undă W,- Vs — 
acestea fiind singurele valor măsurabile ale energiei. Nu se poate însă preciza anticipat care 
va fi valoarea proprie a energiei care va fi dată de măsurare ; se poate numai indica probabilitatea 
de a măsura o valoare oarecaire w,, această probabilitate fiind | proporţională cu pătratul le? al 
modulului coeficientului funcţiunii Ye din expresia (60.16). În consecinţă se pot determina, 
cu ajutorul funcţiunii h, pe baza interpretării ei fizice, valorile permise ale energiei parti- 
culei, precum și probabilitatea realizării acestor valori; se mai poate însă determina și valoarea 
medie W a energiei într-o stare oarecare, dacă se utilizează formula mediei statistice (v. şi 60.10) 


= (waa = (fe pr pav = (f 0 wwa (60.17) 


Această relație e valabilă — în particular — şi pentru stările staţionare, în care w este egală 
cu valorile proprii (bine determinate) ale energiei particulei în acele stări. 

Valoarea medie a energiei se poate exprima şi prinir-o expresie în care se foloseşte ecuația 
(60.14) a lui Schrödinger. Întegrăm în acest scop ecuaţia (60.14) în întregul domeniu de varia- 
ţie a variabilelor, după înmulţirea ei cu Y*, şi obţinem: 


: i 
e AY + ora = h A (Pte av 
nêm J 


Cu relația (60.17) rezultă expresia 


w =$$ pr = h Ay vY |as (60.18) 


8r? m 


än care parametrul w nu mai apare. 
Integralele (60.11, 60.15, 60.17, 60,13) se iau asupra întregului domeniu de variație al coordona- 
telor particulei. 
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60.2. Sisteme de particule 


Se spune că un ansamblu de particule constituie un sistem de particule, dacă între 


acestea există o interacţiune care practic nu poate fi neglijată. 
Stările unui astfel de sistem de N particule sînt descrise cu ajutorul! unei funcţiuui 
de undă globale, y;, care depinde simultan de coordonatele tuturor particulelor şi de timp : 


Ps = Us (31, y ETSE EA YN: 2 2N t) 
sau, folosind notații mai simple : 
1 
= Ys (xi, Yi» Zi» t), 


sau 
E Ys (r;, t). 


Cele arătate în paragraful 60.1 în legătură cu funcțiunea de undă asociată unei particule 
se mențin și pentru funcțiunea de undă asociată unui sistem de particule. Astfel, de exemplu, 
stările staționare sînt determinate de funcțiunea spațială V; = V; (r;), care intră în relaţia 

$ a we 
Ys Cpi) = Y, (r;) poU En 

Interpretarea fizică a funcțiunii de undă 4, asociată unui sistem de particule este 
următoarea : intensitatea ei |V, 2 = Ys V; e proporțională cu probabilitatea de prezență 
la un moment dat a particulei l în vecinătatea punctului dat M, (x, Yr zı), a par- 
ticulei 2 în veeinătatea punctului dat Ma (x, Yo Z2ħ., a particulei ÎN în vecinătatea 
punctului dat MN (2N, YN, 2 zN). Deci, funcțiunea y; e asociată întregului sistem de parti- 
cule și nu se poate asocia, în cazul general, fiecărei particule cîte o funcțiune de undă 
proprie ei. 

Ecuația hui Schrödinger pentru stările staţionare, satisfăcută de funcțiunea de undă 
spaţială asociată sistemului de particule, are forma următoare : 


sr 


N 2 rga 92 2 aia 
2 h k Tepa Tig +) te Y, = w, Yy, (60.19 


2 
A 9x2m, | xi yi 0zi 


în care U, reprezintă energia. potențială a sistemului, iar w; e valoarea proprie a energie 
lai, totale. 

În cele ce urmcază ne vom ocupa în special de sistemele de electroni şi prezentăm numai 
cîteva rezultate privitoare la studiul cuantic al acestor sisteme. Din teoria atomului de hidro- 
gen, cel mai simplu atom, deoarece are un singur electron, rezultă că funcțiunile de undă 
spaţiale care descriu stările staţionare ale electronului depind de patru indici numerici, numiți 
numere cuantice, ale căror șiruri de valori permit determinarea şirurilor de valori (cuantificate) ale 
energiei, momentului cinetic, momentului magnetic orbital și momentului magnetic de spin 
(sau propriu) ale eleetronului. Aceste numere se numesc numărul cuantic principal, n, numărul 
cuantic secundar, l, numărul cuantic magnetic, m; şi numărul cuantic de spin, m;. Ansamblul 
primelor trei numere cuantice, — n, | şi m; —, defineşte starea orbitală a electronului din atom 
(similară, în anumite condițiuni, stării pe care ar avea-o electronul din punctul de vedere al meca- 
nicii clasice în atom), iar ansamblul celor patru numere cuantice definește starea cuantică a 
electronului. Deoarece numărul cuantic de spin are numai două valori posibile, rezultă că unei 
stări orbitale date (cînd deci n, l şi m; au valori date) îi corespund două stări cuantice 
distincte, determinate de valorile numărului m. Deoarece valorile proprii ale energiei atomu- 
lui de hidrogen „depind numai de numărul cuantic principal n, toate stările cu acelaşi n au 
acceași energie. Niveluzile de energie sînt deci puternie degenerate. 
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Sistemelor de electroni — ma: general sistemelor de particule identice care au spin semi- 


întreg (adică al căror moment cinetic de spin, exprimat în unități JZ este impar) — li se 


aplică principiul de excluziune al lui Pauli, conform căruia într-o stare cuantică dată se 
poate găsi cel mult un singur electron. Rezultă deci că într-o stare orbitală dată se pot 
găsi cel mult doi electroni, care trebuie să aibă spinii diferiţi. 

îi Într-un atom izolat cu mai mulți electroni, care formează un sistem căruia i se aplică 
“principiul de excluziune, energia unuia dintre electroni depinde, în general, de primele trei 
numere cuantice, astfel că electronii aflaţi într-o aceeaşi stare orbitală au energii diferite. 
Nivelurile de energie ale sistemului sînt în general degenerate, deoarece corespund la cîte două 
stări cuantice, pe care le pot avea numai doi electroni diferiţi prin spia. 

l Să considerăm doi atomi ai unui corp, situați la distanță mare unul de altul (cum și 
de alți atomi), astfel. că electronii fiecăruia dintre. atomi nu interacționează practic cu electronii 
celuilalt. În acest caz, nivelurile de energie ale unuia din atomi se pot reprezenta ca în figura 
60.2 și sînt ocupate fiecare de cel mult doi electroni. Dacă atomii se apropie, interacțiunea 


SÑ 


3 Š 


RS 


Fig. 60.2 l Fig. 60.3 


electronilor nu mai poate fi neglijată şi, conform principiului de excluziune, perechile omologe 
de electroni, care în atomii izolaţi se găseau pe niveluri egale de energie (fiecare pereche în 
atomul căruia îi aparţine), trebuie să se găsească, în noile condițiuni, pe niveluri de energie 
diferite. Acest lucru e posibil deoarece (la apropierea atomilor) nivelurile de energie din atomul 
izolat se „despică“ în două niveluri, în sensul că fiecăruia dintre nivelurile de energie ale atomului 
izolat îi corespund două niveluri în sistemul compus din doi atomi. Mai general, dacă se 
consideră N atomi, ca aceia cari formează, de exemplu, un cristal al unui corp solid, nivelurile 
de energie ale' unuia dintre atomi, din starea izolată a acestuia, se despică în IV niveluri 
distincte, dacă cei N atomi sînt suficient de apropiaţi. Din nivelurile de energie ale atomului 
izolat se formează deci „benzi“, care se lărgesc şi care se pot întrepătrunde pe măsură ce 
distanţa dintre: atomi se micșorează, astfel cum se arată îu figura 60.3, în care prin a s-a 
notat distanţa dintre doi atomi vecini ai cristalului. 

Aceste benzi se numesc benzi permise de energie ale cristalului sau zone permise de energie, 
deoarece nivelurile de energie care le constituie pot fi ocupate de electroni. Zonele care separă 
una de alta benzile permise se numesc zone sau benzi de energie interzise, deoarece elec- 
tronii din atom nu pot avea nici o valoare a energiei cuprinsă în interiorul acestora. Benzile 
permise şi cele interzise de energie prezintă importanţă pentru explicarea fenomenului de conduc- 
ţie electrică în cadrul feoriei zonelor din fizica soldului, prezentată simplificat în paragraful 
următor, a Š i 
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60.3. Benzile permise de energie într-un cristal unidimensional 


În starea cristalină, structura corpurilor prezintă simetrie şi studiul proprietăţilor lor se 
face cu mai puţine dificultăți matematice. Corpul cristalizat poate fi format dintr-un singur 
cristal de dimensiuni relativ mari (corp monocristalin) sau dintr-un număr mare de cristale 
foarte mici, dispuse mai mult sau mai puţin ordonat (corp policristalin). Majoritatea materia- 
Jelor conductoare şi semiconductoare utilizate în aplicaţii (cum sînt de ex. metalele) au o 
structură policristalină. Mai departe vom considera numai cazul ideal al unui corp avînd crista- 
lele dispuse strict ordonat, astfel ca parametrii care îi determină proprietăţile să prezinte o 
variaţie periodică, într-o direcție arbitrară din corp, cu perioada egală cu dimensiunea liniară 
a unui cristal după acea direcţie. Vom mai considera cristalul ca fiind format prin juxtapunerea 
periodică a unei celule de formă regulată, ale cărui vîrfuri, constituind nodurile reţelei crista- 
line, sînt ocupate de atomii (ionii) constituenți ai corpului. Studiul proprietăţilor fundamentale 
ale unui cristal se poate face simplificat pe un model unidimensional, în care cristalul e un 
şir rectiliniu, periodic de noduri în lungul căruia se ia axa Ox (fig. 60.4). Generalizarea rezulta- 
telor astfel obținute la un cristal tridimensional se poate face ulterior. 

Electronii unui cristal al corpului solid formează un sistem de particule identice, căruia i 
sc aplică priucipiul de excluziune al lui Pauli, deoarece distanța dintre atomii vecini ai cris- 
talului este egală aproximativ cu dimensiunile liniare ale atomului (circa 10-—3cm), şi deci 
interacţiunea electronilor dintr-un același cristal nu poate fi neglijată. În schimb se poate 
neglija interacţiunea dintre electronii care aparţin unor cristale diferite. 

Starea sistemului de particule dintr-un cristal se determină, așa cum s-a arătat mai sus, 
printr- -o funcţiune de undă globală y, care satisface ecuaţia (60. 19). În această ecuaţie, 
mărimea U, depinde de coordonatele tuturor particulelor şi nu este aditivă, astfel că nu e 
posibilă separarea variabilelor şi integrarea pe această cale, în cazul general. Calculele se pot 
însă efectua folosindu-se o aproximaţie (numită aproximaţia cîmpului selfeonsistent), care 
consistă în a considera fiecare electron ca o particulă care se mișcă într-un cîmp de forţe de 
energie potenţială U(x) dată, corespunzătoare mediei (în timp) V(x} a potenţialului electric 
local stabilit, în punctul în care se află electronul considerat, de toate nucleele şi de toţi cei- 
lalţi electroni ai cristalului. Cu ajutorul acestui artificiu se poate asocia unui singur electron 
(arbitrar ales) o funcţiune de undă V proprie lui. Metoda aceasta poate fi folosită numai dacă 
valoarea medie în timp a potenţialului electric nu diferă prea mult de valorile sale instantanee, 
ceea ce implică o interacțiune nu prea puternică a electronilor. Se consideră de asemenea că 
nucleele atomilor sînt imobile (ipoteză simplificatoare justificată de faptul că masa nucleului 
este mult mai mare decît a electronului). 

Din motive de simetrie, mărimea Y(x) este o funcţiune periodică de x, prezentînd maxime 
în dreptul nodurilor reţelei cristaline ocupate de ionii pozitivi şi avînd perioada egală cu dis- 
tanța a dintre nucleele vecine (fig. 60.4). În consecință şi energia potenţială U(x), care are 
expresia 


U(x) = — V(x), 


unde — q este sarcina electrică a electro- 
nului, variază periodic în funcțiune de x, 
fiind minimă în dreptul nodurilor şi avînd 
perioada egală de asemenea cu a. Fune- 
țiunea U(x) reprezentată în figura 60.4 este 
pară și poate fi deci dezvoltată în serie 
Fourier (în cosinus) : 


U (x) = U+ Y^ U; casa 


i=l 


ix 
(60.20) 


Funcțiunea de undă v asociată unui 
electron din cristal permite să se descrie din 
punct de vedere ondulatoriu mișcarea aces- 
tuia de-a lungul axei Ox : deplasării electro- 
nului îi corespunde propagarea, în același 
sens, a funcțiunii de undă prin cristal. 
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Rezolvarea riguroasă a problemei determinării funcţiilor de undă asociabile stărilor 
unui electron care se găsește într-un cîmp periodic cu energia potenţială (60.20), adică rezol- 
varea ecuaţiei (60.14) a lui Schrödinger în aceste condiţii e relativ complicată și necesită cuno- 
ştinţe sistematice de mecanică cuantică, expuse în tratate de specialitate 1. 

În cele ce urmează vom trata această problemă numai aproximativ, cu scopul de a 
obține rezultate corecte din punctul de vedere calitativ, care să ușureze înţelegerea proprie- 
tăților privitoare la conducţia electrică în solide (cristale). Vom folosi în acest scop analogii 
intuitive cu propagarea undelor electromagnetice prin cristale. Teoria acestei propagări arată 


că undele sînt reflectate de reţeaua cristalină dacă e satisfăcută următoarea relaţie | o formă 


particulară a relaţiei lui Bragg — 60.4, cînd « = si 


Sarii (n = 1,23.) (60.21) 


în care A e lungimea de undă, iar a constanta rețelei (distanţa dintre nodurile cristaline vecine); 
dacă relaţia (60.21) nu e satisfăcută, undele se propagă practic neperturbate în cristal, adică ele 
nu sînt reflectate de acesta. 

Aceste considerații fiind valabile și pentru unda ataşată electronului, rezultă că mișcarea 
electronului în cristal e practic perturbată de reţea — adică el se ciocneşte, în sens clasic, cu 
ionii din nodurile rețelei cristaline — dacă impulsul său p, respectiv numărul de unde k, satisfac 
condiţiile 


p=xy+n i 
T za A 
(n = 1,2,3,...) (60.22) 
k = 4n 4 
2a 


, í 1 
deduse din relația (60.21), cu — = k = = 3 
A 
Cînd condițiile (60.22) nu sînt satisfăcute, mișcarea electronului e practic neperturbată și el 
poate fi asimilat unei particule libere; cînd condiţiile (60.22) sînt satisfăcute, mişcarea e 
puternic perturbată. Vom considera separat aceste două cazuri. 
a) Electronul are o mişcare practic neperturbată de reţea, deoarece 


1 


kÆn : 
F 2a 


(n= 4 1, + 2...) (60.23) 


În acest caz, pentru a neglija influența rețelei, energia potențială trebuie considerată con- 


stantă: U = U,. Ecuația (60.14) devine 


hk è æF 
— Da Sa to t=nt (60.24) 
sau 
2 2 
e SEE PRESE su (0—U MP 
da? h2 i 
sau încă 
2yr 2 
Z Ei ea = PE =Y, (60.25) 
X 


1v. D. Blohinţev, Bazele mecanicii cuantice, Ed. tehnică, 1956. 
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deoarece energia particulei libere este 


; h Se 
pstra D= deU (60.26) 


un de p = hk e impulsul, iar k numărul de unde. Ecuația (60.25) are soluția generală 


YF (x) = A erke | gremionke (60.27) 


care consistă din suprapunerea soluțiilor particulare 


, np 
(a) = A i — qi * (60.28) 
F 
i 2np 
Pa) = Areik L re h”, l | (60.29) 
| | 2r 
Comparind aceste expresii cu expresia (60.9) — care mai conține și factorul temporal ie 


absent în funcțiunile de undă spaţiale F(x), rezultă că funcțiunea (60.28) reprezintă o undă 
plană progresivă directă, asociabilă unei particule libere care se mișcă în sensul pozitiv al 
axei x; iar funcțiunea (60. 29) reprezintă o undă plană progresivă inversă asociabilă unei parti- 
cule libere care se mişcă în sensul negativ al axei x. Se obţine aşadar funcțiunea de undă 
căutată a unei particule libere în mişcare neperturbată prin cristal, dacă se reţine numai unul 
dintre termenii soluţiei generale (60.27), de exemplu soluţia (60. 28), pentru a avea o undă 
progresivă, Dînd lui k toate valorile posibile — pozitive sau negative — compatibile cu (60.23) 
(şi cu dimensiunile finite ale cristalului, de care pînă acum nu am ţinut seama avînd în vedere 
numărul N extrem de mare al atomilor din cristal), se obţine toate stările electronilor cu 
mișcare neperturbată. Energia asociată acestor stări e dată de relația (60.26). 
b) Electronul are o mișcare puternic perturbată de rețea, deoarece 


© = R~ (n = = 1, +2.) (60.30) 


În acest caz trebuie să se opereze cu întreaga expresie (60.20) a energiei potențiale și 
ecuaţia lui Schrödinger, pentru stări staționare (60. 13) devine (în transeriere unidimensională) : 


Sea ua 


R2 E dap + hiu 


8n2m _ dx? 


œ% 
+Y Uco srie) y F= wT. (60.31) 
i=l 

Aceasta este o ecuație diferențială liniară cu coeficienți variabili (de tip parametric), a cărei 
integrare e complicată. Dacă ne limităm numai la determinarea valorilor permise ale energiei 
w, corespunzătoare valorilor (60.30), ne putem mulțumi cu o expresie aproximativă a 
funcțiunii de undă, cu ajutorul căreia se poate determina energia, folosind relația (60.18). O 
astfel de expresie aproximativă poate fi stabilită pe considerente fizice, ţinînd seama de analogia 
menţionată de la început, cu propagarea undelor electromagnetice prin cristale |. Se admite 
anume că efectul principal al perturbaţiei mişcării libere a electronului provine din apariția 
unei unde inverse, reflectate, de forma (60. 29), alături de unda directă (60. 28) a mișcării libere, 
—şi anume astfel încît prin suprapunere să rezulte o undă staționară, în care caz propagarea 
(adică mişcarea electronului) e complet anihilată. Aceasta înseamnă că funcțiile de undă 


1 v, V, Sergiescu, Introducere în fizica solidului, Ed.. tehnică, 1959. 
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ale mișcării perturbate sînt aproximate prin soluții de forma relaţiei (60.27) ale ecuaţiei mişcării 
neperturbate, cu coeficienţi aleşi astfel încît să exprime unde staționare, iar densitatea de 
probabilitate | ¥ |? să fie o funcţiune pară de x (în acord cu simetria problemei). Există numai 
două combinaţii liniare independente care. satisfac condiţiile cerute și anume funcțiunile reale. 


Fis A, cos 2rkx (60.32) 
YF, = Aa sin 2reha. : (60.33) 


Amplitudinile A, şi 4, se determină cu ajutorul condiției de normare (60.11) în care integrarea 
se face pe întregul cristal unidimensional cu N atomi. Se obţine 


Na Na 
z E. Aa, 2 i 2 Na 
t= U e E 2riha da = A} 
0 d 
şi o expresie analogă pentru 3, adică 
î ză == A = 2 y l l 60.34 
= A = || (60.34) 


În aproximația considerată a mişcării perturbate, fiecărei valori (60.30) a numărului 
de unde îi corespund două funcțiuni de undă distincte cu expresiile aproximative 


I2 ana 
Fiz IER sin 2rkx = | sin = (60.35) 
p E 2 Tnx 
aoina n PA a E cos ner | a RER (60.36) 


z 


Valorile corespunzătoare ale eun electronului se obțin cu relația (60.18). În transcriere 
unidimensională 


Na 
a 2 277 J 
w = E = Ve |- A Ma + sasi dx (60.37) 
f: Tm La 
9 
Na 
si k AP 
ia di js- 8r?m de Š on] j ag 


Aici trebuie introdusă expresia coreetă (60.20) a energiei potențiale. Calculul se simplifică, 
deoarece Y, și F, sînt soluţii ale ecuației neperturbate (60.25). Se obţine: 


Na 
h2 sui 12 T 
w yit k? -+ Us + X` U; cos: sad) 9? da = 
2m i aa 
0 
` Na 5 Na 
h? iny 
= l2 + U, WYW dx en E E , 
Fa i “ȘI 1l PU IE, f eos E dx 


0 07 
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și analog 
Na Na 
mru, jr pde + Su DE, cos TE dx 
W Œ - | -+ ; $ ; 
2 Fa o | 2l E i 2 E 
0 0 


Na Na 
Din relaţia (60.11) rezultă | IF, P dx = | | F |? dx = 1, astfel că ultimele relații 


devin 


œ 
w, x ke U + aL Peo acuta (60.39) 
£ a 
0 
b Na 
2 
S EE oA Duf aeos ETag (60.40) 
2m mi a 
0 
Efectuînd integrarea cu Y, şi F, dați de relațiile (60.35) și (60.36), se obține 
Ne > Na 5 
| prl P i E = 4? | cos? a] » cos „Lui =) dx =— 
$ a i a a 
9 0 
Na A 
2 | l mp (m=) E i?r ir 
Naj 2 a a 
0 
Na A 
Z 1 | 1 PA (n + i)rx Widok (n— i) x dx 
Naj) 2 a a 
[dă 
Na 
(cu f cos Laica dx = 0), 
a 
astfel că 
Na 0 pentru i Æ n 
| | T |2 cos iik dx =] 
a — pentru i = n, 
0 2 
şi deci pentru k dat (deci n dat) rezultă 
g 1 
EERE E ae e a (60.41) 
2m 2 


în care U, reprezintă amplitudinea armonicii de ordinul i = n din dezvoltarea în serie Fourier 
(60.20) a energiei potenţiale U(x). 
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Analog dacă se ţinea seama de relația 


Na g Na , 
pi |? cos sant dx = aj sin? | ZZ}. eos Í Lan dx = 
a a a 
0 0 
Na 
ja 1 = cos (ZE) a [a z 
Na a a 
0 pentru i £n 
= 1 z 7 ? 
—— pentru i = n 
se obține 
k? 7 l y 
Wg X za k? + U — FI Us. (60.42) 
m 


Recapitulînd, am obținut pentru dependenţa energiei electronului de numărul de undă 
w = w(k) expresiile următoare : 


a) pentru kÆ in = (mişcare neperturbată) 
a 
h2 
w = wlk) x — k -+ U (60.43) 
2m 


b) pentru k = +n 5 (mişcare perturbată), cu n = 1,2... 
a 


h2 3 1 
w = w (k) x — k? -+ Us — U, (60.44) 
2m 2 
Rezultă că variaţia energiei electronului în funcţiune de numărul de unde k se repre- 
zintă aproximativ printr-o parabolă (60.43) care, în punctele „critice“ k = + n =, suferă 
a 


salturi egale în valoare absolută cu U,„; în vecinătatea punctelor „critice“, parabola se defor- 
mează pentru a se obţine racordări impuse de considerente de continuitate, aşa cum se arată în 
figura 60.5, a. Deoarece U, scade cînd n creşte, seria Fourier fiind uniform convergentă, 


salturile energiei în punctele critice se micșorează pe măsură ce k = n — creşte. 
- 2a 


În realitate, şi în intervalele cuprinse între două valori critice consecutive ale mărimii k, 
energia electronului variază discontinuu, salturile energiei fiind însă extrem de mici în aceste 
intervale. În adevăr, observînd că funcțiunea de undă Y este periodică în x, cu perioada egală 
şi cu Na — deoarece din motive de simetrie în punctele omologe ale două cristale vecine elec- 
tronul se găseşte în stări egale — rezultă, ţinînd seama de relația (60.28): 


4 ej2nkz = 4 ei2nk(2+ No) 
de unde se deduce 


ej2nkNa =i, 


care conduce la relația kNa = număr întreg, sau 
r 


Na 


k = 


i (7 = 1,2,3...) (60.45) 
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Deci și în intervalele dintre punctele critice, mărimea k variază discontinuu, astfel că 
energia electronului e capabilă de valori discrete şi în aceste intervale, în care însă salturile 
sînt foarte mici, deoarece ÎN este foarte mare. | _ f 

În figura 60.5 a este reprezentată variaţia energiei în funcție de k într-un punct arbi- 
trar din cristal. Se poate face o reprezentare a variaţiei energiei electronului, ca în figura 60.5 b, 
de-a jungul axei Ox extinsă în lungul cristalului, obţinîndu-se astfel benzile de energie permise 
(b.p.) şi interzise (b.i.), găsite în paragraful precedent pe altă cale. Electronul poate avea deci 


Fig. 60.5 


numai stări în care energia sa are valori cuprinse în benzile (zonele) permise; în aceste benzi 
energia variază practic continuu, deoarece, așa cum s-a arătat mai sus, structura discontinuă a 
zonelor permise este foarte fină. Teoria care foloseşte zonele interzise şi perinise de energie 
pentru explicarea unor proprietăţi ale corpului solid se numeşte teoria zonelor. 


60.4. Elemente de teorie cuantică a conducţiei electrice în solide 


60.4.1. Statistica Fermi-Dirac. S-a arătat mai sus că electronii pot „ocupa“ numai benzile 
de energie permise (înțelegîndu-se prin această afirmaţie că ei pot avea numai acele valori ale 
energiei care sînt cuprinse în aceste benzi), fără a se indica însă modul de ocupare al. benzilor. 
Aceasta rezultă din statistica Fermi-Dirac, aplicabilă electronilor sau, mai general, microparticu- 
lelor cu spin semiîntreg. Conform statisticii Fermi-Dirac, numărul mediu ng de electroni care se 
pot afla într-o stare dată, care are energia wp, e dat de expresia 


pam f ; (60.46) 
wp—nu(T) 
e FT +1 


în care k este constanta lui Boltzmanu, T temperatura absolută, iar u o mărime numită potențial 
chimic pentru o particulă, care depinde de temperatura cristalului. În adevăr, numărul total 


de electroni IN fiind dat, există relaţia a 


N = h, (60.47) 
k 
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care exprimă implicit o legătură între mărimile u şi T (la N dat). Studiul termodinamic al condi- 
ţiilor de echilibru a două corpuri în contact chimic (care pot schimba particule între ele) arată 
că se realizează echilibrul chimic (adică lipsa unui transfer mediu de particule) dacă potenţialele 
chimice ale celor două corpuri sînt egale. Potenţialul chimic are deci pentru schimbul de particule, 
rolul pe care temperatura îl are pentru schimbul de căldură, 

Interacțiunea electronilor din cristal asigură nivelurile de energie distincte pentru stări 
orbitale distincte ale electronilor. Deoarece însă la fiecare stare orbitală corespund două stări 
(cuantice) posibile (cu spinii electronilor 
opuși), fiecărui nivel de energie îi corespund 4 î 77%) 
două stări (cuantic) posibile. Numărul mediu w 
de electroni care revin unui nivel de energie 
cu energia w e deci de două ori mai mare 
la numărul mediu de electroni ai unei stări 
(60.46) : 

2 
îi = = = F(w). (60.48) 
w—p(T) 


e T Lı 
Se observă că nivelurile cu energii mici sînt 
ocupate cu precădere la u și T date. De ase- 


menea, dacă temperatura absolută e nulă, 
T = 0, se obțin următoarele egalități 


= 2 pentru wg <w < u(0) 
(60.49) 


îi = 0 pentru w > u(0) 


(în care w e cel mai scăzut nivel de energie permis) care conduc la reprezentarea din figura 60.6 
a dependenţei mărimii îi = F (w) de energia permisă w. Rezultă deci existenţa unui nivel limită 
de energie wr = u (0), dependent de natura corpului, deasupra căruia nivelurile permise nu pot 
fi ocupate de electroni — şi care se numește nivelul limită Fermi. De asemenea, mai rezultă că, 
la T = 0, nivelurile de energie permise situate sub nivelul limită Fermi sînt ocupate fiecare de doi 
electroni (în conformitate şi cu principiul de excluziune al lui Pauli de care se ţinea seama în sta- 


tistica Fermi-Dirac). Dacă T Æ 0, curba, = F(w) are colţurile rotunjite (curba punctată în 
fig. 60. 6), astfel că nu există un nivel limită perfect definit. Zona de trecere de la To = 2 la 


Tim = 0 are însă o extensiune egală cu k T. La temperaturile obişnuite de utilizare ale corpurilor 
solide kT. < u(0) — w (deoarece constanta lui Boltzmann e k = 1,36-10-23 jouli /grad). De aceea, 
relaţiile (60.49) sînt practic satisfăcute şi la aceste temperaturi. 

60.4.2. Conducția electrică. Presupunem acum că în interiorul cristalului se stabileşte un 
cîmp electric mediu dirijat (pentru simplificarea expunerii), în sensul negativ al axei Ox, de inten- 
sitate E, = — E. Din punctul de vedere al mecanicii clasice asupra electronilor se exercită o 
forţă medie F = — qyE = E (—o fiind sarcina lui electrică), care determină variaţia în timp 
a impulsului p. Din punctul de vedere cuantic, cîmpul exterior constituie o perturbaţie, care 
determină tranziţii ale electronilor de pe nivelurile cu număr de unde mai mic pe nivele cu nu- 
măr de undă mai mare. Nivelul de energie ocupat de un electron se deplasează pe curba w = f(k) 
din figura 60.5, a, în sensul numerelor de uncă k crescătoare. 


În cazul unei particule libere cu energia (60.26), viteza v = Pa electronului se poate deter- 


mina din relaţia 


d dw d 2 

w S w kè P + u) = p =s hv, 
dk dp dp m 

din care rezultă 


v= — (60.50) 
` h dk 
În mecanica cuantică se demonstrează că această relație este valabilă și în cazul mișcării 
unei particule într-un cîmp de forţe (cînd energia lui nu mai e dată de (69.26), şi unda asociată 
lui. nu mai e o undă progresivă, plană, monocromatică), și anume pentru viteza de grup a undei. 
asociate, interpretabilă ca viteză a particulei în reprezentarea ei corpusculară. 
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De asemenea, tot în cazul unei particule libere cu energia (60.26), masa m a electronului 
se poate determina din relația 


2 2 a 
dw _ pa do ja d 2 FU) =Z, 
dk? dp? dp m 
din care rezultă 1 42 
ina ut ESI, (60.51) 
he dh" 


În cazul mișcării unei particule într-un cîmp de forţe, expresia (60.51) defineşte o masă 
echivalentă sau efectivă asociabilă particulei, î în ipoteza că mişcarea ei poate fi considerată în 
primă aproximaţie ca mişcarea unei particule libere. 

Mişcarea electronilor din cristalul considerat, sub acţiunea unui cîmp mediu (macroscopic) 
E, poate fi deci tratată în plină aproximaţie din punctul de vedere corpuscular ca mișcarea unei 
particule libere, avînd însă viteza echivalentă v* şi masa echivalentă m* date de relaţiile 


2, 
pa La Am apa a i (60.52) 


h dk hè dk?” 


unde w = f(k) e, reprezentat în figura 60.5, a. 

Se constată că viteza elcctronului e proporțională cu coeficientul unghiular al tangentei 
la curba w = f(k) din figura 60.5,a, fiind, de exemplu, nulă în punctele m, m’, n, n’, pozitivă 
pe porțiunea m n şi negativă pe porțiunea mn! a curbei. Dacă considerăm un electron din banda 
permisă corespunzătoare, de exemplu, porțiunilor m n, respectiv m’ n’, observăm că la creşterea 
numărului k el trece de pe nivelurile inferioare pe niveluri superioare de energie (dacă aceastea 
sînt libere), punctul figurativ fiind pe porţiunea 7m n, și că el se mișcă în sensul pozitiv al axei Ox, 
deoarece v > 0. Aceste tranziţii între niveluri vecine ale unei benzi permise sînt foarte probabile, 
deoarece diferenţa dintre nivelurile respective e extrem de mică. Cînd elecironul ajunge la nivelul 
superior al benzii, corespunzător punctului n, viteza sa se anulează, iar starea sa poate evolua 
în unul din următoarele două moduri : 

a) electronul poate „sări“ peste banda interzisă pe nivelul corespunzător punctului n}, 
dacă acest nivel este liber; saltul este însă posibil numai dacă banda interzisă respectivă este 
suficient de îngustă și temperatura e suficient de mare, ca electronul să poată dispune, prin 
efecte cumulative ale agitaţiei termice, de energia necesară, egală cu diferența dintre energiile 
corespunzătoare nivelurilor care limitează banda interzisă. 

b) electronul poate trece din starea corespunzătoare punctului n în care numărul de 
unde e pozitiv, în aceea corespunzătoare punctului n“, în care numărul de unde e negativ, dar cu 
aceeași valoare absolută. Această tranziţie a electronului între cele. două stări constituie un 
proces specific cuantic : în punctul n, funcțiunea de undă a electronului e aproximată prin expre- 


sia (60.27), care reprezintă o suprapunere de două stări descrise de funcțiunile Y” = A” iu 


şi Y = A” ea corespunzătoare unor particule libere care s-ar mișca eu impulsuri p = hk 
egale şi opuse. În această stare, electronul nu are un impuls determinat şi de aceea viteza lui 
echivalentă (a „corpusculului“ echivalent — 60.50) e nulă. Tranziţia n—n' corespunde din punct 
de vedere corpuscular trecerii vitezei prin zero spre valori negative corespunzătoare porțiunii 
n'in’ (viteza electronului se micşorează începînd de la punctul de inflexiune al curbei mn, deoa- 
rece pe toată porțiunea finală a acestei curbe masa echivalentă (60.52) e negativă şi forța medie 
dirijată în sensul pozitiv al axei Ox accelerează electronul în sens opus, adică îl „decelerează). 
După ce electronul atinge nivelul inferior al benzii, punctul figurativ trece, din m’ în m şi pro- 
cesul se poate repeta ciclic. 

Dacă banda considerată e complet ocupată de electroni, adică are cîte doi electroni pe fiecare 
nivel de energie, iar în interiorul corpului se stabileşte un cîmp electric exterior, ca mai sus, 
fiecărui electron care se mișcă într-un sens al axei Ox îi corespunde unul care se mișcă în sensul 
opus. in adevăr, cîmpul electric imprimă electronilor o mișcare în bloc, astfel că fiecare nivel 
de energie rămas liber este ocupat de un electron de pe nivelul vecin; nivelul inferior, precum și 
cel situat imediat sub nivelul superior al benzii, se ocupă de electronii care își schimbă sensul 
de mișcare (corespunzător salturilor din m în m şi din n în n’), astfel că banda fiind complet 
ocupată, numărul electronilor care ocupă nivelurile superioare de energie paranman le pe cele 
inferioare este egal cu numărul celor care trec de pe nivelurile superioare pe cele inferioare. Elec- 
tronii unei astfel de benzi, complet ocupate, nu pot deci contribui la stabilirea i curent electric 
mediu, adică a unui curent de conducţie, celor două senswi opuse de mișcare revenindu-le numere 
egale de electroni. 
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Dacă însă banda e incomplet ocupată de electroni, există mai mulţi electroni care au viteza 


orientată într-unul din sensurile axei Ox decît în celălalt, deoarece cîmpul electric, determinînd 
un sens privilegiat de mişcare a electronilor, măreşte probabilitatea de realizare a stărilor elec- 
tronilor în care vectorul k este orientat în sensul opus vectorului E (sarcina electronilor fiind 
negativă), faţă de stările în care k și E au aceeași orientare. Benzile incomplet ocupate pot deci con- 
tribui la stabilirea unui curent de conducţie în corp, deoarece electronii lor se pot mișca într-un 
sens în număr mai mare decit în sens contrar. 


Rezultă următoarea concluzie importantă : materialele care au în lipsa unui cîmp electric 


exterior numai benzi complet ocupate sînt izolanţi electrici, iar cele care au benzi incomplet ocupate 
— în lipsa unui cîmp electric exterior — sînt conductori electrici. 


În teoria zonelor, conducţia electrică nu se explică deci pe baza existenţei unor electroni 


care se pot mișca liber în interiorul corpului, ci pe baza modului de ocupare a benzilor care deter- 
mină un surplus de electroni ce se mișcă într-un sens privilegiat. 


60.4.3. Conductori, semiconductori, izolanți. S-a arătat mai sus că modul de ocupare a 


benzilor de energie permise e dat de statistica Fermi-Dirac, din care rezultă că electronii ocupă 
(la temperaturi joase) numai benzile situate sub nivelul limită Fermi. Dacă acest nivel se găsește 
în interiorul unei benzi permise, ca în figura 60.7, a, banda e incomplet ocupată, deoarece nive- 
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lurile situate deasupra nivelului limită Fermi wp = u (0), desenat cu linie-punct în figura 60.7,a 
şi următoarele, sînt libere 1. Un corp al cărui nivel limită se găsește în interiorul unei benzi permise 
este deci conductor. Banda incomplet ocupată se numește bandă de condueție; celelalte benzi, 
inferioare, sînt toate complet ocupate şi nu contribuie la stabilirea curentului electric. Mai există 
posibilitatea (la cristale reale, tridimensionale) ca banda cea mai înaltă ocupată de electroni 
să se suprapună parţial peste banda permisă imediat Superioară, așa cum se observă și în figu- 
ra. 60.3 pentru valori destul de mici ale distanței a; în acest caz, electronii pot trece ușor din 
ultima bandă ocupată de electroni îri cea superioară, la stabilirea cîmpului electric. În corp se 
poate stabili un curent clectric : corpul este conductor. 


La izolanţi, nivelul limită trece prin mijlocul unui benzi interzise, astfel că toate benzile 
inferioare sînt complet ocupate, și deci nu se poate stabili un curent electric în corp (fig. 60.7,5). 
Banda permisă situată imediat sub nivelul wp se numeşte bandă de valență. ; : 


În această clasificare, semiconductorii sînt materiale solide, care au nivelul Fermi wp situat 
într-o bandă interzisă ca şi la izolanţi și care satisfac una din următoarele două condiţ 


a) Banda interzisă în care se. găseşte nivelul. Fermi e suficient de îngustă, pentru ca o 
parte din electroni să o poată depăși sub acțiunea agitaţiei termice, lăsînd banda de valență 
incomplet ocupată (fig. 60.7c). Semiconductorii din această categorie se numesc semiconductori 
intrinseci ; 

b) Bandă interzisă străbătută de nivelul Fermi nu e suficient de îngustă, dar conţine unele 
niveluri de energie permise, numite niveluri adiționale și notate cu a și-d în fgura 60.7, d. şi 60.7,e. 
datorită prezenţei impurităților (cum se va explica mai os) ş şi care pot fi libere (cele notate cu a) 
sau ocupate de electroni (cele notate cu d). Nivelurile adiţionale. libere trebuie să fie situate la 
mică distanță de banda de valență, iar cele ocupate la mică distanţă de banda imediat supe- 
rioară celei de valență şi care se numeşte banda de conducție. Dacă aceste ultime condiții sînt 
satisfăcute, electronii pot trece ușor de pe banda de valență pe nivelurile adiționale libere (a) 
care se numesc niveluri accepioare, sau pot trece uşor de pe nivelurile adiţionale ocupate (d); 
numite niveluri donoare, în banda de conducție. În ambele cazuri, una din benzile permise rămîne 
descompletată şi poate deci contribui ia stabilirea curentului electric. Semiconductorii din 
această categorie se numesc semiconduciori extrinseci. Semiconductorii uzuali sînt semiconduc- 
tori extrinseci. 

Semiconductorii extrinseci care au nivelurile donoare se numesc semiconductori de tip „n“, 
deoarece curentul electric e stabilit în aceste materiale de electronii încărcați negativ (de aici 
inițiala „n“) ajunși în banda de conducție de pe nivelurile donoare. Semiconductorii extrinseci 
care au niveluri acceptoare se numesc semiconductori de tip „p“, din următorul motiv : electronii 
care trec pe nivelurile acceptoare lasă în nivelurile superioare ale benzii de valență locuri vacante. 
Cum electronii au sarcina negativă, iar cei de pe nivelurile superioare ale benzilor au (v. rel. 
60.52 şi fig. 60.5, a) masa echivalentă (efectivă) negativă, lipsa unui astfel de electron, numită și 
lacună (sau gaură, gol), e echivalentă prezenţei unei particule de masă pozitivă şi sarcină pozi- 
tivă; aceste locuri sînt ocupate de eieetronii de pe nivelurile imediat inferioare, astfel că lacunele 
se deplasează în sensul opus deplasării electronilor care vin să le ocupe. Deoarece numărul 
electronilor ajunşi pe nivelurile acceptoare e relativ mic, rezultă că numărul lacurelor din banda 
de valență e mult mai mic decît al electronilor și deci e mai simplu să se studieze mișcarea de 
ansamblu a electronilor prin mișcarea acestor lacune, echivalente unor particule pozitive. De 
aceea se spune că la semiconductorii din această categorie, conductivitatea e datorită lacunelor 
pozitive, de unde litera „p“ (de la pozitiv) care indică tipul semiconductorului. 

Nivelurile adiționale pot apărea dacă există adausuri străine, numite impurități, în cristalele 
unor anumite substanţe. De exemplu, dacă germaniuiui, care este tetravalent,:i se adaugă fosfor 
(pentavalent), una din valenţele fiecărui atom de fosfor rămîne nesaturată (deoarece el are cinci 
electroni de valență, dintre care numai patru sînt folosiţi pentru a realiza legătura chimică cu 
cei patru atomi vecini de germaniu ; electronul rămas liber poate fi cedat benzii de conducţie a 
germaniului şi deci efectul este apariţia unui nivel donor ; dacă însă se adaugă atomi de bor care 
sînt trivalenţi, unul din acești atomi saturează numai trei dintre valenţele atomilor de germaniu 
vecini, iar saturarea celei de a patra valenţe se realizează prin trecerea unui electron de pe 
banda de valență a corpului pe nivelul corespunzător nesaturat. Efectul estec apariția unui 
nivel acceptor. ; 


1 Riguros, conform celor arătate anterior, numai la 0°K. Practic şi la terhperatura camerei 
cînd, de fapt, agitația termică aduce puţini electroni pe niveluri superioare nivelului Fermi. 
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În încheiere menţionăm că electronii ajunşi în banda de conducţie, respectiv lacunele 
formate în banda de valență, sînt în număr relativ mic, din care cauză conducţia electrică este 
mai slabă la semiconductori decît la conductori. Totodată, numărul acestor electroni şi lacune 
sporeşte considerabil o dată cu creşterea temperaturii, de aceea conductivitatea electrică a semicon- 
ductorilor crește cu temperatura. 


60.5. Aplicaţie. Efecte de contact 


La suprafaţa de contact a unui meta] cu un semiconductor sau a doi semiconductori de 
tipuri diferite (unul „p“ şi altul „n“) se realizează un efect de redresare, care consistă în trecerea 
mai uşoară a curentului electric prin contact în unul din sensuri decît în celălalt. 

Prezentăm, ca exemplu, efectul de redresare la contactul dintre un conductor metalic şi 
un semiconductor extrinsec de tip pn“ (cu condueţie electronică). Dacă un conductor metalic 
(m) e situat în imediata apropiere a unui semiconductor de tip „n“ (s,), fară să se atingă, 
ambele fiind neîncărcate electric, așezarea relativă a nivelurilor de energie e arătată în figura 60.8. 
Deoarece nu există cîmp electric în exteriorul lor, potenţialul electric e constant în exterior și 


energia potenţială a unui electron compiet îndepărtat din corp e aceeaşi (w PARI pentru ambele 
corpuri. Nivelurile superioare coincid deci pentru ambele diagrame ale nivelurilor de energie, 
Potențialcle chimice sînt însă distincte în cele două materiale, La temperaturi suficient de joase. 
aceste potențiale chimice sînt practic egale cu valorile lor la T = 0°K, adică cu nivelurile Fermi : 


din metal, w% (situat în banda de conducție a acestuia), și din semiconductor, w} (situat între 
marginca inferioară a benzii de conducție şi nivelul adiţional donor populat cu electroni). Ener- 
giile de extracție ale metalului, respectiv ale semiconductorului, sînt Ọ” = wye —u F respectiv 
G = whim wF, şi presupunem Ọ®” > 5, adică wf < up. Dacă vom "considera acum că 
cele două corpuri sînt puse în contact electric, în primul moment diferenţa de potenţial chimie 
dintre ele determină un schimb de particule pînă se realizează echilibrul termodinamic. Semicon- 
ductorul, care are potenţialul chimic mai înalt, cedează electroni de pe nivelurile lui adiţionale, 
donoare, metalului, care are potenţialul chimic mai scăzut. Metalul se încarcă (superficial) negativ, 
iar semiconductorul rămîne încărcat pozitiv în vecinătatea zonei de contact. Potenţialul electric 
mediu V, al metalului scade, iar energia potenţială U, = — qo Vo a unui electron (negativ) din 
metal creşte, astfel încit toate nivelurile de energie din metal (inclusiv nivelul Fermi) se înalță, 


nivelul superior devenind ui > wyr Deoarece semiconductorul se descarcă de electroni, poten- 
țialul lui electric mediu creşte și energia potenţială a unui electron din semiconductor scade. 
Spre deosebire de metal, încărcarea semiconduetorului se face pe o anumită porţiune din volumul 
lui, corespunzător numărului mult mai mic de purtători de sarcină liberi pe care îi furnizează 
nivelurile donoare. Sarcina pozitivă se repartizează spaţial pe o lungime L măsurată de la supra- 
fața de contact. În acest strat de lungime L, energia potenţială scade continuu și întreaga dia- 
gramă a nivelurilor (care a fost calculată avînd ca referință energia potenţială medie) coboară 
continuu În, intervalul de la x= 0 la x = L. Schimbul de particule e încetinit de cânpul electric E, 
care apare în stratul de grosime L, ca urmare a separării sarcinilor, şi se opreşte cînd potenţialele 
chimice ajung egale în cele două medii (fig. 60.9). Din punct de vedere macroscopic, în stratul 
de grosime L există un cîmp electric imprimat (+. vol. I. par. 10.3), care ia echilibru este E; = 
= — E. Pentru « > L, nivelurile semiconductorului rezuită coborite față de ale metalului cu. 


Aw = wer: — wie = O” — o (adică cu diferenţa energiilor lor de extracție). În urma acestui 
proces de stabilire a echilibrului în semiconductor s-a creat un strat de grosime L, numit strat 
de blocare sau strat de baraj, î în cupriasul căruia nivelurile donoare au rămas neocupate, În 
acest strat nu există practic purtători de sarcină liberi şi de aceea rezistenţa lui electrică e mult 
sporită. Totodată, în „cuprinsul acestui strat există o sarcină spaţială, o variaţie a potenţialului 
electric mediu şi un cimp ciectric imprimat dinspre metal spre semiconductor. Stratui de blocare 
are un rol esenţial î în proprietatea de redresare a contactului dintre metal şi semiconductor. 

Dacă sistemul metal — semiconductor e alimentat din exterior, astfel încît în regiunea 
de contact se stabilește un cîmp eleciric exterior orientat de la semiconductor la metal potenţialul 
electric al semiconductorului creşte, energia potenţială a unui electron seade, benzile de energie 
se înclină şi, mai mult, lărgimea stratului de blocare creşte. De aceea, rezistenţa electrică a con- 
tactului e sporită și car entul electric care se stabileşte e slab, Sensul semiconductor-metal e deci 
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sensul de oprire, iar tensiunea aplicată corespunzătoare se numeşie tensiune inversă. Dacă sensul, 
cimpului electric exterior e îndrepta: de la metal la semiconductor, fenomenele decurg invers, lărgimea 
stratului de blocare scade și rezistenţa electrică a contactului scade, curentul electric fiind mult 
mai intens, Acest sens se numește sensul de trecere și tensiunea aplicată corespunzătoare se numeşte 
tensiune directă. În ansamblu, variația cur sentului cu tensiunea aplicată e redată în caracte- 
ristica din figura 60.10. 

Efectul de redresare se poate realiza și prin contactul unui semiconductor extrinsec 
tip „p“ (cu conducţie lacunară, sau de goluri), cu un semiconductor extrinsec tip „n“ (cu con- 
ducţie electronică), Se obţine aşa-numita joncțiune „P—n“. Și în acest caz, la echilibru 
apare un strat de blocare (s. b. Åg. 60.11, a) sărac în purtători de sarcină liberi. La aplicarea 
unei tensiuni dinspre semiconductorul tip „p“ spre cel de tip „n“ (tensiune directă), atît 
lacunele din primul cît și electronii din cel de-al doilea sînt dirijaţi de cîmpul exterior spre 
regiunea de joncțiune, căreia îi furnizează purtători de sarcină. Siratul de blocare se îngus- 
tează şi rezistența electrică a contactului scade (fig. 60.11,5). La aplicarea unei tensiuni dinspre 
semiconductorul de tip „n“ spre cel de tip „p“ (tensiune inversă), purtătorii dc sarcină sînt 
îndepărtați de la regiunea de contact care devine și mai săracă în purtători liberi. Stratul de 
blocare se lărgeşte şi rezistența electrică a contactului scade, Această prezentare sumară, 
valabilă numai calitativ pentru anumite limite ale tensiunii aplicate, se poate completa cu un 
studiu mai detaliat cantitativ, care se prezintă în lucrările de specialitate 1. 


1V, M. Drăgănescu. Procese ciecironice în dispositive semicendueiea e de circuit) 


Ed. Acad. R.P.R., 1962, 
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